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7. �Ubungsblatt zur Vorlesung Funktionalanalysis 1

Aufgabe 1 (Orthogonale Komplemente) 3 Punkte
Geben Sie ein Beispiel eines Pr�ahilbertraums X und eines Unterraums U � X, sodass U 6= U?? gilt.

Aufgabe 2 (Gramsche Matrizen) 6 Punkte
Ist (X; h�; �i) ein Hilbertraum und n 2 N, so ist auch Xn = fx = (x1; x2; : : : ; xn) j xi 2 Xg ein Hilber-
traum mit dem Skalarprodukt (x;y) =

Pn
i=1hxi; yii. Als Gramsche Matrix von x 2 Xn bezeichnen wir

die hermitesche Matix G(x) = [hxi; xji]i;j=1;:::;n.

(a) Beweisen Sie, dass die Menge

M = fx 2 Xn j I �G(x) ist positiv semide�nitg

beschr�ankt, abgeschlossen und konvex ist.

(b) Charakterisieren Sie @M .

(c) Ist M die abgeschlossene Einheitskugel einer Norm auf Xn? Wenn ja, ist diese Norm zu (x;x)1=2

�aquivalent?

Aufgabe 3 (Fortsetzung linearer Funktionale) 5 Punkte
Sei (X; h�; �i) ein Hilbertraum, U � X ein abgeschlossener Unterraum und f ein lineares stetiges Funktio-
nal auf U .

(a) Beweisen Sie, dass f in genau einer Weise zu einem linearen stetigen Funktional ~f auf ganz X fortge-
setzt werden kann, sodass k ~fkX0 = kfkU 0 gilt.

Hinweis: Verwenden Sie nicht den Satz von Hahn-Banach aus der Vorlesung

(b) Betrachten Sie auf R2 das euklidische Skalarprodukt und

U = fx = (x1; x2) 2 R
2 j 2x1 � x2 = 0g:

Bestimmen Sie f�ur f : U ! R : x 7! x1 die nach (a) eindeutig bestimmte Fortsetzung ~f auf ganz R2.

Aufgabe 4 (Abstand zu Unterr�aumen) 4 Punkte
Sei (X; h�; �i) ein Pr�ahilbertraum und U � X ein linearer Teilraum.

(a) Zeigen Sie: F�ur ein x 2 X gilt genau dann kxk = dist(x; U), wenn x 2 U?.

(b) Sei nun U endlichdimensional und V � X ein weiterer linearer Teilraum mit dimV > dimU . Beweisen
Sie, dass ein x 6= 0 in V existiert mit kxk = dist(x; U).

(c) Beweisen oder widerlegen Sie, dass die Aussage in (b) im Falle dimV � dimU selbst dann nicht richtig
ist, wenn beide R�aume unendlichdimensional und abgeschlossen sind und U \ V = f0g gilt.

Abgabe: In der Woche vom 13. bis 17. Juni im Tutorium.



Tutoriumsvorschl�age

Aufgabe 1 (Eine Zerlegung von L2)
Sei L2(R) der Raum der reellen, messbaren und �uber R quadratintegrablen Funktionen, versehen mit dem
Skalarprodukt hf; gi =

R
f(x)g(x) dx. Sei weiterhin

L
g
2
(R) = ff 2 L2(R) j f(x) = f(�x) f.�u.g

der Unterraum der geraden L2-Funktionen. Zeigen Sie, dass Lg
2
(R) abgeschlossen ist und bestimmen Sie

den orthogonalen Projektor sowie das orthogonale Komplement.

Aufgabe 2 (Konvergenz im Dualraum)
Sei (X; h�; �i) ein Hilbertraum und x 7! Fx = h�; xi die Rieszabbildung von X nach X 0. Beweisen Sie
folgende �Aquivalenz:

xn ! x in X () Fxn(y)! Fx(y) f�ur alle y 2 X und kxnk ! kxk in R:

Geben Sie ein Beispiel daf�ur, dass die punktweise Konvergenz der Fxn allein f�ur die Konvergenz von xn
nicht hinreichend ist.

Bemerkung: Die punktweise Konvergenz Fxn(y) ! Fx(y) hei�t schwache Konvergenz und wird sp�ater
noch eine gro�e Rolle spielen.

Aufgabe 3 (Konvergenz orthogonaler Reihenentwicklungen)
Sei (X; h�; �i) ein Hilbertraum, Fx die Rieszabbildung (s.o.) und (xn) � X eine Folge paarweise orthogo-
naler Elemente. Beweisen Sie, dass folgende Aussagen �aquivalent sind:

(a)
P
1

n=1 xn konvergiert in X,

(b)
P
1

n=1 kxnk
2 konvergiert in R,

(c)
P
1

n=1 Fxn konvergiert in X 0.

Aufgabe 4 (Bestimmung einiger Dualr�aume)
Zeigen Sie:

(a) `0
1
�= `1,

(b) `0p
�= `q f�ur 1 < p <1, wobei 1

p +
1

q = 1,

(c) c0
0
�= c0 �= `1.


