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10. �Ubungsblatt zur Vorlesung Funktionalanalysis 1

Aufgabe 1 (Kompakte Operatoren und schwache Konvergenz) 4 Punkte
Seien X und Y normierte R�aume und T 2 L(X;Y ): Zeigen Sie:

(a) Ist T kompakt, so gilt f�ur alle Folgen (xn)n � X und x 2 X

xn * x ) Txn �! Tx:

(b) Ist X reexiv und gilt f�ur alle (xn)n � X und x 2 X

xn * x ) Txn �! Tx;

so ist T ein kompakter Operator.

Aufgabe 2 (Schwache Cauchyfolgen) 3 Punkte
Sei X ein reexiver normierter Vektorraum und (xn)n eine Folge in X, sodass (f(xn))n f�ur alle Funktionale
f 2 X 0 konvergiert. Zeigen Sie, dass (xn)n schwach konvergiert.

Aufgabe 3 (Satz von Baire) 5 Punkte
Eine Menge in einem metrischen Raum hei�t G�, falls sie der Schnitt von abz�ahlbar vielen o�enen Mengen
ist.

(a) Zeigen Sie, dass Q � R keine G�-Menge ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Menge der Stetigkeitsstellen einer Funktion f : R! R eine G�-Menge ist.

Aufgabe 4 (Metrisierbarkeit der schwach�-Konvergenz) 4 Punkte
Sei X ein normierter Vektorraum und � = (xn)n eine normierte, separierende Folge in X, d.h. kxnk = 1
f�ur alle n 2 N und lin fxn j n 2 Ng = X. Pr�ufen Sie, dass durch

kfk� :=

1X

n=1

1

2n
jf(xn)j ; f 2 X 0

eine Norm auf X 0 de�niert wird und zeigen Sie, dass eine k�kX0-beschr�ankte Folge (fn)n � X 0 genau dann
schwach� gegen f konvergiert, wenn kfn � fk� �! 0.

Abgabe: In der Woche vom 4. Juli bis 8. Juli im Tutorium.



Tutoriumsvorschl�age

Aufgabe 1 (Banachr�aume haben keine abz�ahlbar-unendliche Basis)
Zeigen Sie mit dem Satz von Baire, dass Banachr�aume keine abz�ahlbar-unendliche Basis haben k�onnen.

Aufgabe 2 (Schwache Folgenstetigkeit)
Sei T : X ! Y ein linearer Operator zwischen normierten R�aumen. Zeigen Sie, dass T genau dann stetig
ist, wenn f�ur alle Folgen (xn)n in X gilt

xn * 0 ) Txn * 0:

Aufgabe 3 (Approximationen des Di�erentialoperators)
Wir statten die R�aume

Cb(R) := ff : R! R j f stetig und beschr�anktg

und

C1

b (R) :=
�
f 2 Cb(R) \ C

1(R) j f 0 2 Cb(R)
	

mit der Supremumsnorm aus. F�ur n 2 N sei Tn : C1

b (R)! Cb(R) mit (Tnf)(x) := n � (f(x+ 1

n
)� f(x)).

(a) Zeigen Sie, dass die Operatoren fTn j n 2 Ng punktweise beschr�ankt sind.

(b) Beweisen Sie, dass die Menge fkTnk j n 2 Ng unbeschr�ankt ist und der punktweise Grenzwert der Tn
unstetig ist. Warum ist das kein Widerspruch zum Satz von Banach-Steinhaus?

Aufgabe 4 (Umkehrung der H�older-Ungleichung)
Sei (an)n eine Folge reeller Zahlen und 1 < p < 1, sodass f�ur alle (xn)n 2 `p die Reihe

P
1

n=1 an � xn
konvergiert. Zeigen Sie, dass (an)n 2 `q, wobei

1

p
+ 1

q
= 1 ist. Darf man auch p = 1 oder p =1 zulassen?


