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Aufgabe 1

Definiere folgende Begriffe:

(a) Symmetrische Bilinearform

(b) Adjungierte, selbstadjungierte und normale Abbildung.
(¢) Norm

Aufgabe 2

Wie lautet die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung?

Aufgabe 3

Sei V ein euklidischer oder unitdrer Vektorraum mit Skalarprodukt (,) und sei ||v| :=

VA{v,v) fiir allev € V.

(a) Beweise die Parallelogrammgleichung: ||z + y||* + ||z — y||* = 2(||z||* + ||ly[|?)

(b) Gibt es Normen die diese Gleichung nicht erfiillen? Wenn ja: Gib ein Beispiel an.
Wenn nein: Warum?.

Aufgabe 4

Sei V ein euklidischer oder unitarer Vektorraum. Beweise:
(a) Eigenwerte von selbstadjungierten Endomorphismen sind immer reell.

(b) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten selbstadjungierter Endomorphismen
stehen senkrecht aufeinander.



Aufgabe 5

Sei V = R? mit Basis
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Bekanntlich gibt es einen basisabéngigen Isomorphismus &g : V' — V*, der dadurch

definiert ist, dass er jedem Basisvektor seinen dualen Basisvektor zuordnet. Sei v =
2

2| . Bestimme P (v).
2

Aufgabe 6

Sei A € C™" mit A = —A*. Zeige:
(a) A ist normal.

(b) Alle Eigenwerte von A haben Realteil 0.

Aufgabe 7

Zeige: Jede Matrix A € GL, (R) ist darstellbar als Produkt A = US einer orthogonalen
Matrix U € R™"™ und einer symmetrischen, positiv definiten Matrix S € R™".

Aufgabe 8

(a) Bestimme «, 3,7y € C, so dass

3 143 0
A=la 2 1-2
B o 4

eine normale Matrix ist.

(b) Beweise oder widerlege: Sei A eine reelle quadratische Matrix. Dann gibt es nor-
male Matrizen B und C, so dass A = B+ C.

Aufgabe 9

Sei A € R™™. Betrachte die Polarzerlegung A = QP von A.
(a) Welche Eigenschaften erfiillen @ und P?
(b) Wann sind P und @ eindeutig bestimmt?



Aufgabe 10

Beweise oder widerlege:

(a) SeiV ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Fiir zwei Untervektorrdume U, W C
Vogilt (U+ W)t =Utnwt.
(Erinnerung: U+ := {¢ € V* | ¢(u) = 0Vu € U})

(b) Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und 5 : V x V — R eine
Bilinearform. Es gilt: § ist symmetrisch < Die Gram-Matrix von [ ist fiir jede
Basis von V' symmetrisch.

(c) SeiV ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und F' € L(V, V). Es gilt:
F ist selbstadjungiert < Es gibt eine Basis von V', so dass die darstellende Matrix
von F' symmetrisch ist.



