2.Aufgabe

Gegeben sei der R—Vektorraum V = R[t]<3 der reellen Polynome hochstens dritten Grades. In V'
seien folgende Vektoren gegeben:

vi=t—lve=t?—1,w=t+1, wy=t>+1, ws = t3 und wy = 3t.

Untersuchen Sie, ob die Voraussetzungen des Basiserginzungssatzes fiir die Mengen {v;,v2} und
{w1, we, w3, wy} erfiillt sind. Bestimmen Sie alle Moglichkeiten {v1, vo} mit Vektoren aus {w1, wa, ws, wy}
zu einer Basis von V zu ergénzen.

Loésung:

Fiir den Basiserginzungssatz ist zu zeigen, dass {v1, v2} linear unabhéngig ist und
Span{vy, vz, w1, we, w3, ws} = R[t]<3 .

{v1,v2} linear unabhingig:

Sei aq, a5 € R und aqv1 + asve = 0.

Dann gilt 0 = oy (t — 1) + az(t? — 1) = (—a1 — ag) + ait + aot?.

Mit Koeflizientenvergleich folgt damit «; = ap = 0 und somit {vy,vs} linear unabhéngig.

Span{vy, v, w1, we, ws, ws} = R[t]<s:

Es gilt offensichtlich Span{wvy,ve, w1, we, w3, ws} C R[t]<s.

Noch zu zeigen: Span{vy, v, w1, we, ws, ws} D Rlt]<3

Sei v € R[t]<3 beliebig, d.h. es existieren pg, p1, pi2, g3 € R mit v = Z?:o pith.

Wir miissen \g, ..., A5 € R finden, sodass das lineare Gleichungssystem Agvy + A\jvo + Aqwi + Agwsg +
Aqws3 + Aswy4 = v minestens eine Losung hat.

es gilt:
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Damit gilt RangA = Rang[A,v] = 4. Das bedeutet es existiert mindestes eine Losung, d.h. v €
Span{vy, va, w1, Wa, W3, W4 }.
Da v beliebig gewahlt war gilt R[t]<3 C Span{vq, ve, w1, w2, w3, ws} und somit die Gleichheit.

Néchste Aufgabe ist es {v1,v3} mit Vektoren aus {wq, we, w3, ws} zu einer Basis von V zu ergénzen.
Dafiir brauchen wir vier linear unabhingige Vektoren



{v1,v2, w;,w;} mit 7,5 € {1,2,3,4}. Offensichtlich brauchen wir auf jeden Fall den Vektor ws, da
dieser der einzige Vektor mit einer dritten potenz von t ist und es darf sich kein Vektor wiederholen,
da wir sonst keine lineare Unabhingigkeit hdtten. Damit suchen wir einen Vektor w;, ¢ € {1,2,4},
sodass {v1, v, ws, w;} linear unabhingig sind.

Teste 1 =1 :
0 = Av1 + Aovg + Agws + Aqw,

ALt —1) 4+ Ao (t? = 1) + Ast® + Aa(t + 1)
= (A1 =X+ M)+ M+ M)+ Aot? + \st?
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Damit erhélt man wieder ein LGS Az = 0 mit A = 1 0 01 und z = A2
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Es gilt detA = —2 # 0 und damit hat das LGS genau eine Losung, nédmlich die triviale Losung und
daher sind die Vektoren linear unabhéngig.

Teste ¢ = 2 : Auf gleiche Art und Weise erhélt man
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das LGS Az =0 mit A = 0 1 0 o0 und x = L
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Es gilt detA = 1 # 0 und damit sind die Vektoren linear unabhingig.
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Teste i = 4 : Man erhélt das LGS Az = 0 mit A = 0 1 0 0 und x s
0 0 1 0 A4

Es gilt detA = —3 # 0 und somit sind auch diese Vektoren linear unabhénig.

Damit gibt es drei Moglichkeiten die Vektoren {vy, v2} mit Vektoren aus {wy, ws, w3, w4 }zu einer Basis
zu erginzen und zwar bilden
{v1,v2, w3, w1 },{v1, v2, w3, wo} und {v1,ve, ws, ws} eine Basis von V = R[t]<s.



