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Kapitel 0

Einleitung

Wir wollen uns in dieser Veranstaltung mit Kontrolltheorie (oder korrekter Steuerungstheorie
oder Regelungstheorie), beschiftigen und zwar mit der mathematischen Theorie und ent-
sprechenden numerischen Methoden dieses Gebietes. Dies Fachgebiet liegt auf der Grenze
zwischen Mathematik, Ingenieurwissenschaften, Wirtschaftswissenschaften und Informatik.

Unser Hauptaugenmerk liegt dabei auf der mathematischen Seite, wir werden aber immer
wieder Beziige zur Praxis herzustellen, sowohl zu Anwendungsproblemen, als auch zur realen
Implementierung der notwendigen Methoden.

0.1 Beispiele fiir Steuerungsprobleme
Wir wollen zuerst einige sehr einfache Beispiele betrachten.

Beispiel 0.1 Steuerung eines Zugs, modelliert als Massepunkt. Wir bezeichnen die Position
zur Zeit ¢ mit s(t) und die entsprechende Geschwindigkeit mit v(¢) und den kombinierten
Ort/Zeit-Vektor

als Zustand des Systems x(t) zur Zeit ¢t. Im allgemeinen haben wir einen gegebenen Anfangs-
zeitpunkt tg und zugehorigen Anfangszustand

200 —att 1)

Die Gesamtkraft, die an den Zug angreift besteht aus mehreren Teilen;
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6 KAPITEL 0. EINLEITUNG
e Ein Teil uy(s,v) héingt von Position und Geschwindigkeit des Zugs ab, die vom Zugfiihrer
nicht beeinflusst werden kann, wie z.B. Luftwiderstand oder Gravitationskrifte.

e Beschleunigungs- und Bremskréifte die durch den Zugfiihrer beeinflusst werden, einge-
schrankt durch die maximale Bremskraft w,,;, und die maximale Leistung P4, der
Maschine.

Ein vereinfachtes Modell ergibt mit der Arbeit W erhalten wir die Leistung P = %—Vf und

mit W = f F ds erhalten wir P = Fv. Mit konstanter Maximalleistung P,,,, der Maschine
erhalten wir die maximale Beschleunigungskraft t,,q,(v(t)) = Paz/v(t). Wir erhalten das
Steuerungsproblem mit Nebenbedingungen

u = ugp(s,v) + uy(t), Uy(t) € [tmin, Umaz (v(?))]- 3)
Insgesamt haben wir das dynamische System

(t) = Ax(t) + Bu(t), (4)

-8 0[5

mit Steuerbeschrinkungen (3) und Zustandsbeschréinkungen, wie

oder in Matrixnotation

e ciner Maximalgeschwindigkeit v,q,(s) in einem bestimmten Streckenbereich, so dass

v(s(t)) € [0, Vmaz(s(t))]  fiir s € [s9, 5], (6)

e Fahrpline, so dass der Zug einen bestimmten Bahnhof in einem Zeitintervall ¢ € [t} —
€l 1 + €] so dass A
s(t) = s and u(t —0) < 0, v(t) =0. (7)

Um das Verhalten eines Zugs in einem Netzwerk zu simulieren brauchen wir Anfangsbedin-
gungen fiir s,v und eine Steuerungsstrategie. Ungliicklicherweise erhilt man nur die Position
an festen Stellen wo der Zug Sensoren passiert, aber man erhélt im allgemeinen keine Infor-
mationen iiber die Geschwindigkeiten. D.h. wir erhalten keine Zustandsinformation sondern
nur Ausginge zu Zeiten t = t.

y(t)=[1 0]az(t), firt="=. (8)
Dabei sind diese Ausgéinge oft nur ungenau ermittelbar.

Typische Kriterien solche Steuerungen zu entwickeln sind

e Zeit-optimale Steuerung

e Energie-optimale Steuerung
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e Folgen eine Referenztrajektorie
e Minimale Abweichung vom Fahrplan

e Mixturen dieser Strategien.

Ein anderes Beispiel ist das folgende:

Beispiel 0.2 Steuerung einer Parabolantenne, die immer auf einen Satelliten oder ein Raum-
fahrzeug gerichtet ist. Wir brauchen ein einfaches Modell fiir den Motor, z.B. ein Gleichstrom-

motor, der iiber eine Eingangsspannung gesteuert wird.

Spannung u —| Verstiarker |—| Gls.—Motor | — ¢ Drehwinkel

Vereinfachte Bewegungsgleichungen: Sei ¢ die Zeit.

w  Winkelgeschwindigkeit,
{ Ccll—f = o(t) = w(t) j  Triagheitsmoment des Motors,
Juw(t) = —rw(t)+ku(t) r Reibungskoeflizient,
k  Verstiarkungsfaktor.

(3)

Wir wollen durch Anlegen der Eingangsspannung (Steuerungsfunktion u(¢)) den Drehwinkel
1 zum Zeitpunkt ¢; erreichen, ausgehend davon, dafl zum Zeitpunkt ¢ty der Drehwinkel ¢ ist.
Wir miissen also eine Funktion u(t¢) finden, so dass fiir die Lésung der Differentialgleichung

(3) mit Anfangsbedingung

e(to) = o
und diesem wu/(t) gilt

e(t1) = 1.

(4)

()

Es wird im allgemeinen viele Losungen geben, von denen wir eine aussuchen miissen, dazu

brauchen wir wieder zuséatzliche Kriterien, wie

e Zeit-optimale Steuerung,
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e oder Energie-optimale Steuerung

so dass ingesamt
f(p,u) = Min! (6)

Falls wir das Optimalitatskriterium angegeben haben, miissen wir dann die folgenden Fragen
behandeln.

o Zeige, dass es u gibt, so dass (4), (5), (6) gelten.

e Zeige, dass die Losung fiir gegebenes u eindeutig ist.

Wenn die Losung nicht eindeutig ist, (6) modifizieren.

Gibt es eine analytische Losung/numerische Losung, d.h. Bestimmung von w(t), oft in
Realzeit.

Berechnung der Steuerung der Antenne.

Diese beiden Beispiele beschreiben zeit-kontinuierliche dynamische Systeme. In vielen Anwen-
dungen, z.B. aus den Wirtschaftswissenschaften, sind die Systeme zeit-diskret, es gibt feste
Zeitpunkte t;, z.B. Monate, Tage, Jahre. Diskrete Systeme entstehen aber auch z.B. bei der
Schrittweitensteuerung in der numerischen Losung von Differentialgleichungen.

Beispiel 0.6 Die Inflationsrate eines Landes wird in monatlichen Raten bestimmt. Um die
Inflation niedrig zu halten kann die Zentralbank den Leitzins verdndern. Sei also xy, die In-
flationsrate im Monat k und sei uy der Leitzins. Dann erhalten wir ein System

Tep1 = floe,ur), o =2, (7)
Wenn wir ein gutes mathematisches Modell fiir den FEinfluss haben, d.h. die Funktion f, so

konnen wir versuchen die Folge uy so zu wihlen, so dass die Inflationsrate unter einer politisch
vorgegebenen Grenze bleibt.

Es gibt noch viele andere Aufgaben in der Steuerungstheorie, aber dazu spéter.



Kapitel 1

Theoretische Grundlagen

Wir wollen nun die theoretischen Grundlagen betrachten.

Allgemein haben wir die folgende Beschreibung eines (zeit-kontinuierlichen) dynamischen Sy-
stems.

Eingangidaten System Ausga;gsdaten

Wir wissen typischerweise was wir in das System hereingeben und wir kénnen typischerweise
auch ,, beobachten“, d.h. messen was herauskommt, aber in den meisten Fillen wissen wir
nicht, was genau im System passiert.

Beispiel 1.1 Beim Auto Fahren haben wir wenige Eingangsparameter, wie Gas geben, brem-
sen und lenken, und wir beobachten den Tacho, Drehzahlmesser, oder vielleicht noch die Tem-
peraturanzeige, sowie die Umgebung des Autos, aber wir wissen im allgemeinen nicht was im
Motor oder Getriebe passiert. O

Um ein System verniinftig beschreiben zu kénnen, brauchen wir ein mathematisches Modell,
z.B. eine Differentialgleichung (oder Differenzengleichung), das moglichst gut an die Realitéit
angepasst sein soll, z.B.
z = f(z,u), x(ty) = o, (1.1)
y = gla,u),
wobei u eine Steuerfunktion ist, x den Systemzustand beschreibt und y die beobachtbaren
oder messbaren Ausgangsgrofien. Solche Modelle sind im allgemeinen nie exakt und hingen

9



10 KAPITEL 1. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

von ganz vielen (oft unbekannten) Parametern ab. Typische Fragen, die wir beantworten
miissen sind:

Was sind Zustands-, Steuer- oder Ausgangsgrofien?
Diskrete Zeit, kontinuierliche Zeit?
Welche Groflien kénnen vernachléssigt werden?

Wie ist der funktionale Zusammenhang?
Dies ist i.a. der schwierigste Teil, weil hier die Modellierung eine interdisziplindre Zusam-
menarbeit erfordert. Modellierung kénnen wir hier aus Zeitgriinden nicht behandeln. Wir

betrachten in dieser Vorlesung im wesentlichen lineare zeit-kontinuierliche oder zeit-diskrete
Steuerungsprobleme.

Definition 1.2 Ein (zeit-kontinuierliches) lineares Steuerungsproblem hat die Form

T = ccll_f = A(t)x(t) + B(t)u(t),t € [ty,o0) Zustandsgleichung , (1.2)
z(ty) = a° Anfangswert, (1.3)
y(t) = Ct)z(t) + D(t)u(t),t € [to, o) Ausgangsgleichung (1.4)

Dabei sind

x(t)  Zustand, x(t) € X. Zustandsraum,

y(t) Ausgang, y(t) €Y. Ausgangsraum,

u(t)  Eingang, wu(t) €U. Fingangsraum.
Die Riume X., Y., U, sind typischerweise Mengen von Funktionen, die auf [ty,00) definiert
sind, mit den folgenden Dimensionen:

xz(t) : [tg,o0) — R™ (C"),
y(t) : [t07 OO) — RP ((Cp)7
u(t) : [to,o0) — R™ (C™)

und die Systemmatrizen A(t), B(t),C(t), D(t) sind matrizwertige Funktionen:

A) ¢ [too0) — REm(CRm),
B(t) : [to,00) — R™™ (R™™),
C(t) : [tQ,OO) — RP" (Cp,n)’
D(t) [to,00) — RP™ (CP™).

In vielen Féllen ist D = 0, da sonst die Steuerung direkt den Ausgang beeinflusst. Wir werden
in dieser Vorlesung immer D = 0 betrachten.

Im diskreten Fall haben wir:
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Definition 1.3 FEin (diskretes) lineares Steuerungsproblem hat die Form

Try1 = Apzp+ Brux, k=0,1,2,... Zustandsgleichung,
zg = 1Y, Anfangswert,
yr = Craxp+ Drug, k=0,1,2,... Ausgangsgleichung. (1.7)

Dabei sind

x = (zg, x1, 2, ...) Zustand, x € Xy Zustandsraum,

y = (Yo0,Y1,Y2,...) Ausgang, y € Vg Ausgangsraum,
u = (ug, u1,us,...) Eingang, u € Uy Eingangsraum.
Die Riume Xy, Vg und Uy sind Mengen von Folgen und die Systemmatrizen bilden Folgen

(Ao, A1,...), (Bo,B1,...), (Co,C1,...) und (Do, D1,...). Die Dimension sind dabei wie im
kontinuierlichen Fall.

Wir werden auch im diskreten Fall in dieser Vorlesung immer Dy =0, k = 0,1, 2, ... betrach-
ten.

Eine wichtige Spezialklasse der Systeme, die wir intensiv betrachten werden, sind die zeitin-
varianten Systeme. Im linearen kontinuierlichen Fall bedeutet dies, dass

A(t),B(t),C(t),D(t) konstant in t sind.

Um Steuerungsprobleme mathematisch zu analysieren, werden Zustandsibergangsfunktionen
bzw. Ausgangsibergangsfunktionen eingefithrt. Wir betrachten zuerst wieder kontinuierliche
Systeme.

Definition 1.4 Gegeben ty € R, 2° € R™ und u € U,, so definiert man als Zustandsiiber-
gangsfunktion die Abbildung

(to, t,2° u(t)) — a(t) € X,

wobei x(t) die Losung der Zustandsgleichung (1.2) mit Anfangswert (1.3) zum Zeitpunkt t ist,
und als Ausgangsiibergangsfunktion die Abbildung

(t,2(t),u(t)) — y(t) €V,

wobei y(t) das Ergebnis von (1.4) ist.
Die Ubergangsfunktion heifit auch oft Transferfunktion oder Input-Output Relation.

Beispiel 1.5 Betrachte ein elektrisches Netzwerk, bestehend aus einem Widerstand und ei-
nem Kondensator.
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Der Eingang ist die angelegte Spannung u; Ausgang und Zustand ist die Ladung ¢(¢) am
Kondensator.

q(t)

Sei ¢ die Kapazitit des Kondensators. Dann ist =~ die Kondensatorspannung. Es gelten die
Kirchhoff’schen Gesetze .
u(t) = Ratr) + 22, (1)
oder umgeformt:
1 1
(1) = —==q(t —u(t 1.9
i(t) = —=a(t) + zult) (19)
und damit 1 1
A=———, B=—,2=y=¢q, C=1, D=0.
RC? R’ €T y q? )

Der Zustand ¢(t) kann durch Losung der Differentialgleichung (1.8) bestimmt werden und es
gilt
t

1
q(t) = e~ I/ RC 10y + = / e~ =)/ Ry (5)ds. (1.10)
to

Fiir gegebene Anfangsladung ¢ = q(to) ist also die Zustandsiibergangsfunktion gegeben

durch: .

1
(to, t,q°, u(t)) — e~ (tmt0)/RC0 4 = / e~ =)/ ROy (5)ds. (1.11)
to
Hier ist die Ausgangsfunktion gleich der Zustandsfunktion.

In diesem Beispiel sieht man auch gut, dass wir bei der Modellbildung vieles vernachléssigt
haben, denn im allgemeinen ist z. B. R nicht konstant. O

Fiir allgemeine lineare Systeme erhalten wir:

Satz 1.6 Die Zustandsiibergangsfunktion zum System (1.2) (1.3) ist gegeben durch

z(t) = ®(t, to)z’ + /@(t,s)B(s)u(s)ds, (1.12)

to

wobei die Ubergangsmatrix ®(t,s) die (Fundamental-)Losung der homogenen Matrizdifferen-

tialgleichung
%—(f(t,s) = A(t)®(t,s), P(s,s)=1 (1.13)
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ist. Im zeitinvarianten Fall erhalten wir speziell ® = eAt=5) glso
t
z(t) = eAltt0) g0 4 /eA(t_s)Bu(s)ds. (1.14)
to
Beweis: Beide Formeln (1.12) und (1.14) folgen sofort durch Ableiten. 0

Im Fall diskreter Systeme erhalten wir

Satz 1.7 Die Zustandsiibergangsfolge zum System (1.5), (1.6) ist gegeben durch

k—1 —
T = HAlx +) HAlBuj (1.15)

7=0 l=j+1

und die Ausgangsibergangsfolge zum System (1.5)-(1.7) ist gegeben durch

k—1 k-1
yr = Ch (H Al)xo + Z H B iU |+ Dyug. (1.16)
= 7=0 I=j+
Beweis: Formeln (1.15) und (1.16) folgen sofort durch Einsetzen. 0

Der néchste wichtige Begriff ist die Stabilitdt. Dies ist insbesondere wichtig vom Anwen-
dungsstandpunkt aus gesehen, weil es oft wichtig ist, Systeme in stabile Gleichgewichtslagen
zu steuern.

Definition 1.8

i) Das kontinuierliche System (1.2), (1.3) heifst c-stabil, falls eine (und damit jede) Lisung
der homogenen Gleichung & = A(t)x auf einem (und damit auf jedem) Intervall (ty,o0)
beschrankt ist. Das System heif$t asymptotisch c-stabil, falls aufSerdem tlim [|lz(t)|]| = 0 gilt,

wobei || || irgendeine Norm ist.

it) Das diskrete System (1.5), (1.6) heifit d-stabil, falls eine (und damit jede) Lésung der
homogenen Gleichung xy11 = Agxy fir k — oo beschrdankt ist. Das System heifst asymptotisch
d-stabil, falls auferdem klim l|zk|| = 0 gilt, wobei || || irgendeine Norm ist.

— 00

Die Charakterisierung von stabilen Systemen ist eine wichtige Aufgabe der Steuerungstheorie
und wir werden dieses Thema spéter genauer betrachten.

Satz 1.9 Betrachte das zeitinvariante kontinuierliche System
& = Az + Bu, z(tg) = 2°, (1.17)

mit A, B konstant.

i) Das System (1.17) ist asymptotisch c-stabil genau dann, wenn alle Figenwerte von A
negativen Realteil besitzen.
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ii) Das System (1.17) ist c-stabil genau dann, wenn alle Eigenwerte von A einen Realteil
< 0 haben und alle Eigenwerte mit Realteil O gleiche algebraische wie geometrische

Vielfachheit haben.

Beweis: Beweis mit Hilfe der Jordan’schen Normalform. a

Satz 1.10 Betrachte das zeitinvariante System
Ty = Axy, + Buy, o = 2°, (1.18)

mit A, B konstant.

i) Das System (1.10)ist asymptotisch c-stabil genau dann, wenn alle Eigenwerte von A
einen Betrag < 1 besitzen.

it) Das System (1.10) ist c-stabil genau dann, wenn alle Eigenwerte von A einen Betrag
< 1 haben und alle Figenwerte mit Betrag 1 gleiche algebraische wie geometrische Viel-

fachheit haben.
Beweis: Beweis mit Hilfe der Jordan’schen Normalform. 0

Beispiel 1.11 a) (Bsp 1.5)

i) = ~pza(t) + u)

ist skalar, A ist konstant —R—lc < 0 also ist das System asymptotisch c-stabil.

b) (Bsp 0.2)

p(t) = wid),
w(t) = —;w(t)—!—;u(t)

y(t) = Cz(t)+ Du(t) == [1,0]z(t) + 0u(t),

] () + [ (?) } w(t) = Az(t) + Bu(?).

Die Figenwerte von A sind 0, %, also ist das System c-stabil, aber nicht asymptotisch c-stabil.
d
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1.1 Steuerungsprobleme im Frequenzraum

Wenn man die meisten Biicher zur Regelungstechnik anschaut, sieht man die Steuerungstheo-
rie nicht im Zustandsraum dargestellt, sondern im Frequenzraum.

Die Idee dabei ist im wesentlichen, dass man das System Laplace- oder Z-transformiert und
dann alles in den transformierten Variablen weiterrechnet. Dies geht jedoch nur fiir zeitinva-
riante Systeme. Dazu werden wir erst kurz die Laplacetransformation wiederholen.

Definition 1.12 Sei f(t) eine reellwertige Funktion definiert auf [0,00). Falls

o

£(f) = i(s) = / e f (1)t
0

existiert, so heifit L(f) die Laplacetransformation von f.

Es gelten folgende Rechenregeln
Laf(t) +bg(t)) = aLl(f(t))+bL(g(D)),

L) = sL(f(t)— £(0), (1.19)
L(fy f(2)dz) = LL(f(1)).

Betrachte nun das zeitinvariante System

(t) = Az(t) + Bu(t), x(0)= a0,
(1.20)
y(t) = Cuz(t)+ Du(t) A,B,C,D konstant.
Die Laplacetransformation ergibt
S ga S0
st = Az + Bu+x”, (1.21)

§ = Ci+Da,
und damit folgt
& = (sI—A)7'Bu+ (sI — A a?,

g = [C(sI—A)'B+D]a+C(s] —A) '’

= H(s)u+ C(sI — A)~1af.

Die Elemente von H(s) sind echt gebrochen rationale Funktionen von s, (schreibe (sI —A)~!
iiber die Adjungierte) deren Pole in den Eigenwerten von A liegen.

Im diskreten Fall verwenden wir fiir Folgen = = (¢, 21, . ..) den Shift-Operator z(zg, 1,...) =
(z1,x2,...) und erhalten fiir die Losungsfolgen die Gleichungen

zr = Az + Bu,
y = Cx+ Du,
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und damit

r = (2I-—A)"'Bu
(C(2I — A)"'B + D)u,

Die Matrizen H(s) bzw. H(z) heiBen Ubertragungsmatrizen.

Wir werden hauptséchlich im Zustandsraum arbeiten, weil das numerisch giinstiger ist. Es
gibt (fast) keine effizienten und numerisch stabilen Algorithmen fiir die Behandlung von Steue-
rungsproblemen im Frequenzraum.

1.2 Steuerbarkeit

Eine der wichtigsten Fragestellungen der Steuerungstheorie ist die Frage, ob man ein System
durch geeignete Wahl von u(t) bzw {ux} von einem Zustand in jeden beliebigen Zustand
steuern kann. Dabei ist es im allgemeinen wichtig, die Menge der zuléssigen Steuerfunktionen
zu kennen. Eine Einschriankung dieser Menge kann dazu fiithren, dass das System nicht mehr
in jeden Zustand gesteuert werden kann.

1.2.1 Steuerbarkeit fiir lineare zeit-kontinuierliche Systeme
Wir betrachten zunéchst das zeit-kontinuierliche System
&= At)z+ B(t)u, z(ty) =2° (1.22)

und eine Eingabemenge U von zuléssigen Steuerfunktionen, dies sind typischerweise stetige
oder stiickweise stetige Funktionen.

Definition 1.13 Gegeben sei das System (1.22) und ein Endzustand x'. Das Paar (tg,z")
heif$t zur Zeit t; > to nach x!' steuerbar, falls es eine Steuerfunktion uw € U gibt, so dass die
Lésung von (1.22) mit dieser Steuerung, x(t1) = x' erfiillt.

Das Paar (tg,z°) heift nach x!' steuerbar, wenn es zu irgendeiner Zeit ty, tg < t; < 0o nach
x! steuerbar ist.

Falls fiir jedes (to,xo) und jedes x', das Paar (tg,z°) nach x' steuerbar ist, so heifst (1.22)
vollsténdig steuerbar.

Schematisch stellen wir System (1.22) dar wie in Abbildung 1.1.
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_u(t) System ox(t)

Abbildung 1.1: Offener Kreis (Steuerung)

Dies ist ein sogenannter offener Kreis. Nun wihlt aber man typischerweise u(t) in Abhéngig-
keit vom Zustand, d.h. man macht eine Zustandsriickfiihrung (feedback) wie in Abbildung 1.2.
Im linearen Fall macht man sogar gerne eine lineare Zustandriickfithrung u(t) = —F(¢)x(t)

System

Regler

Abbildung 1.2: Geschlossener Kreis (Regelung)

bzw. ur = —Fjrxp und erhilt dann fiir das geschlossene System die homogene Differentialglei-
chung

i = (A(t) — BO)F(t)) z(t) (1.23)

bzw. die homogene Differenzengleichung

Th+1 = (Ak - Bka) T. (124)

Um zu kléren, wann ein System steuerbar ist, betrachten wir das folgende analoge Problem:

Gegeben ein Zeitintervall [tg,t1], bestimme alle 2°, so dass (tg,z°) nach (¢1,0) steuerbar ist.
Sei L(tg,t1) die Menge dieser 2°, es muss also nach (1.12) gelten:
t1
0=x(t) = ®(t1, t9)z’ + / O(t1,5)B(s)u(s)ds. (1.25)

to
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Ausklammern von ®(t1,tg) nach links ergibt

t1
0=a"+ / (g, s)B(s)u(s) ds, (1.26)
to
denn wir kénnen ®(t1,s) schreiben als
®(t1,5) = P(t1,20)2(to, 5)- (1.27)

0

Dies heifit Halbgruppeneigenschaft der Lésung. Also gilt z° € L(tg,t1) genau dann, wenn

(1.26) gilt.

Die Funktion ®(t1,s) beschreibt den Ubergang von s — t; und ®(tg,s) den Ubergang von
s — to und da die Losung von (1.13) eindeutig ist, so folgt (1.27).

Beispiel 1.14 Im zeitinvarianten Fall ergibt sich:

CI)(tl,S) = A(tlfs),

(&
D(t1,t0)P(to,s) = eAlt1—t0) SA(to—s)
eA(tl_S)‘

Bevor wir zu einer Charakterisierung von L(tg,t1) kommen, fithren wir noch die Gram’sche
Matriz eines Systems ein.

Es sei G(t) eine auf (—oo, +00) definierte matrixwertige, stiickweise stetige Funktion in R™™.

Dann heif3t
t1

V=1[ GuGt)Tdt (1.28)

to

fiir tg < t1 Gram’sche Matriz. Wir haben das folgende Lemma.

Lemma 1.15 Fin x € R” ldsst sich genau dann als
t1
T = /G(t)u(t)dt (1.29)
to

mit einer stickweise stetigen Funktion u(t) € R™ schreiben, wenn x im Bild von V' (wie in
(1.28)) liegt, d.h. es gibt ein z € R", so dass x =V z.

Beweis: Die Matrix V ist symmetrisch, positiv semidefinit, denn G(¢)G(¢)7 ist positiv semi-
definit. Das Integral erhélt diese Eigenschaft, denn es gilt fiir alle x € R™

t1 t1
2TV = /xTG(t)G(t)Txdt = / |G ()T z|3dt > 0. (1.30)
to to
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Es gilt daher
V=0 Gt)Tz=0 Vte [ty t1]. (1.31)

Die Menge aller z, die sich mit geeignetem w(t) in der Form (1.29) schreiben lassen, bilden
wegen der Linearitidt des Integrals und der Multiplikation mit G(¢) einen linearen Raum L.
Der Bildraum von V ist in L enthalten. Bild(V') C L. Dies folgt sofort aus der Definition von
V' mit der Wahl

u(t) = G(t)'z, 2= konstant.

Was wir zeigen miissen, ist dass L = Bild(V'), bzw. dass L N Kern(V) = {0} ist. Es gilt fiir
x € LN Kern(V), dass

2] = 2T = / T (G(tyu(t))dt = / (@(0)2) u(t)dt = 0. (1.32)
to to
Also folgt x = 0. 0
Wir fithren nun die Gram’sche Matrix
t1
W(tg, 1) := /<1>(t0,t)B(t)B(t)Tq>(to,t)Tdt (1.33)
to

ein und erhalten den folgenden Satz:
Satz 1.16 Fir die Matriz W aus (1.33) gilt:

(i) Die Menge L(to,t1) ist der Bildraum der Matriz W (to,t1), d.h.

L(to,t1) = {x | es gibt ein z mit x = W (to,t1)z}. (1.34)
(ii) Es gilt W (to,t1)x = 0 genau dann, wenn xT ®(to,t)B(t) = 0 fir alle t € [to, t1].

Beweis: Verwende Lemma 1.15 (sowie (1.31)) mit G(t) = ®(to,t)B(t). 0

Mit diesem Satz konnen wir nun die Steuerbarkeit charakterisieren. Dazu brauchen wir noch
die zu & = A(t)x adjungierte Gleichung

s=—At) 2 (1.35)

Satz 1.17 Das System (1.22) ist vollstindig steuerbar genau dann, wenn folgende Aussage
gilt:

Ist z(t) eine nichttriviale Losung von (1.35), so verschwindet z(t)T B(t) auf keinem Intervall
[to, 00) identisch.

Beweis: Sei (1.22) vollsténdig steuerbar. Angenommen, es gibt eine Losung z(t) # 0 von
(1.35), so dass
2)TB(t) =0 Vt>tg. (1.36)
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Dann gibt es Anfgangswerte 20, so dass (g, 2o) in keiner Zeit t; > tq steuerbar ist. Dies folgt
sofort, denn, ist x(t) eine Losung von (1.22) fiir ein u(t), so gilt

d
o (z(t)T2(t)) =0 vt > t, (1.37)
dh. z(t)Tz(t) = 29720 konstant, wobei 20 = z(to), 2° = 2(tp). Man braucht nun z° nur so

zu wéhlen, dass 20720 #£ 0, so ergibt sich ein Widerspruch.
Die Umkehrung ist komplizierter. Das geschieht in mehreren Schritten.

Wir beweisen zuerst: Zu jedem ty gibt es t; > tg, so dass fiir jede nichttriviale Lésung von
(1.35) gilt, dass z(t)” B(t) # 0 in [t,t1]. Wire dies falsch, so giibe es eine Folge t, — oo und
zugehorige Losungen z,(t) von (1.35) mit

l|2o(to)|| = 1, 2L (1) B(t) = 0, Vt € [to, 1] (1.38)

Wir kénnen o. B. d. A. annehmen, dass die Folge z,(to) konvergiert, ansonsten wihlen wir
eine konvergente Teilfolge nach Bolzano-Weierstrafl aus.

Sei 2%, = lim z,(tp). Dann ist ||2%|| = 1 und damit ist die Losung von (1.35) mit 2o (to) = 25
V—00

nichttrivial. Nach Voraussetzung gibt es nun t} > tg, so dass 200 (t1)T B(t}) # 0. Wegen der
stetigen Abhéngigkeit der Losung der Differentialgleichung von den Anfangswerten folgt, dass
die Folge z,(t) gleichméBig in t auf [to,t]) gegen zoo(t) konvergiert. Daher gilt auch

()T B(t}) # 0
fiir alle geniigend grofen v. Dies ist ein Widerspruch zu (1.38).

Als zweiten Schritt zeigen wir nun: Wenn fiir jede nichttriviale Losung z(t) von (1.35),
z(t)T B(t) auf [to, 1] nicht identisch verschwindet, so ist W (tg,1) positiv definit.

Da W (tg,t1) positiv semidefinit ist, so reicht es zu zeigen, dass W (tg,t1) nicht singuldr ist.
Angenommen, es gibt x # 0, so dass W (tg,t1)z = 0. Dann folgt B(t)T®(tg,t)Tz = 0 fiir alle
t € [to,t1]. Setze z(t) = ®(tg,t)Tx, so 16st z(t) die adjungierte Gleichung (1.35), da ® die
Fundamentallésung ist, und damit folgt als Widerspruch « = 0.

Als letzten Schritt ergibt sich, dass wenn W (tg,t1) positiv definit ist, so ist jedes Paar (¢q, z°)

in jedem z! zur Zeit t; steuerbar und zwar mit
u(t) = B(t) T ®(tg, )T c. (1.39)
Dabei ist ¢ eindeutig bestimmt aus der Gleichung
to
20 = ®(tg,t1)zt + [ ®(to,t) B(t)B(t)T ®(to, t) e dt
t1

= D(to,t1)x' + Wi(to, t1)c
denn W (tp,t1) ist nichtsingulér. 0
Korollar 1.18 Das System (1.22) ist vollstindig steuerbar genau dann, wenn es zu jedem tg

ein t1 gibt, so dass W (to,t1) postiv definit ist. Es ist dann in dieser Zeit t; jedes (tg,z°) in
jedes x steuerbar.
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Im zeitinvarianten Fall gibt es rein algebraische Charakterisierungen der Steuerbarkeit.

Satz 1.19 Flir ein zeitinvariantes System © = Ax + Bu ist L(tg,t1) von to,t1 unabhingig
und gleich dem von den Spalten von der Steuerbarkeitsmatrix

K :=[B,AB,A’B,... A" 'B|
aufgespannten Raum, d.h. L(to,t1) = Bild(K).
Beweis: Aus Satz 1.16 folgt
L(to,t1) = Bild (W (tg,t1))

genau dann wenn

L(to,t1)" = Kern (W (tg, t1)) .

Wir miissen also zeigen
W (to, t1)x =0 <= 2z K = 0. (1.40)

Satz 1.16 ii) besagt, dass W (to,¢1)x = 0 genau dann, wenn

eTeMB =0 Vtelty—t,0] (1.41)
und dies gilt genau dann, wenn

tTA'B=0 Yv=0,1,2,..

Der Satz von Cayley—Hamilton sagt, dass ¢(A) = 0, wobei ¢ das charakteristisches Polynom
von A ist. Daraus folgt

n—1
T _ () T 7j
x A”B—Zaj z  AVB Yv>n
=0
fiir geeignete ozgv) .. ,a(v) € C. Alsoist 2T A’B=0 Yv=0,1,2,3... oder dquivalent

’: n—1

tTA'B=0 Yvo=0,---,n—1
— 'K =0

Wir fassen nun den zeitinvarianten Fall zusammen:

Satz 1.20 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

i) Das zeitinvariante System & = Ax + Bu ist vollstindig steuerbar;
it) Rang (K) =n;
iii) Ist p # 0 ein Eigenvektor zu AT so gilt p" B # 0;

iv) Rang (Al —A,B)=n VAeC.
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Beweis: Die Aquivalenz von i) und ii) haben wir schon gezeigt. Die Aquivalenz von iii) und
iv) ist trivial. Zeige noch, dass ii) dquivalent zu iii). Falls p # 0 ein Eigenvektor zu A” ist und
pT' B = 0, so folgt natiirlich p” K = 0 und damit ist der Rang von K nicht voll. Umgekehrt
folgt, dass falls es p # 0 gibt mit p” K = 0, so folgt p? A7B = 0 fiir alle j = 0,1,2,... und
damit ist p Linkseigenvektor von A, ein Widerspruch zu iii). O

Beispiel 1.21 Wir betrachten wieder unsere Beispiele.

Beispiel 1.5: Da A = 54, B = }% skalar # 0, so folgt Rang (}%) = 1 also ist das System

RC»
steuerbar.
0o k
Beispiel 0.2: K = | , _J; | hat Rang 2, also ist das System steuerbar. 0
i 52

1.2.2 Steuerbarkeit fiir diskrete Systeme

Fiir diskrete Systeme gelten &hnliche Ergebnisse. Fiihre in (1.15) die Abkiirzung ®4(k,j) =
Hf;jl A; ein und setze voraus, dass alle Systemmatrizen A; invertierbar sind.

Wir betrachten wieder erst eine etwas andere Aufgabe.

Gegeben k € N, bestimme alle 2%, so dass (0,2°) nach (k,0) steuerbar ist. Sei £4(0,k) die
Menge dieser gesuchten z°. Es muss also nach (1.15) gelten:

k—1
0 =), = Qq(k,0)z0 + > _ a(k — 1,5 + 1)Bju;. (1.42)
§=0
Ausklammern von ®4(k,0) nach links ergibt

k—1
0=2"+> ®4(j,0) ' Bju;. (1.43)
j=0

Auch bei diskreten Systemen haben wir eine analoge Gram’sche Matrix.

Es sei {G;} eine Matrixfolge in R™™. Dann heifit
k-1
V= Z G;GT (1.44)
j=0

fiir k > 0 Gram’sche Matriz. Wir haben das folgende Lemma.

Lemma 1.22 FEin x € R" ldsst sich genau dann als
k-1
§=0

mit einer Folge {u;},u; € R™ schreiben, wenn = im Bild von V liegt.
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Beweis: Ubungsaufgabe. O

Wir fithren nun wieder die Gram’sche Matrix

k—1
Wa(0,k) := Y ®q(j,0)B; B] ®4(j,0)" (1.46)
j=0

ein und erhalten den folgenden Satz:
Satz 1.23 Fir die Matriz Wy aus (1.46) gilt:

(i) Die Menge L4(0,k) ist der Bildraum der Matriz Wy(0,k)..
(ii) Es gilt W4(0,k)z = 0 genau dann, wenn x7®4(0,5)B; fir alle j =0,...,k — 1.

Beweis: Ubungsaufgabe. O

Mit diesem Satz konnen wir nun die Steuerbarkeit charakterisieren. Dazu brauchen wir wieder
die zu zp1 = Apxy adjungierte Gleichung

Zpp1 = — AL 2. (1.47)
Satz 1.24 Das System (1.5) ist vollstindig steuerbar genau dann, wenn folgende Aussage
gilt:
Ist {z;} eine nichttriviale Losung von (1.47), so verschwindet z]TBj nicht fir alle j =0, ... k.

Beweis: Ubungsaufgabe. O

Korollar 1.25 Das System (1.5) ist vollstindig steuerbar genau dann, wenn es ein k € N
gibt, so dass W4(0, k) postiv definit ist. Es ist dann in dieser Zeit k in jedes x steuerbar.

Im zeitinvarianten Fall gibt es auch wieder rein algebraische Charakterisierungen der Steuer-
barkeit.

Satz 1.26 Fir ein zeitinvariantes System xy11 = Axy + Buy ist L4(0,k) von k unabhingig
und gleich dem von den Spalten der Steuerbarkeitsmatrix

K :=[B,AB,A?B, ..., A" 'B]

aufgespannten Raum, d.h. L4(0,k) = Bild(K).

Beweis: Ubungsaufgabe. O

Wir fassen den zeitinvarianten Fall zusammen:
Satz 1.27 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

i) Das zeitinvariante System xyy1 = Axy + Buy, ist steuerbar;
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ii) Rang (K) =n;
i) ist p # 0 ein Eigenvektor zu AT so gilt p” B # 0;

iv) Rang (Al — A,B)=n VAeC.

Beweis: Ubungsaufgabe. O

1.3 Stabilisierbarkeit

In vielen Féllen ist man nicht an der Steuerung in einen beliebigen Zustand interessiert,
sondern an der Steuerung in eine Gleichgewichtslage. Das kann man sicher tun, wenn das
System steuerbar ist, aber kommt man mit weniger aus?

1.3.1 Stabilisierbarkeit bei kontinuierlichen Systemen

Definition 1.28 Fin lineares System der Form (1.22) heifit c-stabilisierbar, wenn es zu je-

dem (tg,2°) eine fiir alle t > to definierte, stiickweise stetige Steuerfunktion u(t) gibt, so dass

die Losung von (1.22) mit diesem u(t) die Bedingung tlim x(t) = 0 erfillt. (Besser wire hier
— 00

der Begriff asymptotisch c-stabilisierbar.)

Wir geben zuerst ein notwendiges Kriterium fiir Stabilisierbarkeit.

Satz 1.29 Wenn das System (1.22) c-stabilisierbar ist, so gilt: Ist z(t) eine Lisung der ad-
jungierten Gleichung (1.35) die fiir t — oo beschrdnkt ist, so kann nicht gelten z(t)T B(t) =0
fiir alle t > tg.

Beweis: Angenommen (1.22) ist c-stabilisierbar, es gibt jedoch eine nichttriviale Losung von
(1.35) fur die gilt:
2t)TBt)=0 Vt>tg tlim [|z(t)|] # oo (1.48)
— 0

Wie beim Beweis von Satz 1.17 gilt dann fiir jede Wahl von u(t) und die zugehérige Losung
von (1.22), dass
c(t)T2(t) = 2l 2(ty)  Vt > tp.

Aus tll)r& [lz(t)|| = 0 und tli)rglo ||z(t)|] # oo folgt, dass es eine Folge t; — oo gibt, so dass

zlggo z(t;) T 2(t;) = 0. Also muss xOTz(to) = 0 sein, d.h. nur solche Systeme kénnen stabilisiert
werden, fiir die mOTz(to) = 0 gilt. Dies steht aber in Widerspruch zur c-Stabilisierbarkeit. 0O
Allgemein ist eine hinreichende Bedingung fiir dieses Problem nicht bekannt.

Im zeitinvarianten Fall erhalten wir:

Satz 1.30 Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:
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i) Das System & = Az + Bu mit A, B konstant, ist c-stabilisierbar;

ii) Ist X\ mit Re(\) > 0 Eigenwert von A mit Linkseigenvektor p, so gilt p* B # 0;

iii) Rang (A — A,B) =n VYA mit Re(\) > 0.
Beweis: 1) — 1ii). Ist A mit Re(\) > 0 Eigenwert von A mit Linkseigenvektor p, so 16sen
Re(e™)p, Im(e=*)p (1.35) und sind beschrinkt. Satz 1.29 impliziert p” B # 0.
ii)= iii) Angenommen es gibt ein A € C, Re(\) > 0, so dass Rang (A — A, B) < n. Dann
gibt es ein p # 0, so dass pT()\I — A, B) =0, also ist p Linkseigenvektor von A und p'B =0.
iii) = i) Rang (A] — A, B) = n VYA mit Re(\) > 0. Dann gibt es eine Matrix F' € R™", so
dass alle Eigenwerte von A — BF negativen Realteil haben. Wire das nicht so, so wiirde es

ein A mit Re()\) > 0 geben und p # 0, so dass p’ (A— BG) =0 VG € R™", das widerspricht
iii). Also stabilisiert u(t) = Fz(t) das System. 0

1.3.2 Stabilisierbarkeit bei diskreten Systemen

Definition 1.31 Fin lineares System der Form (1.5) heifit d-stabilisierbar, wenn es zu jedem
xq eine Folge {uy} gibt, so dass die Lisung von (1.5) mit dieser Eingangsfolge die Bedingung
klim xr = 0 erfillt.

— 0

Wir erhalten wieder ein notwendiges Kriterium fiir d-Stabilisierbarkeit.

Satz 1.32 Wenn das System (1.5) d-stabilisierbar ist, so gilt: Ist {z;} eine Losung der ad-
gungierten Gleichung (1.47) die fiir k — oo beschrdinkt ist, so kann nicht gelten zlsz =0 fir
alle k > 0.

Beweis: Ubungsaufgabe. O

Allgemein ist auch hier eine hinreichende Bedingung fiir dieses Problem nicht bekannt.

Im zeitinvarianten Fall erhalten wir analog:
Satz 1.33 Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

i) Das System x11 = Axy + Buy, mit A, B konstant, ist d-stabilisierbar;
i) Ist X mit |\| > 1 Eigenwert von A mit Linkseigenvektor p, so gilt p* B # 0;
iii) Rang (A — A,B) =n VYA mit |\ > 1.

Beweis: Ubungsaufgabe. O

Hier stellen sich gleich einige wichtige Fragen. Wie iiberpriife ich die Steuerbarkeits- und Sta-
bilisierbarkeitsbedingungen praktisch, z.B. mit einem numerischen Verfahren. Wie berechne
ich entsprechende Steuerungen, die das System in einen gewiinschten Zustand bringen oder
das System stabilisieren. Und da wir ja davon ausgehen miissen, dass unsere Modelle mit
Fehlern behaftet sind, wie sichere ich, dass meine berechnete Steuerung robust gegeniiber
kleinen Storungen ist. Diese Fragen werden wir spéter im Detail behandeln.
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1.4 Rekonstruierbarkeit und Entdeckbarkeit

Wie wir schon bemerkt haben, kénnen wir im allgemeinen nicht den ganzen Zustand eines
System zur Steuerung verwenden, sondern haben nur Ausgangsgrofien. Kénnen wir das Sy-
stem nun auf der Basis dieser partiellen Information immer noch in einen beliebigen Zustand
oder in ein Gleichgewicht steuern?

1.4.1 Rekonstruierbarkeit und Entdeckbarkeit fiir kontinuierliche Systeme

Wir betrachten zeit-kontinuierliche Systeme mit Ausgang.

i(t) = A@t)x(t) + B(t)u(t), y(t) = C(t)z(t), x(to) = 2°. (1.49)

Definition 1.50 Das System (1.49) heifst rekonstruierbar, falls folgende Aussage fiir alle tg
gilt. Sind x,& Lésungen von (1.49) mit der gleichen Steuerfunktion u(t) und gilt

Ct)z(t) = C()E() Vit < to, (1.50)
so gilt
x(t) =z(t) vVt <tp. (1.51)

Man kann dies auch folgendermaflen ausdriicken: Falls zwei Systeme die gleichen Eingéinge
und Ausginge haben fiir t < tg, so sind auch die Zustidnde gleich fiir ¢t < tg. Es ist klar, dafl
Rekonstruierbarkeit unabhéingig vom Eingang u(t) ist, dazu bilde x — Z.

Man spricht in vielen Lehrbiichern von Beobachtbarkeit (Observability) anstatt Rekonstruier-
barkeit. Es gibt jedoch fiir zeitvariable Syteme eine Untersschied.

Definition 1.51 Das System (1.49) heif$t beobachtbar, falls folgende Aussage fiir alle ty gilt.
Sind x,& Losungen von (1.49) mit der gleichen Steuerfunktion u(t) und gilt

Ct)z(t) = C(t)T(t) Yt >t (1.52)

so gilt
x(t) = () V>t (1.53)

Rekonstruierbarkeit beschrinkt sich daher auf die Vergangenheit, Beobachtbarkeit auf die
Zukunft von ty aus gesehen.

Die Konzepte der Rekonstruierbarkeit und Steuerbarkeit sind in gewissem Sinne dual, denn
haben wir den folgenden Satz.

Satz 1.52 Das System (1.49) ist rekonstruierbar genau dann, wenn das duale System
i=A(-t)Tz+C(-t)Tu (1.54)

vollstindig steuerbar ist.
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Beweis: Bilde z = & — x. Es ist klar, dass (1.49) rekonstruierbar ist, genau dann wenn
C(t)z(t) = 0 fiir alle t < to impliziert, dass z(t) = 0 fiir alle ¢ < ¢y, oder dquivalent: Falls
z(t) # 0 Losung von 2 = A(t)z ist, so verschwindet C(t)z(t) auf keinem Intervall [—oo, o]
identisch. Dies ist aber nach Satz 1.17 dquivalent damit, dass (1.54) vollstédndig steuerbar ist.

d

Wir erhalten daher auch sofort Kriterien mit Hilfe der Ubergangsmatrix:

Korollar 1.53 System (1.49) ist rekonstruierbar genau dann, wenn es zu jedem t1 ein ty < t1

gibt, so dass
t1

W(to, t1) := / (L, t)TCt)TCt)D(t,t1)dt (1.55)
to

positiv definit ist. Dabei ist ®(t,7) die Ubergangsmatriz von & = A(t)x. Es besteht die folgende

Beziehung zwischen u,y fiir to <t < t; und z(t;) = z':

/@(t,tl)TC(t)Ty(t)dt: W (to, t1)xt +/ @(t,tl)TC(t)TC(t)/cb(t, s)B(s)u(s)ds | dt.

(1.56)

x' aus (1.56) ist fiir rekonstruierbare Systeme eindeutig bestimmd.

Beweis: Die erste Aussage ist klar nach Korollar 1.39 angewandt auf (1.54). (1.56) folgt aus
der Formel fiir die Losung von (1.49), mit ,, Anfangszustand® z(t1) = 2! bei t;.

x(t) = ®(t,t1)x(t) —l—/CI)(t, s)B(s)u(s)ds

t1

durch Multiplikation mit ®(¢,¢;)7C(t)TC(t) und anschlieBender Integration von to nach ti.
Die eindeutige Losbarkeit folgt aus der Definitheit von W (tg,t1). 0

Fiir zeitinvariante Systeme haben wir sofort das folgende Korollar.
Korollar 1.54 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

i) Das zeitinvariante System
& = Ax + Bu, y=Cx (1.57)

ist rekonstruierbar.
ii) Das zeitinvariante System (1.57) ist beobachtbar.
ii) Rang (K) =n, wobei K = [CT,ATCT, .. (AT)»—1CT].
i) Ist p# 0 ein Eigenvektor von A, so gilt CTp # 0.

M_A]:n v\ e C.

v) Rang [ o
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Beweis: Klar mit Dualitat. O
Gibt es auch einen dualen Begriff zur Stabilisierbarkeit?
Wir beschrinken uns dazu auf den zeitinvarianten Fall.
Definition 1.55 Das zeitinvariante System
i=Ar+ Bu, y=Cxz
heif$t c-entdeckbar, wenn die folgende Aussage gilt: Ist fiir to < 0, z € KernW(tO, 0) so folgt
lim ®(t,0)z = lim e4z = 0.
t—o0 t—o0
Es gilt sofort der folgende Satz:

Satz 1.56 Betrachte das zeitinvariante System (1.57). Die folgenden Aussagen sind dquiva-
lent.

i) Ist x(t) Losung von & = Az und gilt Cx(t) =0 so folgt tlggo z(t) = 0.

i) (1.57) ist c-entdeckbar.

iii) Das duale System
i=ATz +CTu (1.58)

1st c-stabilisierbar.

iv) Ist A mit Re(\) > 0 FEigenwert von A mit Figenvektor p # 0, so gilt Cp # 0.
v) Rang[MCTA] =n fiir alle X mit Re(\) > 0.

Beweis: Klar mit Dualitat. a

1.4.2 Rekonstruierbarkeit und Entdeckbarkeit fiir diskrete Systeme

Wir erhalten auch wieder analoge Ergebnisse fiir diskrete Systeme mit Ausgang.

Tp1 = Agxr + Brug, yr = Crap, o = 2°. (1.59)

Definition 1.57 Das System (1.59) heifit rekonstruierbar, falls folgende Aussage gilt:
Sind {x;},{Z;} Losungsfolgen von (1.59) mit der gleichen Steuerfolge {u;} und gilt
Crxp =Crzr, Yk <0 (1.60)
so gilt
T = i‘k Vk > 0. (1.61)

Es ist wieder klar, dal Rekonstruierbarkeit unabhéngig von der Eingangsfolge {uy} ist.
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Definition 1.58 Das System (1.59) heifit beobachtbar, falls folgende Aussage gilt:
Sind {x;},{Z;} Losungsfolgen von (1.59) mit der gleichen Steuerfolge {u;} und gilt

Crrp, =Crar, V>0 (1.62)
so gilt
T =T Vk>0. (1.63)

Es gilt die analoge Dualitdt und im zeitinvarianten Fall erhalten wir:

Korollar 1.59 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

i) Das zeitinvariante System
Try1 = Az + Bug, y=Cuzxy (1.64)
ist rekonstruierbar.
it) Das zeitinvariante System (1.64) ist beobachtbar.
ii) Rang (K) =n, wobei K = [CT,ATCT, .. (AT)»1CT].
iv) Ist p # 0 ein Figenvektor von A, so gilt Cp # 0.

)\I—A]

v) Rang [ c =n VixeC.

Beweis: Ubungsaufgabe. O
Auch der Begriff der Entdeckbarkeit folgt analog.

Satz 1.60 Betrachte das zeitinvariante System (1.64). Die folgenden Aussagen sind dquiva-
lent.

i) Ist {xx} Losungsfolge von xp11 = Axy und gilt Cxy, = 0 fiir alle k, so folgt klir& x = 0.

it) (1.64) ist d-entdeckbar.

iii) Das duale System
Tht1 = ATxk + CTuk (1.65)

ist d-stabilisierbar.

iv) Ist X mit |\| > 1 Eigenwert von A mit Eigenvektor p # 0, so gilt CTp # 0.

v) Rang[AIEA] =n fiir alle X mit || > 1.

Beweis: Ubungsaufgabe O

Es ergeben sich wieder analoge Fragestellungen wie z.B. die (robuste) Stabilisierung durch
Ausgangsriickfithrung oder die numerische Entscheidung ob ein System rekonstruierbar oder
beobachtbar ist.
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Kapitel 2

Algebraische und geometrische
Theorie

In diesem Abschnitt betrachten wir zeitinvariante lineare Systeme

t=Ax+ Bu, y=Cx (2.1)

Tht1 = Az + Bug, yr = Cxy. (2.2)

Um solche Systeme zu analysieren, und deren Systemeigenschaften zu bestimmen, wie Steuer-
barkeit, Rekonstruierbarkeit, Beobachtbarkeit, Stabilisierbarkeit und Entdeckbarkeit schauen
wir uns an, welche linearen Transformationen wir mit dem System durchfithren kénnen.

Diese Transformationen sind die folgenden:

— Px, PeR™ nichtsingulérer Basiswechsel
— Qu, Q€ R™™ nichtsingulidrer Basiswechsel
— Ry, ReRPP nichtsingulérer Basiswechsel

— —Fx+4+v, FeR™ lineares Zustandsfeedback

g 2w g =B

— —Gy+v, GeR™P  lineares Ausgangsfeedback

Fiir diskrete Systeme sind die Transformationen analog.

Dies sind nicht alle linearen Transformationen die moéglich sind. Man kann z.B. auch

u— —Fi+wv, F &R"™" lineares Ableitungsfeedback (2.3)

oder
u— —Gy+v, GeR"™P lineares Ableitungsausgangsfeedback (2.4)

machen aber wir werden sehen, dass diese beiden Transformationen die Systemeigenschaften
zerstoren und damit mit Vorsicht zu genielen sind.

Dieses sind alles lineare Transformationen, die auf der Blockmatrix

ple ] &
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n m
operieren und zwar durch
Pt 0 A B P o] [A B (2.6)
0 R! c 0 -F Q| | C o '
fiir unsere Aquivalenztransformationen bzw.
Pl 0 A B P 0] [A B @7
0 R'||C 0o||-GC Q] "|C o] '

Diese Transformationen erhalten die Systemeigenschaften, es gilt der folgende Satz:

Satz 2.8 Fulls das System (2.1)

steuerbar
reko.nist?“uzerbar ist, so sind auch
stabilisierbar
entdeckbar
die Systeme . . .
r=Ax+ Bu, y=C% (2.9)
und .
& =Ax+ Bu, y=Czt (2.10)
mit A, B, C' wie in (2.6) und A, B, C wie in (2.7)
steuerbar
rekonstruterbar
stabilisierbar
entdeckbar

Beweis: Wir zeigen dies fiir die Steuerbarkeit und (2.9), alle anderen Fille gehen analog.
Verwende Satz 1.20, iv).

Rang[\] — A, B] = RangP '[\] — A, B] [ _P P g ]

= Rang[\ — A, B], da P,Q nichtsingulr.
a

Wir kénnen also unser System durch diese Transformationen in einfachere Formen transfor-
mieren, ohne die Eigenschaften zu dndern. (Beachte: die Variablen miissen natiirlich auch
transformiert werden.)

Bemerkung 2.11 Fiir Ableitungsfeedback wie in (2.3), gelten diese Aussagen nicht, denn
erstens ist das Ergebnis kein Standardsystem mehr sondern ein Deskriptorsystem der Form

Ei = Ax + B, (2.11)
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mit £ = I + BF und es kann dabei sein, dass E singulér ist.

Als Beispiel betrachten wir das System & = u und das Ableitungsfeedback v = & + v und
erhalten das riickgekoppelte System 0 = v, welches offensichtlich eine vollkommen andere
Struktur hat und fiir das die Sétze iiber die Systemeigenschaften so nicht gelten. O

Fiir die theoretische Analyse kann man Normalformen unter diesen Aquivalenztransformatio-
nen betrachten und damit die genauen Systemeigenschaften charakterisieren. Dies sind z.B.
die Brunovsky Form in der A auf Jordanform und B auf reduzierte Form gebracht wird,
siehe z.B. das Buch von Knobloch/Kwakernaak. Diese Transformationen wie auch noch ei-
nige andere System-Normalformen sind fiir die praktische Verwendung ungeeignet, da sie im
allgemeinen nicht numerisch ausgerechnet werden kénnen und auch nicht robust unter klei-
nen Storungen sind. Schon die Transformation auf Jordanform ist numerisch nicht sinnvoll
durchfiihrbar. Kleine Stérungen kénnen fundamentale Anderungen der Jordanblscke bewir-
ken.

Daher verwendet man in der Praxis heute Transformationen die numerisch riickwérts stabil
umsetzbar sind. Dazu brauchen wir orthogonale (bzw. im komplexen unitéire) Transformatio-
nen und wir versuchen auch normbeschrinkte Feedbacks zu verwenden.

Um dies zu tun, verwenden wir die folgenden bekannten Zerlegungen. Wir betrachten hier

nur die reelen Versionen, es gibt jeweils analoge komplexe Versionen.

Satz 2.12 (Singuldrwertzerlegung, SVD) Gegeben A € R™™. Dann gibt es orthogonale Ma-
trizen U,V mit U € R™™ V € R™™ 50 dafs U = [uy, -, up],V = [v1, -+, Um], A = USVT
und % € R™™ _diagonal® ist, d.h.

o1

Y= firn>m, bzw. ¥ = 0
Om
On

0

falls m > n. Die o; sind geordnet als 01 > o9 > -+- > 05 >0, s =min(m,n).

Beweis: Seien € R™,y € R", so daB ||z]l2 = |ly|l]2 = 1 und Az = o1y, wobei o1 = [|A|2 =
sup ||Az||2. Da dieses Supremum angenommen wird, so existiert x. Ergénze x,y zu Ortho-

[[z]l2=1

normalbasen von R" bzw. R™.

V= ['Ia ‘/1] € Rm7ma U= [y7 Ul] e R™".

Es folgt, daf

Da || A [ Z}l } 2 > (03 +wTw)?, so folgt

1A3 > of +w'w
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Aber da o7 = ||A||3 = ||A|)3, so folgt w = 0. Per Induktion kénnen wir nun A; behandeln. 0O

Die o; heiflen Singulérwerte, v; heiflen rechte Singuléarvektoren und u; heiflen linke Singulérvek-
toren.

Korollar 2.13 Sei A =UXVT die SVD von A und gelte
01209220, >0p41 =+ =05=0. Dann gilt

i) Rang (A) =,
i1) Kern (A) = span {vy41, *,Um}
iii) Bild (A) = span {uy,---,u,}

T
w) A=Y ouv!
i=1

n m
’U) ||A||%‘:z:12:l|azj|2:o'2_|_+o-g
j=1 i=

’Ui) ||A||2 =01.
k
vii) Sei A, =Y ol fiir k <r = Rang (A), so gilt
i=1
Juin (|4 = Bllz = [|A = Agll2 = op41-
Rang (B)=k
Beweis: Siche Vorlesung PMII oder Buch von Golub/Van Loan. a

Die SVD ist die beste numerische Methode zur Bestimmung von Réngen.

Warum nimmt man nicht die QR—Zerlegung?

Beispiel 2.14 Sei

A+si=1 c,s>0

fiir Tioo(.2) ist s = 0.13, d.h. alle Diagonalelemente sind weit weg von 0, jedoch ist,
on(T100(.2)) = 1078, d.h. 2. B. in ,single precision® ist diese Matriz singuldr.

Etwas besser als die QR Zerlegung, insbesondere in der Praxis, sind sogenannte QRP Zerle-
gungen der Form
[ Ri1 Ry } r
A=QRP = 0 0 n—r (2.15)

r m-—r
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wobei r = Rang (A), @ orthogonal, Ry obere Dreiecksmatrix und P Permutationsmatrix.
Dabei wird P so gewéhlt, dass immer die Spalte mit der grofiten Norm zuerst eliminiert wird.
Es folgt dann, dass die Diagonalelemente von Rj; in fallender Folge geordnet sind. Beachte
jedoch, dass Beispiel 2.14 auch die QRP Zerlegung betriigt.

Eine weitere wichtige Zerlegung ist die (reelle) Schur-Form.

Satz 2.16 (Reelle Version) Sei A € R™™ so gibt es eine orthogonale Matriz Q, so dass

Ry -+ Ry
QTAQ =R = U (2.17)
Ry,

quasi obere Dreiecksmatrix ist. Die Diagonalblocke R;; sind 1 X 1 oder 2 x 2, mit reellen oder
komplezen Eigenwerten und kénnen in jeder beliebigen Reihenfolge auftreten.

Beweis: Sei Ry reeller Eigenwert von A mit Eigenvektor z,||z||2 = 1. Sei @ = [z, Q4] ortho-

gonale Basis des R", so gilt
QrAQ - [ ln
N 0 | A

Fiir ein Paar von Eigenwerten a &+ ib, b # 0 gibt es eine reelle 2 x 2 Matrix Rq; und reelle
Orthonormalbasis des Eigenraums zu den beiden Eigenwerten, so daf§ A[z1, zo| = [z1, z2] R11.
Sei dann @ = [z1,x2, Q1] orthogonale Basis des R", so gilt ebenfalls

Fao- Bl

Der Beweis folgt dann per Induktion. O

Wir brauchen noch eine weitere Zerlegung, die gleichzeitig 2 Matrizen zerlegt, dies ist die
sogenannte verallgemeinerte Singuldrwertzerlegung.

Satz 2.18 Verallgemeinerte Singulirwertzerleqgung (GSVD). Seien B € R™™ C € RP" so
ezistieren orthogonale Matrizen P € RPP, Q) € R™™ und eine nichtsinguldre Matriz S € R™",
so dafs

| X O 1 _| 2¢ O
SBQ—[O 0}, PCS —[0 0:|a

mit X g, Yo nichtsinguldr diagonal.

Beweis: Ubungsaufgabe. O

Da S nicht orthogonal ist, so ist im allgemeinen die Berechnung der GSVD nicht nume-
risch stabil. Man kann da jedoch durch einige technische Tricks trotzdem einen brauchbaren
Algorithmus erzeugen, siche LAPACK, SLICOT.

Wir wollen nun diese Zerlegungen verwenden, um zu entscheiden, ob ein zeitinvariantes System
steuerbar, rekonstruierbar, stabilisierbar oder entdeckbar ist. Dazu brauchen wir das folgende
Lemma bzw. den Algorithmus, der den Beweis gibt.
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Lemma 2.19 Gegeben Matrizen A € R™™, B € R™™  so existieren orthogonale Matrizen
P,Q mit PeR™", Qe R™™ so dass

A - A1 Ais ny By 0] n
Ay . E : "2 0 0 n.z
pPAPT = : : -, PBQ=
Asfl,sf2 Asfl,sfl Asfl,s Ms—1
L 0 0 0 Ass s L 0 0 ] ns
ny Ns—2 Ns—1 Ur ny m-—mn
(2.20)

wobeiny >mng > - >ng_1 >ng > 0,ns1 >0,

Ai,i—lz[zi,i—l 0 ]nl z':l,---,s—l
ng Ni—1—"n;

Yii—1 quadratisch, nicht singuldir, ¥s_1 s—o diagonal
B quadratisch nicht singuldr.

Beweis: Wir geben einen konstruktiven Beweis durch den folgenden Algorithmus:
Algorithmus 2.21 ,Staircase“ Algorithmus

Input: A € R™™ B ¢ R™™,
Output: PAPT  PBQ in der Form (2.20), P, Q orthogonal.
Schritt 0: Fiihre eine SVD von B durch.

S 0
B:UB[ oB O]VBT

mit X g n1 X n1 und invertierbar. Setze P := Ug, Q := Vg, sowie

All A12

A:=ULAUp = [ Ay s

],B::U,%BVB:PB 0}

0 O

mit Ayq der Grole ny X ny.

Schritt 1: Fiithre ein SVD von Ag; durch:

Ao = Uy [ 2021 8 } V2T1, mit Yoy no X Mo nichtsinguldr und diagonal.

Setze .

_ | Va O —

Pg.—{ 0 Ung]’P'_PQP

sowie

A A A By 0

A= PQAP2T = A21 A22 A23 5 B = P2B = 0 0 s
0 Aszy Ass 0 0
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wobei Ag; = [Y91 0] mit ¥y nichtsingulir, diagonal von der Grofe ng x ng und By := Vi ¥ p
nichtsingular.

Schritt 2:

i=3

DO WHILE (ni_l >0 OR Ai,i—l 7& O).
Fiithre SVD von A; ;1 durch:

Yiic1 O .
Aiic1=Uii [ 16 ! 0 } Vi) mit
Yii—1 ni X n; nichtsingulér und diagonal.
Setze ) )
I,
P = I, , , P:= PP,
Vi
L Uiic1 |
sowie ~ _
Aqy Atin
Ay Tt Az it
A:= PAP! = :
A1 A
0 Ait1i Aipria |

wobei Ai,i—l = [Ei,i—l O].

1:=1+1
END
s:=1

Es ist klar, dass dieser Algorithmus entweder mit n; = 0 oder A4; ;_; = 0 abbricht, denn solange
eine der beiden Bedingungen nicht gilt, kann man den néchsten Schritt ausfiithren. Anderer-
seits wird in jedem Schritt der Restblock mindestens um 1 kleiner, solange RangA; ;1 > 1
ist, so dass der Algorithmus nach maximal n — 1 Schritten abbricht. O

Bemerkung 2.22 Algorithmus (2.21) in etwas verédnderter Form geht auf Van Dooren zuriick
und heifit Staircase oder Treppen—Algorithmus. Es gibt viele Varianten dieses Algorithmus,
z. B. mit QRP-Zerlegungen oder anderen Ordnungen. Er I8t sich numerisch stabil im-
plementieren, kann jedoch im schlimmsten Fall O(n*) flops brauchen. Kritischer Punkt ist
natiirlich in jedem Schritt die Rangentscheidung in A;;_1, bzw. B. Die Form (2.20) ist sehr
eng verwandt mit der Kronecker Normalform fiir das Biischel A[I 0] — [A B] und liefert die
Information iiber die Gréflen der entsprechenden Blocke in der Normalform.

Als direkte Konsequenz aus Lemma 2.19 erhalten die folgenden (numerisch stabil nachpriifba-
ren) Kriterien fiir Steuerbarkeit, Rekonstruierbarkeit, Stabilisierbarkeit und Entdeckbarkeit.

Satz 2.23 Gegeben sei ein lineares zeitinvariantes System der Form (2.1) oder (2.2).
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i) Das System (2.1) oder (2.2) ist (vollstindig) steuerbar genau dann, wenn in der Trep-
penform von (A, B) gilt, dass ns = 0.

ii) Das System (2.1) oder (2.2) ist rekonstruierbar genau dann, wenn in der Treppenform
von (AT,CT) gilt, dass ns = 0.

i11) Das System (2.1) oder (2.2) ist stabilisierbar genau dann, wenn in der Treppenform von
(A, B) alle Eigenwerte von Ags negativen Realteil haben.

iv) Das System (2.1) oder (2.2) ist entdeckbar genau dann, wenn in der Treppenform von
(AT, CT) alle Figenwerte von Ay, negativen Realteil haben.

Beweis:

i) Wir kénnen 0.B.d.A. wegen Satz 2.8 und Lemma 2.19 annehmen, dass (A4, B) in Trep-
penform vorliegt. Betrachte die Matrix

[ B1 0| M —A  —Ap —Ais
0 0 —A21 A — A22 _A23 :
B, A\[—-A] = . )
[ ) ] c. . _As—Z,s
_Asfl,372 A — Asfl,sfl _Asfl,s
] 0 A — Ay, |
Da alle Matrizen By, Agq,- -, As—1,s—2 vollen Rang haben, so gilt
rang [\l — A,B] = n fiir alle A € C genau dann wenn
rang [\ — Ags] = ng fiir alle A € C genau dann wenn
ng = 0.
ii) Mit Dualitdt und i).
iii) Rang [A\] — A,B] =n VA€ C, Re(\) > 0 genau dann, wenn
Rang [\ — Ag] =n YA€ C,Re(N\) >0
genau dann, wenn alle Eigenwerte von A, negativen Realteil haben.
iv) mit Dualitét und iii).
a

Bemerkung 2.24 In vielen Lehrbiichern wird eine Aufspaltung des Raumes in steuerbare
und nicht steuerbare Unterrdume gemacht. Diese Aufspaltung erhdlt man natirlich sofort aus
der Treppenform, siehe z.B. Knobloch/Kwakernaak.

Die Treppenform von (A, B) bzw. (AT, CT) ist noch nicht ganz befriedigend, weil man nicht
gleichzeitig Steuerbarkeit und Stabilisierbarkeit ablesen kann.

ny
n2

Mg
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Man sollte hier noch kurz den Spezialfall erwidhnen, dal m = 1 oder p = 1 ist. In diesem
Fall erhalten wir sofort aus Lemma 2.19, dal n; = no = -+ = ng_1 = 1 und damit ist die
Staircaseform einfach die sogenannte System Hessenberg—Form.

ail e a1n—1 a1
) ) by
any . . 0
PAPT = . . . PB=| . (2.25)
Gp—1n—2 An—1n—1 GQan—1n 0
i 0 Gpn—1 an,n

(Dabei ist noch Ag, auf Hessenbergform gebracht worden.) Wir erhalten als Korollar aus Satz

2.23, dafl das System steuerbar ist genau dann, wenn die Hessenbergmatrix unreduziert ist
(@ii—1 #0 V;=2,...,n) und by # 0.
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Kapitel 3

Polvorgabe

Eine der beliebtesten Techniken zur Verdnderung von Systemeigenschaften ist die Polvorgabe,
d.h. die Verinderung der Eigenwerte der Systemmatrix A bzw. der Pole der Transferfunktion
C(sI — A)~'B + D durch Riickkopplung.

Wir betrachten zuerst die folgende Fragestellung. Seien Matrizen A € R™" und B € R™™
gegeben. Fiir eine vorgegebene Menge komplexer Zahlen

P=1{\,....,\n} CC, (3.1)

wobei wir annehmen, dass die Menge abgeschlossen unter komplexer Konjugation ist, bestim-
me eine Matrix F' € R™", so dass das Spektrum von A(A — BF') gleich P ist.

Damit kann man natiirlich das Verhalten des Systems beliebig beeinflussen und auch z.B. das
System asymptotisch stabil machen.

Wir wollen untersuchen, unter welchen Bedingungen dies moglich ist und wie die Losung
dieser Aufgabe aussieht.

Satz 3.2 Seien Matrizen A € R™™ und B € R™™ gegeben. Es gibt fiir jede Menge P wie in
(3.1) eine Matriz F' € R™", so dass das Spektrum von \(A — BF) gleich P ist, genau dann
wenn das zugehdrige lineare System (kontinuierlich oder diskret) vollstindig steuerbar ist.

Beweis: Zeige zuerst, dass die vollstandige Steuerbarkeit notwendig fiir die beliebige Polvorga-
be ist. Angenommen, dass System ist nicht steuerbar aber jede Polmenge P kann zugewiesen
werden. Dann gibt es A € C und p # 0, so dass p’ B = 0 und pT(S\I —A) = 0. Sei nun P, so
dass \ € P, so ergibt sich sofort ein Widerspruch, denn pT(S\I — A+ BF)=0.

Die Umkehrung beweisen wir im folgenden konstruktiv durch Angabe der Riickkopplungsma-
trix. O

Dazu betrachten wir zuerst die Staircase form (2.20) und reduzieren diese noch weiter.

Lemma 3.3 Seien A € R™", B € R™™, (A, B) steuerbar und Rang(B) = m. Dann g¢ibt es
nicht-singuldre Matrizen S € R™™I" € R™™, so dass

A = S7lAS

41
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d1 n9 dg ns .. ds—l Ng ds
ni [Aix O A 0 o A 0 Avs i
no 0 In, Ao 0 ... Ay 0 A
_ ns 0 Ing e A3,S,1 0 A37s
Ns—1 Asfl,sfl 0 Aeifl,s
N i 0 I,, Ass |
B = S7'BT = [ 181 ] (3.2)

wobei fir die Indizes n; und d; gilt, dass

di:=n;—mnij1, i=1,...,8s—1, ds :=ng, (3.4)

Beweis: Ubung. O
Setze noch

mi=di+...+di=m—-n;,i=1,....,s—1, 7ws=m. (3.5)

Damit fithren wir noch Krylov-Matrizen der Form

~ N

K, :=[B,AB,... , A*'B|, K}, .= [B,AB, ..., A* !B, (3.6)

und auch noch Block-Matrizen

[ X1 ... X
Xp = DU e RFm Tk, (3.7)
L Xk‘,k i
[ X1 Xip ]
X, = DU .= Diag(T,...,T)X}; € RF™™, (3.8)
i Xk
Ry = [A11,A19,...,A1y], Rp:=TRyeR™™ (3.9)
ein, wobei
)
R mic1 | 0
Xii = di |Ig|,i=1,... .k
ni+1 | 0
d;
X =" e k-1 =itk
’ niv1 | —Ait1j
Xij = TXij,i=1,....k j=1i,....k

Mit den Abkiirzungen X := X, R := R,, K := K, konnen wie dann den Nullraum von [A, B]
charakterisieren.



Lemma 3.7 Seien Xy, Xk, Ri, R, Ki und K, wie in (3.6)-(3.9). Dann gilt

AKy Xy = BRy,, AKX, = BRy,, k=1,...,s

N

und die Spalten von

spannen den Kern von [A, B] auf.
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(3.8)

Beweis: Der Beweis ergibt sich sofort aus den Formeln AKX, = S(AKka) und BRy =

S(BRy,) sowie der speziellen Struktur der Blscke in Kj, denn fiir 1 <[ < s gilt

d1 ce dl,Q dl,1 ny
ny [ * e * Al,l—l 0 i
My | % x A 0
AR = 0 ... 0 0 L, |
ng1 |0 ... 0 0 0
Mg 0 ... 0 0 0

durch Ausmultiplikation beider Seiten der Gleichung in (3.8). Beachte, dass die vollstindige
Steuerbarkeit und die Staircase-Form implizieren, dass der volle Kern fiir k£ = s erreicht wird,

da dann die Dimension des Raumes der durch Spalten von
KX
-R
aufgespannt wird, m = n; ist, welches die Dimension des Kerns von [A, B] ist.

Wir brauchen noch weitere Notation. Sei
J . J o
Gi,j ZAI ZBXl,J, ei,j = ZAI_ZBXLJ', 1= 1,...,8, ] :i,...,s,
=i =1

und sei
Wi = [Ql,la ZS] ecnm, 1= 1,...,8,
W = [Wl,W LW et
Y, = [Xlla--- ] eC™i 1=1,...,s,
Y = [V1,Y,,..., Y] eC™".

Definiere weiterhin

(3.10)

(3.11)

(3.11)
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und )
0
Zor O
N = 0 Z39
0

Dann gilt das folgende Lemma.

Lemma 3.12 Die Matrizen W, Wy aus (3.11) haben die folgenden FEigenschaften.

i)

Wi=KX, W=KX, X=[XNX,.. . N1X].

i)

iii) W ist nicht-singuldr.

Beweis:

KAPITEL 3. POLVORGABE

=
I

0 Is,s—l 0 ]

W = AWN + BY.

i) folgt direkt aus der Definition von Wj und W.

ii) Aus der Frm von W und N folgt, dass

AWN =

iii) Wir haben

AW, Wa, ... ,\WN

A0, Wa;...;0,Ws_1;0]

[0, AGs, ..., Ay ;...;0, AO, ;0]

[0,012,...,014;...50,05_1 ;0]
—B[0,X12,...,X1...;0,Xs-15;0]

W — BY.

- S[él,ly 591 ER) ;ésfl,sflyésfl,syés,s]
Iy, * *
= S I, P
*
I,

(3.13)

(3.14)

~

fiir eine passende Permutationsmatrix P. Dies folgt direkt aus der Definition von ©;; in

(3.10). Also ist W nicht-singulér.

O



45

Bemerkung 3.15 Fallsm = 1soist X = [a1,...,a,_1,1]7, R = —ag. Wenn K = [B,..., A" ' B]
nicht-singulér ist so folgt aus AKX = BR, dass ag,...,a,_1 die Koeffizienten des charakte-
ristischen Polynomials von A, d.h.,

n—1
EN) = A"+ apAt = det(A, — A)
k=0

sind. Mit adj(Al,, — A) := 317 ApAF, folgt Wi = AgB and W = [AB, ... A, 1 B].

Nun kénnen wir den Nullraum von [A — AI, B] bestimmen fiir beliebiges .

Satz 3.16 Sei E)j, := (I — AN)1 [ IS’“ ] Dann spannen die Spalten von
Uxk ] [ WEk ]
’ = ’ , k=1,2,...,s, 3.17
[ Vi —(Rr =AY Ey\ ) (3.17)

die Unterrdume Ny j, der Dimension m, von Kern[A — X, B] auf. Insbesondere erhalten wir
fir k = s den gesamten Kern Ny, aufgespannt von den Spalten von

{ —U‘g } - [ —(RW—/%}SEM) ] : (3.18)

Dieser Raum hat Dimension s = m und es gilt (A — NI )Uy = BV,

Beweis: Aus (3.14) folgt
(A= X)W = AW — AW = AW — MAWN — ABY = AW(I — AN) — ABY.
Da I — AN nicht-singulér ist, erhalten wir
(A= X)W(I —=AN)™' = AW — ABY (I — AN)™!

und nach Multiplikation mit [ ng ] von rechts erhalten wir

I,

(A= A)WEy;, = AW [ :

} — ABYE)y .
I,
0
Behauptung. Die Dimension von N} ; erhalten wir aus

Mit Lemma 3.7 und (3.13) haben wir das AW [ } = BRj, und damit folgt die erste
RangUA,k = RangWE)Mk = RangE)\7k = k.
|

Mittels der expliziten Darstellungen fiir den Kern von [A — AI, B] erhalten wir nun explizite
Losungsformeln fiir die Matrix F', welche das Polvorgabeproblem 16st. Setze

Z/{)\,k = BﬂdU)\’k, V)\,k = BﬂdV)\,k, k= 1, ceey S, (319)
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wobei Uy i, Vi, wie in (3.17) definiert sind. Setze speziell Uy = BildUy (U = Uy ), V» =
BildVy, (Vi = Vis).

Sei (A, g) ein Eigenpaar von A — BF', d.h.,
(A—BF)g = \Ag oder (A—\l)g=BFg=: Bz.

Mittels der Darstellung des Kerns von [A — AI, B] in (3.18) gibt es einen Vektor ¢ € C™,
so dass g = Uy¢, z = Vy¢. Und damit ist Uy der Raum der méglichen Eigenvektoren von
A — BF zum Eigenwert \.

Betrachte zuerst einen einzelnen Jordanblock J, = AI + N,,, wobei

01 0 ... 0]
0
Np:: ._. ..‘ 0
0 1
0

- - p;p

Lemma 3.20 Angenommen A — BE hat einen Jordanblock der Grdfie p x p zum Eigenwert
A und eine Hauptvektorkette gi,...,gp, d.h.,

(A=BF)[g1,---. 9] = l915- -, 9p]Jp- (3.21)
Seien G, = [g1,...,9p] und Z, =: FG)p =: [z1,...,%p), dann ezistieren Matrizen ®, =

[#1,...,0pl€ C™P und I')y € C™P, so dass
G, =WT,, Z,=R®,—YT,J, (3.22)

wobei fir
o,
TP,
r,= P (3.23)
T 1P 57!

gilt, dass Rangl'y, = p. (Die Matrizen Z; 1 sind dabei wie in (3.11).)
Beweis: Addition von —AW N auf beiden Seiten von (3.14) ergibt

W(I —AN)=(A—-X)WN + BY.
Damit folgt

W =(A-X)WN( - AN)"'4+BY(I - AN)"". (3.24)
Sei £ = Igl } dann zeigen wir per Induktion, dass es Vektoren ¢; € C™ gibt, so dass fiir
gk, 2k gilt, dass

k . .
ge = WY NYI=AN) 7B, (3.25)
j=1
k . .
% = Wk —Y Y NI2(I - AN)7E¢p1_y, (3.26)

=2
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firk=1,2,...,p.

Fiir £k =1 folgt aus (3.21), dass g; ein Eigenvektor von A — BF ist. Also gibt es ¢; € C™, so
dass
g1 =WEy\sp1 =W(I —AN) 1 E¢1, 21 = Vies. (3.25)

Angenommen, dass (3.25) und (3.26) fiir £ gelten, dann zeigen wir, dass dies auch fir k + 1
gilt. Aus (3.21) folgt, dass (A — A )gx+1 = Bzky1 + gx und mit (3.25), (3.24), dass

K
g = (A=ADW Y N/(I—AN)"UtVEg.,,
j=1

k
+ BY Y NI —-AN) UtDEg ;.
j=1

Dann existiert ¢z 1 € C™, (beachte, dass N* = 0 fiir k > s,) so dass

k
g1 = W{I = AN)'E¢p1+ Y NI - AN)"UTDVE¢ ;)

j=1
k+1 ‘ ‘

= WY NI —=AN)7E¢pia;
j=1

und

k
2t = Vadkp —Y YNNI = AN)UtVEg,,
j=1
k1

= V)\¢k+1 -Y Z N]72(I — )\N)iJEgbk_’_Q_]
=2

Mit (3.25) und (3.26) erhalten wir

p
Gy = WY NYI—-AN)JE®,N] ' = WT,,
j=1

p
Z, = Va®, =YY NI -AN)7E®,N] "
j=2
Aus

. . S k-1 .
N=YI = AN)7 = ( , 1>A’”N’“,
"\J —
k=j

ergibt sich

S S

k-1 . .

T, = > ( (j - 1>AkﬂNk1)E<I>pNgl
=1 k=j
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0

S S k‘ 1 - i
= Z(Z io1 A Ty ®p | )N}
j=1 k=j 0
s [ 0 k E—1 ' .
— Zi1®, (Z ( , 1>>\IHN1§1)
=1 0 = M
_ ®,
s 0 To1®,J
2,1
= Ik71¢p(AIp + Np)k_l = . nr
k=1 0 :
- L1 @y 5t

Da ,
> NITHI = AN)TE®,N] ' = (I = AN)"'T,N,,
j=2
erhalten wir Z, = V®, — Y(I — AN)~'T',N,, und dann ergibt sich mit V) = R — A\Y(I —
AN)"1E, dass
®pJp
Z1®,JpN,
Z,=R®,—Y (I —AN)~" mr
T 19pJ5 1N,
Es ist einfach nachzurechen, dass Z, = R®, — YT',J, indem man die explizite Inverse von

(I — AN)~! verwendet und die Blocke von oben nach unten berechnet. Das RanglI',, = p folgt
aus RanglW = n und RangG, = p. O

Kombination der Ergebnisse fiir einzelne Jordanblocke ergibt den Satz.

Satz 3.26 Sei
J = Diag(JM, ey J177’17 ey Jq71, ey Jq,rq)a (327)
mit Jij = Ailp,; + Np,;. Dann gibt es ein F' so dass J die Jordanform von A — BF' ist, genau

dann wenn es eine Matriz ® € C™" gibt, so dass

o

To1®J

= (3.28)

1@t

nicht-singuldr ist. Falls so ein I' existiert, so ist mit G :== WI und Z := R® — YT'J, die
Matriz F = ZG~! eine Riickkopplungsmatriz die die gewiinschte Figenstruktur zuweist und
es gilt A— BF = GJG™ 1.

Beweis: Die Notwendigkeit folgt direkt aus Lemma 3.20. Fiir die Riickrichtung folgt mit (3.13),
(3.8) und (3.14), dass

Zo1®J

AWT = AW O+ AW, ..., Wy :
Z1® g1
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Aqu)—i-A[O,WQ;...;O, WS,O]FJ
= BR®+ AWNI'J
BR® +WT'J—-BYl'J=BZ+ WTJ.

Da I' und W invertierbar sind, folgt
A—BZ(WT)™t =wrJWwr) !

und daher ist F' = Z(WT)~! die gewiinschte Riickkopplungsmatrix. 0

Nun kénnen wir endlich die Riickrichtung in Satz 3.26 beweisen.

Korollar 3.29 Betrachte das Polvorgabeproblem aus Satz 3.26, mit J wie in (3.27). Eine
notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Matrixz F', so dass J die Jordanform von A— BF
ist, ist dass ® die Eigenschaft hat, dass das Paar (JH,®H) steuerbar ist. Eine hinreichende
Bedingung ist die Evistenz eines ¥ € C™", so dass (JH, V1) steuerbar ist, und die gleichen

Indizes ny, wie (A, B) hat.

Beweis: Die Notwendigkeit ist klar. Fiir die hinreichende Bedingung verwenden wir einfach
die Form (3.2). 0

Aus Satz 3.26 erhalten wir alle Riickkopplungen, die eine gewiinschte Jordan Form erzeugen.

Korollar 3.30 Die Menge aller Riickkopplungen F die eine gegebene Jordanform (3.27) er-
zeugen ist gegeben durch

{F=2G""'=(R® - YTJ)(WT) | detT # 0, I'wie in(3.28)}. (3.31)

Wir miissen dabei in Satz 3.26 J nicht in Jordan-Form wéhlen, dies geht fiir jede beliebige
Matrix J. Denn mit beliebigem nicht-singuldren @), gilt

Q) b
I‘Q _ ZQJ@Q(QilJQ) _ IQJ@J ’
L10QQ Q| | 7, b

)

wobei @ = ®Q, J = Q1JQ. Inbesondere kénnen wir damit natiirlich auch J in reeller
Jordan-Form wahlen und ein reeles ® bekommen.

Bemerkung 3.32 Im Fall m = 1, darf die Jordan-Form nicht degeneriert sein, d.h. wir
brauchen 11 = ... = r, = 1. Let ® = [¢1,...,¢,] and ¢ = [Pr1,--., Prp,] € CLPE let
E(N) =det(Al, — A), E(N\) = adj(Al, — A), wie in Bemerkung 3.15. Dann folgt sofort

G=WTL =[Gy,...,G,|Diag(®y,...,,),

Z =—[74,...,ZDiag(®1,...,d,),
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where
Gr = [EM)B,E2Y\)B,..., 201 (\)B], (3.32)
O, = Zfﬁk,jHNgk-
=0

Hier sind £) und 2(*) die k-ten Ableitungen bzgl. A. Wir brauchen natiirlich &, nicht singulér
fiir 1 < k < ¢, und damit ergibt sich

G:=[Gy,...,Gy, F=—[Zy,...,Z,)G7",

mit Gy, Zi wie in (3.32) und (3.33).

Obwohl wir eine beliebige Polmenge zuweisen kénnen, so gilt dies nicht fiir die Jordanstruktur.
Dazu brauchen wir ein invertierbares I' wie in (3.28).

Koénnen wir vielleicht immer ein diagonalisierbares A — BF' bekommen? Es ist klar, dass das
System nur dann numerisch robust wird, wenn dies gilt, und keine mehrfachen Eigenwerte
auftauchen.

Lemma 3.33 Sei (A, B) vollstindig steuerbar. Gegeben eine Menge \i,...,\,, und eine
natirliche Zahl 1 mit 1 < | < s. Fir jedes \; wihle g; € Uy, ;, wobei Uy,; wie in (3.19)
ein Unterraum des Kerns von [A— NI, B] ist. Falls k > zlizl d;i, so sind die g1, ..., g linear
unabhdngig.

Beweis: Da g; € Uy, ;, so existiert ¢; = [ i ], mit le € C™, so dass g; = Uy, s¢;. Sei

0
Py,
' Lo 1Pr Ay
Oy = [b1,...,0k], Ap := Diag(A1,...,\g) und Ty = ) . Nach Lemma 3.20,
Zs 101N !
istGr = [91,.-.,9k] = WT'y und, da W invertierbar, so gilt RangG) = Rangl'y. Durch eine
Zeilenvertauschung erhalten wir, dass 'y zu [ T } transformiert werden kann mit I, =
Pr oAk 4 - Sa . X
) wobel @5 1 = [P1,. .., ¢r), Pk, die untere (m; — m;—1) x k Untermatrix von @ ¢
Py AL!

ist. Weil die Anzahl der Zeilen von I';, gerade Zézl(m —Ti_1) = 22:1 d;i ist, so folgt

l
RangGy = Rangl'y, = Rangfk < Zdﬂ
i=1

Und damit impliziert k& > Zizl d;i, dass g1, ..., gr linear unabhéingig sind. 0
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Satz 3.34 Sei (A, B) vollstindig steuerbar. Gegeben Pole A1, ..., A\q mit Multiplizitdtenrq,...,7q,
so dass 1 > 19 > -+ > r4. Dann gibt es F' so dass das Spektrum von A — BF gegeben ist

durch {1, ..., \q}. Weierhin ist A— BF' diagonalisierbar genau dann wenn
k k
Zri§2ni, k=1,...,q. (3.35)
i=1 i=1

Beweis: Angenommen so ein F' und eine invertierbares G existieren, so dass (3.43) gilt. Par-
titioniere G := [G1,...,Gyl, so dass G; € C™" mit BildG; C U,,. Wir beweisen (3.35) per
Induction.

Falls £ = 1, so folgt aus Theorem 3.16, dass dimi, = m = ny. Da BildG; C U),, so gilt
Rang(G1 < ni, aber da G invertierbar ist so folgt RangG; = r1 und damit r; < nj.

Nun gelte (3.35) fiir k. Falls (3.35) nicht fiir k+1 gilt so folgt aus der Induktionsvoraussetzung,
dass 11 > ... > rgyr1 > ngy1. Da G vollen Spaltenrang hat und nach Satz 3.16, ngy 1 =
m — 7, = dimUy, — dimU), j, so folgt I; := dim(BildG; NUy, ) > 7 — N1, 1 =1,..., k+ 1.
Sei g;1,.-.,9iy, eine Basis von BildG; NU,, ;. Da

k+1 k+1 k
VRS DURTINES SSSED o2
i=1
so folgt mit Lemma 3.33, dass g1.1,---,91,,,- -+, 9k+1,15- - - » Jk+1,0,,, linear abhéngig sind, also

gibt es eine Vektor v # 0 so dass [G1,...,Gk41]v = 0 und dies ein Widerpsruch.
Fiir die Umkehrung verwende Satz 3.26, und konstruiere ® € C™"™, so dass
i)

Ty 00
I = ,

Z,1005 !

invertierbar ist und ¥ diagonal mit den Polen auf der Diagonale, d.h. PAPT mit A wie in
(3.43) und P Permutationsmatrix. Sei

di  2dy ... sds
di [ P11 P12 ... Py ¢(2) ¢(i)
dz (132’2 e (13275 . L1 1,di
P = , mit ¢, ; = :
‘ R (@)
ds D, ¢d17di

und ¢§Z; = [wgi’j) wy’j) ] € CY with wli’j) £ 0foralli=1,...,5 5 =1,...,d;,

[ =1,...,i. Partitioniere ¥ als
di 2dy ... sdg
di | ¥

2ds 0, Vil

s mit \I/Z =

sd, v, Vi,
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und ¢; ; = Diag(1; N2
Dann erhalten wir
Q17 Pio P |
(13272 CI)Q,S
. q)s,s
Gy o0y ... .. Dy W
F = . :
q)s,s\:[}s

s—2 —2
(1)371,571\11371 (I)sfl,skllz
0 <I>S,S\IJ§’2
Py W5t

Aus der Form von ®;; folgt, dass durch Anwendung einer Zeilenpermutation I' transformiert
werden kann als

I x B % |
r : ) (@)
F = F2 s I’Illt FZ = F2’2 ]
T, £y,
und
1 1
(4,5) (4,9)
. v v, . -
I’gf; = 1: Z: Diag(wgm), . ,w§z’j)).
(Vfi,j))iq . (Vi(i,j))i—l

(@)

Da I' Block-obere Dreieecksmatrix ist und da jedes f’j'j Produkt einer nichtsinguléren Dia-
gonalmatrix und einer Vandermonde Matrix ist, welche invertierbar ist wenn Vli’j ), ceey Vi(i’j )

paarweise verschieden sind, so ist I' und damit T nicht singuldr. Es bleibt zu zeigen, dass )
aus den Eigenwerten so gewihlt werden kann, dass alle auftretenden Vandermonde Matrizen

invertierbar sind. Dies ist durch (3.50) garantiert. 0

Wie gut sind nun diese Ergebnisse bei kleinen Stérungen durch Rundungs-, Linearisierungs-
oder Modellfehler.

Satz 3.36 (Mehrmann/Xu 1998) Gegeben ein vollstindig steuerbares Paar (A, B), und ei-
ne Polmenge P = {\1,...,\n}. Betrachte ein gestirtes System (A, B) welches immer noch
vollstindig steuerbar ist, und eine gestirte Polmenge P = {5\1, . ,S\n} Setze A — A =: 0A,
B—B =:6B and 5\1‘C — A =10, k=1,...,n. Angenommen beide Polvorgabeprobleme haben
Lésungen mit diagonalisierbarer Matriz des geschlossenen Kreises.
Mit

e:=||[0A, dB]|. (3.37)
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und unter der Voraussetzung, dass

€+ ’5)\2" 3
X S A—NLB) ~ % (3:38)

so gibt es Riickkopplungsmatriz F := F + 6F fiir (A, B) so dass

I6F ]| < ¥m/1 + [P max{ Vit (”i((f[‘A__Aﬁ”Z]ge FIOADy (559

)\(fl - BF) =P und A — BF st diagonalisierbar.

Weierthin gilt fir jeden Figenwert p; von A — BF, (d.h., die gestirte Riickkopplung wird fir
das ungestirte Systeme verwendet) ein A; € P so dass

i — Nil < || + ein/ 1+ || F||2. (3.40)

Hier sind  und  die skalierten spektralen Konditionszahlen von A— BF und A— BF'. on(A)
ist der kleinste Singulirwert von A, und BT ist die Moore-Penrose Pseudoinverse von B.

Beweis: Siehe Orginalarbeit. 0

Der Hauptfaktor in der Stoérungstheorie ist S := k4/1 + ||F||?. Dazu gibt es in der Schranke
fiir F' noch den Faktor d := 1/ min; 0,[A — A\;I, B] welcher eng mit dem Abstand des Systems
zur Nichsteuerbarkeit

dy(A, B) = mino,[A — A, B], (3.41)
AeC
zusammenhéngt. Falls d,, (A, B) klein ist, so kann d sehr grof} sein und damit ist die Berechnung
von F' schlecht konditioniert. Falls d,, (A, B) gro8 ist, so ist d klein und damit ist die Schranke
auch klein in d.

Die Analyse von § ist sehr viel schwieriger. Falls m = 1, so ist z.B. S die Konditionszahl
der Cauchy Matrix C' = [—], die mit n sehr schnell wichst. Aus (3.39) folgt, dass S sich

vi—A\j
verhélt, wie k2 und auch dies kann sehr schnell wachsen. Heuristisch gesprochen folgt mit
= <s<mn-—m+1 aus der Staircase Form, dass fiir n grof§ auch grof§ sein muss, damit das
Problem der Polvorgabe gut konditionert ist.

Beispiel 3.42 Sei A = Diag(1,...,20), P = {—1,...,—20} und sei B eine Matrix die aus
den ersten M Spalten einer zufilligen 20 x 20 Orthogonalmatrix gebildet wird.

Die folgenden Resulte wurden auf einem Pentium-s PC mit eps = 2.22 x 10716, unter Matlab
Version 4.2 erzielt mit Hilfe des Polvorgabe-Algithmus von Miminis/Paige, s.u.. Fir m =
1,...,20 und jeweils 20 Tests ergaben sich die folgenden geometrischen Mittel von &, F,

bound, err, wobei bound=eps||[A, B]||#1/1 + || F||2, und err=max;<;<ag |1; — As|, mit A; und

den realteilen von p; in aufsteigender Folge. In der zweiten Spalte steht das mittel von s {iber
20 Tests fiir jedes m. Fiir alle 400 Tests variierte min; o, ([A — A\;I, B]) von 2.0 bis 2.24.
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m| s | K F Bound Err

1 120(35x%x10° |1.1x 10" |1.7x10° 7.3 x 10%

2 |10]1.8 x 10" | 5.0 x 10° | 3.9 x 10° 2.7 x 102

3 |7 121x100]2.4x%x109]2.2x10° 1.4 x 102

4 |5 |74x10M1|58x%x107 | 1.9 x 10° 2.4 x 10

5 | 4 11.2x10"|1.3%x10° |7.3x10* |1.0x 10!

6 | 421x10"]2.6x10* |2.5x10% 5.8

7 | 3 11.7x10M" [4.2x%x10* |3.1x10* |20

8 | 3 |1.7x10"|1.1x10* |8.6x10° 7.8 x 107!
9 | 3]24x10"]9.0x10% [9.8x10° |6.6x 10"
10| 2 |21 x10" |26 x10% |29 x10° 3.8 x 1071
11] 2 [ 1.8x 108 | 7.9x10% |6.5x 10 1.0 x 1074
121 2 9.2 x 102 | 5.0 x 10> | 2.0 x 10! 3.6 x 1073
13| 2 |57 x 101 |45 %x10% | 1.1 1.5 x 1074
142 |21 x10"|3.2x%x10% |3.0x107! |6.7%x107°
15| 2 [34x100 |28 x10% |42x1072 |1.3x107°
16| 2 [59%x10% |26 x10% [6.7x107* [3.0x 1077
171 2 [31x107 [22x10% [3.0x107° |1.6x 1078
181 2 |1.6 x10° |2.0%x10% |1.4%x 1077 | 1.0 x 10710
19 2 |70x10% |1.9%x10% |59x10719]99x 10713
20 1|10 3.5x 10! |1.5x 10713 | 2.6 x 1071

Table 1

Nun zu Polvorgabe-Algorithmen, soweit das nach den obigen Betrachtungen noch Sinn macht.
Es gibt viele Algorithmen fiir dieses Problem, die sich im wesentlichen durch ihre Stabilitéts-
eigenschaften unterscheiden. Wir werden hier nur zwei dieser Algorithmen betrachten, einen
fiir den Fall m = 1. Falls m > 1 ist, so miissen wir zusétzliche Bedingungen stellen, damit das
Problem eindeutig losbar wird. Dies kann man auf viele verschiedene Arten tun, eine Moglich-
keit ist, die Wahl von F' so zu gestalten, dafl die Eigenwerte robust gegen Stérungen sind. Aber
zuerst zum Fall m = 1. Um diesen Fall und auch den anderen studieren zu kénnen, miissen
wir uns erst einmal intensiv mit dem QR-Algorithmus zur Lésung des Eigenwertproblems
beschiftigen. Dazu brauchen wir zuerst das folgende Lemma:

Lemma 3.43 Sei A € R™", dann gibt es eine orthogonale Matrixz Q), so dajf

*

H=QTAQ =

obere Hessenbergmatriz ist.

Beweis: Siche Golub/Van Loan a
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Eine obere Hessenberg—Matrix, bei der alle Elemente auf der unteren Nebendiagonalen
0 sind, heit unreduziert. Die Transformation auf Hessenbergform ist nicht eindeutig. Wir
konnen im Prinzip die erste Spalte der Transformationsmatrix direkt vorgeben:

Satz 3.44 Seien Q = [q1,...,qn] und V = [v1,...,v,] orthogonale Matrizen, so dafl
QTAQ=H und VTAV =G

beide obere Hessenbergmatrizen in R™" sind. Sei k der kleinste Index fiir den hji1 = 0 ist
(k = n falls H unreduziert ist). Fuolls vi = q1, so gilt v; = £q; und |h;i—1| = |gii—1| fir
it =2:k. Falls k <n, so ist grr14 = 0.

Beweis: Sei W = [wy,...,w,] = VTQ, so gilt GW = WH, denn VGVT = QHQT. Also gilt

firi=2:k%
i—1

hii—1w; = Gwi_1 — Z hji—1w;.
j=1
Es ist v1 = ¢1. Somit gilt wi; = vF{vl = 1. Da W aber wieder eine orthogonale Matrix ist, so
muf} bereits w; = ey gelten. Hieraus folgt (mit Induktion), daf [wy,...,wy] obere A—Matrix
ist und da W orthogonal, so gilt w; = +e; fiir i = 2 : k. Da w; = V¢ und hii—1 = w?Gwi_l,
so folgt v; = £¢; und | hii—1 |=| gs,i—1 | fiir i = 2 : k. Falls hyq1, = 0, so folgt

\grs1kl = ek Ger| = |ef 1 GWeg
k
= ‘(€£+1W)(H€k)| = ‘3%4-1 Z hitWe;
i=1
. (2
= Zhikeg_ﬂei =0
i=1

O

Also folgt fiir unreduzierte Hessenbergmatrizen, dafl die Vorgabe der 1. Spalte die Hessenber-
gzerlegung im wesentlichen eindeutig macht. Diese Freiheit kénnen wir nun nutzen, um ein
Matrix—Vektor—Paar [A, b] auf System—Hessenberg—Form zu bringen. Als erstes geben wir eine
Routine an, die fiir den Algorithmus nachher benétigt wird. Es handelt sich dabei um eine
Spiegelung, mit welcher ein vorhandener Vektor auf ein Vielfaches des ersten Einheitsvektors
abgebildet wird. Eine solche Transformationsmatrix heiit Householder—Matrix.

Algorithmus 3.45 Berechnung einer Householder—Matriz P, so daf$ fiir gegebenes x € R™

*

0
Pr=| . | wobei P=1—2vv" /vTv

und v(1) =1

Berechne v:
function v = house(x)
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n = length (x); p=|z|2; v =x;
ifp#0
B =x(1)+ sign (z(1)) * p
v(2:n)=v(2:n)/5.
end
v(l) =1
end house.

Kosten: 3n flops.
Fehler: || — v|j2 = O(eps)

Algorithmus 3.46 Multiplikation mit Householder—Matriz von links. Gegeben n x m Matrix
A und n-Vektor v # 0 mit v(1) = 1, so dberschreibt diese Methode A mit PA wobei P =
I — 2T JvTw.

function A = row.house(A,v)

B:—Q/vT*v
w=pFx* AT xv
A=A+vsxw’

end row.house

Kosten: 4mn flops.
Fehler: fI(PA) = P(A+ E), ||E]l> < O(eps | All>)

Algorithmus 3.47 Multiplikation mit Householder—Matriz von rechts. Gegeben nxm Matrix
A und m—Vektor v mit v(1) = 1, so tberschreibt dieser Algorithmus A mit AP wobei P =
I —2uT JvTw.

function A = col.house(A,v)

B=—2/v" xv
w=Lp0xAxv
A=A+ wx*vT

end col.house

Kosten: 4nm _flops.
Fehler: fl(AP) = (A4 E)P, ||E|l2 = O(eps||All2).

Nun zum eigentlichen Algorithmus:

Algorithmus 3.48 (System—Hessenberg—Reduktion)

Input: A € R™™ b e R" o
Output: Orthogonale Matriz Q@ € R™" und System A, b in System—Hessenberg—Form, QTAQ =:
A obere Hessenbergmatrix

*

Qb=1b=
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Schritt 0 Bestimme Qg orthogonal so, daf ng =

v = house (b).

b = row.house (b,v)
Anwendung auf A:
A = row.house (A,v)
A = col.house (A,v)

Schritt 1 Transformiere A mit dem nachfolgenden Algorithmus 3.49 auf Hessenbergform, wo-
bei die erste Spalte der Transformationsmatriz der erste Einheitsvektor ey ist.

Algorithmus 3.49 Householder—Hessenberg—Reduktion
Input: A € R™"

Output: Q € R™™ Produkt von Householdermatrizen P, ..., Py_1, so dafi QT AQ obere Hes-
senbergmatrix ist.

FOR k=1:n-2

V(k+1:n) = house (A(k+1:n,k))

Alk+1:n,k:n) = rowhouse (A(k+1:n,k:n),V(k+1:n))
A(l:n,k+1:n) = col.house (A(l:n,k+1:n),V(k+1:n))
Ak +2:n,k) = V(k+2,n)

END
Dabei sind house, row.house, col.house die subroutines, die die Householdermatriz erzeugen
und von links bzw. rechts anwenden (siehe oben).
Kosten: %ng flops
Fehler: Berechnete A, b erfillen:
A=QTA+E)Q, b=QT(b+e) mit QTQ=1
und

IE|lF < en®eps || Allp, llelz ~ eps bl

Die Idee des Polvorgabe—Algorithmus von Miminis und Paige ist nun den QR—Algorithmus auf
A, b in System—Hessenbergform anzuwenden, aber sozusagen riickwérts. Dazu miissen wir uns
zuerst noch mal den QR-Algorithmus fiir eine unreduzierte Hessenberg—Matrix anschauen.
Es gibt 2 wesentliche Varianten, man kann explizit und implizit arbeiten:

Algorithmus 3.50 Impliziter Francis QR—-Schritt

Input: Unreduzierte obere Hessenberg—Matriz A € R™™, deren untere 2 X 2 Ecke die Figen-
werte ay,as hat.
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Output: Orthogonale Matriz Z (Produkt von Householder Transformationen P, ..., P,_o so,
dafp ZT(A — a11)(A — agl) obere A\-Matriz ist) und A wird diberschrieben mit ZT AZ.
l=n—-1
% { Berechne 1. Spalte von (A —ai1I)(A —aol) }
= A(l,1) + A(n,n)
= A(l,)A(n,n) — A(l,n)A(n, 1)
=A(1,1)«A(1,1) + A(1,2) x A(2,1) — sA(1,1) + ¢t
= A(2,1) * (A(1,1) + A(2,2) — 5)
2)

= A(2,1) * A(3,
Fork:—O n—3

I
% Uberschreibe A mit PkAPg, wobei Py, = P,
In—k—S
x
v = house Y
z

Ak+1:k+3,k+1:n)= rowhouse (A(k+1:k+3,k+1:n),v)
r =min{k + 4,n}
A(L:rk+1:k+3)= col.house (A(1:r,k+1:k+3),0v)
=Ak+2,k+1)
= A(k+3,k+1)
ifk<n—3
= Alk+4,k+1)
end
end

I,
% A= P, APT z,wobean2—< 2o >
Pn2

An—1:n,n—2:n)=row.house (A(n—1:n,n—2:n),v)
A(l:n,n—1:n)= col.house (A(l :n,n—1:n),v)

Kosten: 10n? flops ohne Z mit Akkumulation von Z 10n? weitere flops.
Es gibt auch eine explizite Variante, die allerdings sehr viel aufwendiger ist. Dort wird explizit
eine QR-Zerlegung von (A — aiI)(A — asl) = QR durchgefiihrt und dann Q7 AQ gebildet.

Dazu muf natiirlich (A—ay1)(A—asl) gebildet und dann QR zerlegt werden. Das gibt O(n?)
flops. Also wiire der Algorithmus insgesamt O(n?) und das ist zu teuer.

Der gesamt (Q R—Algorithmus sieht dann wie folgt aus:

Algorithmus 3.51 QR-Algorithmus fiir Hessenbergmatrizen
Input: A € R™" in oberer Hessenbergform, Qg € R™"™ orthogonal, tol > eps.
Qutput: Reelle Schurform von QT AQ = T, falls gewiinscht auch Q.

Wenn T und Q gesucht sind, so wird T in A gespeichert. Wenn nur die Figenwerte gesucht
sind, so werden die entsprechenden Blicke von T in A gespeichert.

Do until g =n
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Setze alle Subdiagonalelemente von A welche

|aii—1| < tol (|ag| + |ai-1,i-1]) (3.52)

erfillen zu 0.

% Deflation
Bestimme grif$tes ¢ > 0 und kleinstes p > 0 so, dafs

A A Az | p
A= 0 Ay Ay | n—p—gq
0 0 A33 q
bp n—=p—q (¢

wobei Asz quasi obere A—Matriz, Aso unreduzierte Hessenbergmatrix ist.

Ifq<n
Wende Algorithmus 3.50 auf Ao an:
A22 = ZTAQQZ
A = ApZ
Aoy = ZT Ayg
Falls QQ berechnet werden soll, so setze
Ip
R =Q- Z
I
end
end
end

Bringe alle 2 x 2 Blocke mit reellen Eigenwerten auf A—form mit einer Jacobi—Rotation.

Kosten: Ezklusive Hessenbergreduktion ~ 22n> falls Q und T berechnet werden. Falls nur
Figenwerte bendtigt werden = ?n?’.

~ 2.4 Iterationen pro Figenwert, Erfahrung.

Fehler: Die berechnete Schurform ist die exakte Schurform von A+ E
QUA+E)Q=T

mit QTQ = I und | E||s ~ eps ||Al|2. Das berechnete Q erfillt QTQ = I+ F mit |F||2 ~ eps.

Die Ordnung der Eigenwerte ist beliebig, wir werden sehen, dafl wir die Eigenwerte umordnen

konnen und werden dies auch brauchen.

3.0.3 Polvorgabe Algorithmen
Was ist nun die Idee beim Polvorgabe—Algorithmus?

e Gegeben Menge € von n Eigenwerten (reell abgeschlossen) d.h. mit A ist auch A drin.
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e Bringe (A,b) auf (PT AP, PTb) System Hessenbergform.
e Bestimme f € R™ so daB o(PTAP — PThfT) = Q.
e Bestimme f = Pf.

Das schwierigste ist die Wahl von f. Die Idee des Algorithmus ist nun die folgende.

Sei A unreduzierte obere Hessenbergmatrix und A ein Eigenwert von A, so ist in der RQ
Zerlegung von

(A-XNQT =R
die erste Spalte von R gleich 0.
x x
RQ=|"
x x

Man eleminiere die Nebendiagonale von unten nach oben. Da Rang(A — A) > n — 1 (wegen
Unreduziertheit) so folgt, dafl die erste Spalte 0 ist. Der Trick ist nun das f sukzessive so zu
wéhlen, daf§ fiir vorgegebenes A; in

[A—= I - BerfT1QT =R

das obere Eckelement in R verschwindet. Dann geht man zu einem kleineren Problem iiber.
A

Setze Q = [ v

, so folgt
Q} &

[A—MI—pBerfTly=0
= el (A— NIy =BfTy

Daraus kénnen wir noch nicht das ganze f berechnen. Also fithren wir den RQ Schritt zu
Ende und setzen

T\NNHT __ = )\1‘ -
QU= Par[)Q7 = QR NI = | =0 3 pe TyaT

Setze nun A = QAQT,3 = eQTBQel = ¢213 und f = QF, so sind alle Dimensionen um 1
kleiner geworden und weil go1 # 0, so folgt G # 0 und wir kénnen mit dieser reduzierten Form
weitermachen. Insgesamt erhalten wir den folgenden Algorithmus:
Algorithmus 3.53 Polvorgabe nach Miminis/Paige fiir einen Input, explizite reelle Version.
Input: A € R™" b= ey € R",(A,b) in System—Hessenbergform, A unreduziert.

Q={\, -, \n} SR  Figenwertmenge
Output: f € R™ so, daf§ o(A —bfT) = Q.

Schritt 1
Setze A1 = A,B1 =0
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FORi=1:n-1
Berechne RQ—Zerlegung

(A= NDQT = Ri= |r)] Qi = |qf) ]

riy (i)

Berechne 1, = ﬁaﬁzﬁrl = @51 Bi.
yr

Berechne fiir Q; = [ 2 ]

o Qi
Aiy1 = Qi A QT
END

Schritt 2
Berechne k,, = e
FORi=n—-1:-1:1
Berechne k; = QF T
i1
END
=k

(An=An)

Man kann auch eine Variante dieses Algorithmus konstruieren, die auf impliziten Doppels-
hiftschritten aufgebaut ist.

Beispiel 3.54 Betrachte das folgende Problem

A:[(l) H b:[é], Q= {-1,-2}

Schritt 1
1=1:

Berechne RQ—Zerlegung von Ay — A1

aan=[1 1] e[ 7]

m=w-noa =G4 ][0 ]3]0 3

Setze 11 =0, (o= %

Transformiere Aq

=gl 4[]

Schritt 2
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171 1] 0 3
b=l L] = [3] =

o[8[

hat als Eigenwerte die Nullstellen von

Ergebnis:

M43 +2=A+2)(\+1).

Es gibt eine allerdings noch etwas technischere Version dieses Algorithmus, welche auch kom-
plexe Shifts in reeller Arithmetik verarbeitet. Das machen wir hier nicht.

Der néchste Punkt ist nun der Fall, das m > 1 ist, hier m6chte man die Freiheiten, die man
hat, ausnutzen, um weitere Eigenschaften zu erhalten.

Fiir den Fall m > 1 miissen wir noch weitere Bedingungen an B stellen, um die Aufgabe
eindeutig l6sbar zu machen. Erste Bedingung

Rang (B) =m (3.55)
. . . . : . By 0O
Falls dies nicht gilt, so erhalten wir aus der Staircase—form B in der Form 0 ol und
konnen n entsprechend aufteilen n = [ Zl ], und im folgenden einfach ny und die letzte
2

Blockspalte von B weglassen und voraussetzen, dafl B vollen Rang hat.
Wir wandeln nur die Aufgabe der Polvorgabe ab:

Gegeben A € R™"™ B € R™™ und Menge Q2 = {A1,---,\,} C C abgeschlossen unter Konju-
gation, Rang B = m.
Bestimme Matrix F' € R™"™ und nichtsinguldre Matrix X so, dafl

(A— BF)X = XA (3.56)

A1
wobei A = diag
An

Dabei wihle X so, dafl irgendein ,,Ma$ fiir Robustheit“ optimiert wird. (Kautsky/Nichols/van
Dooren 1985). Das Maf, welches wir wéhlen, ist die Kondition des Eigenwertproblems mit
A — BF.

Hier machen wir keine Forderungen mehr an die Steuerbarkeit von (A, B). Zwar gibt es
dann Eigenwerte, die nicht gesetzt werden kénnen, aber eventuell lassen sich trotzdem die
Eigenvektoren X so wihlen, dafl die Kondition verbessert wird.

Satz 3.57 Gegeben A € R™"™, B € R™™ Rang (B) = m und Q = {1, -+, \n} C C abge-
schlossen unter Konjugation, sowie X nichtsingulir. Es existiert F' € R™"™ welches (3.56)
lost genau dann, wenn

UL (AX — XA)=0 (3.58)
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wobei B = [Uy U] [ Z

0 ] mit [Uy U] orthogonal und Z mnichtsinguldr. F ist dann gegeben
durch

F=7U0(XAX"1 - A). (3.59)

Beweis: Da B vollen Rang hat, so existiert die Zerlegung von B (z. B. QR—Zerlegung). Aus
(3.56) folgt
BF =A—-XAX"L. (3.60)

Multiplikation mit [y U;]” von links gibt die beiden Gleichungen
ZF = Ul (A—XAX"h (3.61)
0 = Uf(A-XAXY),
woraus die Behauptung folgt, da Z invertierbar ist. O

Es folgt, dal F' existiert genau dann wenn

Bild (A — XAX ') ¢ Bild (B) = Bild (Up). (3.62)

Korollar 3.63 Der Eigenvektor x; € C" von A — BF zum vorgegebenen FEigenwert \; € €2
muf$ in dem Raum

Sj = Kern (U{ (A—\1)) (3.64)
liegen. Die Dimension von S; ist m + k; wobei

kj = dim ( Kern [B| A— X\IT) (3.65)

Beweis: Wir haben aus (3.61) sofort
Ul (Azj — N\jzj) =0 V;=1,---,n (3.66)
also folgt die erste Behauptung. Weiter gilt

Z UJ(A-\I

T P )
UHIBIA=NI= 1 UL (A= NI)

Aus (3.65) folgt
n—k; = Rang ([B|A - \I]T)
und da Z invertierbar ist, folgt
n—m —k; = Rang [UIT(A —\jI)] = Beh.
|

Damit haben wir das Polvorgabe problem verlagert auf die Wahl von Vektoren x; € S; {j =
1,...,n}, so daf das Eigenwertproblem (3.56) moglichst gut konditioniert ist.

Was fiir Bedingungen miissen nun notwendigerweise erfiillt sein? Aus Korollar 3.63 folgt:

Falls (A, B) steuerbar, so muf die Multiplizitat von \; kleiner als m sein, denn die Maximal-
zahl unabhéngiger Eigenvektoren von A — BF zum Eigenwert \; ist dim(S;) = m da k; = 0.
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Falls (A, B) nicht steuerbar, so kénnen natiirlich die Eigenwerte von A, in der Staircase form
von (A, B) nicht veréndert werden.

Sei Q@ = Q,UQy, | Qy |= ns, wobei Q, die nichtverinderbaren Eigenwerte angibt und €2
die steuerbaren.

Falls A\; € €2, so ist k; > 0 und es gibt mindestens k; linear unabhéingige linke Eigenvektoren
y,l = 1,...k; fiir jede Wahl von F'. Also miissen wir \; zumindest mit der Multiplizitét
k; vorgeben um zu vermeiden, daf wir einen Jordan Block erhalten. (Dieser wire schlecht
konditioniert.) Diese Bedingungen reichen aber nicht aus.

Satz 3.67 Fine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Ldsung von Problem 3.56 bei

der A — BF keinen Jordan—Block hat ist, dass fiir jedes yu € C,s € R™ gilt:
{s"B=0,s"(A—pul)B=0,s"(A— pul)* =0} (3.68)

— s (A—pul)=0

Falls p zur steuerbaren Menge gehdort, so gilt dies itmmer.

Beweis: Falls p € €, mit zugehérigem k = dim Kern ([B|A—pI]”) > 0, und es ein

s # 0 gibt, so daB s7(A — ul)B = 0,sT (A — pI)?> = 0,sT (A — pI) =: 51 # 0, so ist s1 ein

Linkseigenvektor von (A — BF) zum Eigenwert p fiir alle F. Wenn auch noch gilt s B = 0

so gilt
sT(A—BF —pul) =sT(A—pul) #0

aber
sT(A— BF — uI)? = s" [(A—pI)* = (A~ uI)BF — BF(A— BF — ul)] =0
Also ist sT linker Hauptvektor von A — BF und damit hat A — BF einen Jordan Block. O

Wir wollen aber auf jeden Fall X so wihlen, dafl es keine Jordan-Blécke gibt, dies kénnen wir
erreichen, in dem wir die Konditonszahl von X minimieren.

conds(x) = || X[}2| X . (3.69)

Am besten wire natiirlich conds(x) = 1, d.h. X unitér, dann hitte man erreicht, dal A— BF
unitér diagonalisierbar wére (normal).

Um zu betrachten, wie sich das System in Abhéngigkeit von F' bzw. X verhilt, haben wir
den folgenden Satz. Betrachte das ,closed loop“ System

i(t) = (A— BF)z(t), =(0)=2° (3.70)
Dann gilt der folgende Satz:

Satz 3.71 Die Riickkopplungsmatriz F' und die Losung von (3.70) erfiillen
1Pl < (Al + max{] 451} - conda(x) ) fom(B) 3.1

wobei oy, (B) der kleinste Singuldrwert von B ist.
Es gilt weiterhin
lz(®)ll2 < condz(X) - max{] et |} |20 (3.73)
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Beweis: Aus (3.59) folgt
F=271U-XAX"1+ A)

MV

wobei B = [Uy, U] [ 0

} = [Up, Ui] [ g ] Singulérwertzerlegung von B ist.

= [IFll2 < 127 Y2010 ll2 (1X 20X Iz All2 + (| A]l2) (3.74)
1Z7H 2 = V|20 (B), aber V]2 =1 = ||Ug [l2 = (3.72).
Ungleichung (3.73) folgt aus
z(t) = eABIE0 — xeAt x =150, (3.75)
|

Aus diesem Satz folgt, dafl eine Minimierung von conda(X) auch obere Schranken fiir || F||2
und das Wachstum von ||z (¢)||2 minimiert. Wir schauen nun nach, wie sich A — BF unter
Storungen verhélt.

Satz 3.76 Angenommen Q = {\i,..., A\, } ist so, daff Re(\;) <0 Vi=1,...,n und F ist
eine Matrix, die diese Figenwerte in A — BF zuweist. Dann ist A — BF + A stabil fiir alle
Storungsmatrizen A fir die gilt:

|1Allz < minoy, {sI — (A — BF)} =: 6(F) (3.77)

Eine untere Schranke fiir 6(F) ist gegeben durch

O(F) > mjin{Re(—)\j)}/condg(X) (3.78)

Beweis: Fiir M nichtsingulér gilt:

M+ A = M(I + M~'A) ist nichtsingular, falls |[M~tAlls < [[M~Y2]|All2 < 1. Also folgt,
daf sI — (A — BF + A) singuldr auf der imaginéren Achse (s = iw) ist nur dann, wenn
|A]l2 > 6(F). Wegen der Stetigkeit der Eigenwerte (in Abhéngigkeit von den Koeffizienten)
ist daher A — BF + A stabil, falls (3.77) gilt. Die andere Ungleichung folgt aus

§(F) = min (o,(s] — XAX ™)) (3.79)

S=1w

v

min Re(=X)/1X 7 211X |2

O

Aus diesen Ergebnissen folgt, dafl eine Minimierung von condy(X) eine Maximierung der
unteren Schranke fiir [|Al|2 ergibt, d.h. wir driicken damit ||Al|2 nach oben. Wir kénnen aber
condy(X) meistens nicht beliebig nahe an 1 bringen.

Wir wollten ja unsere Matrix X so wéihlen, dafi die Spalten aus bestimmten Unterrdumen
sind und die Kondition minimal wird.

Sei X = [Xi, -+, X)), span X; € Sj, j =1,...,k und §;+8o+--- +Sx = R" oder C".
Sei X; € R"",dimS; = m; und sei S; eine Matrix mit orthonormalen Spalten, so daf
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spanS; = §;. Dann gilt X; = S;D; mit D; € R™"7 und D; hat vollen Spaltenrang, falls die
Spalten von X linear unabhingig sind.

Dy
X = [Sl,---,Sk] =8D (3.80)
Dy,

Wihle nun D so, dafl ein Maf§ fiir die Kondition minimal wird. Wir kénnten natiirlich
conda(X) nehmen, aber das Problem zu lésen ist relativ schwierig. Wir minimieren daher

DX r

_
uD) = S (3.81)

Die Idee ist hier, die Matrix X additiv durch Rang 1 Modifikationen zu verdndern. Wir 16sen
dabei nichtlineare kleinste Quadrate Probleme mit Nebenbedingungen.

Wir machen das hier nur fiir den Fall

Sei X eine beliebige Startmatrix. Dann gehen wir suksessive durch die Matrix und bestimmen
wj, |lwj]| =1 und minimieren || X ~!||p wobei X = [x1,...,2j-1,%;,%j41,...,2n] und T; =
Sjwj und H’U)JHQ =1.

Wir schreiben mit X; = [21,...,2;-1,%j41,. .., Zn]
IX~ e = I[Sjws X5) 7 e = lllys, Y1 e = 1Y llr (3.82)
Mittels einer Q R—Zerlegung
X; =1Qj, gl [ ](%)j ] (3.83)

und YT X = I erhalten wir

0 Pj
YT = H[ 1 1 } (3.84)
Bi% —piB; Q) Swj ||
Lo 1
wobei p; P
Um also ||[Y7||F zu minimieren, miissen wir
2 . 21p—1T 2 R7'QTS; ?
pj + pj 1By Qj Sjw,llz = H[ T ]ijj
m 2

minimieren, wobei p; ein Normalisierungsfaktor ist, den man noch rauswerfen kann, wie folgt:

Bestimme unitires ]5], so, daf
Tg _ _ TpT :
q; Sj = oje;, Pj (Householdertrans formation)

und sei p; die m-te Spalte von ]5j = [P;, pj] = pj_l = ajp?wj. Setze w; = ijijj.
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Dann folgt
(PPl wj+p;p] wj)

(5P w;)

piwj = piPiPlw; =
= J{l(leZ}j—ij).

Also miissen wir das kleinste Quadrate Problem

min [ k; 1Q?Sj ] (Pjw; + pj) 16sen, fiir w; (3.85)
m 2
Dies geschieht mittels einer weiteren () R—Zerlegung.
Dann erhalten wir
z;j = Sjw; = (pjo;) " Sj(Py; + pj) (3.86)
mit
p; = prwj w; = o5 (@] Wy +1) (3.87)

Dann nehmen wir das néichste x; 1. Dies ist ein sehr teures Verfahren. Einmal durch X durch,
kostet O(n3m) + O(n*m?) flops, aber man kann zeigen, daf} es konvergiert.
Damit erhalten wir den folgenden allgemeinen Polvorgabe Algorithmus:

Algorithmus 3.88 Polvorgabe nach Kautsky/Nichols/Van Dooren.

Input: A € C*", B € C™™, Rang (B) =m, Q= {\1,---,\n} CC.
Starteigenvektormatriz X (z.B. 1)

Output: F € C™", so daf 0(A — BF) = Q und X,X(A — BF)X~! diagonal, | X~ Y|r
optimiert.

1. Schritt

Bestimme mit QR—-Zerlegung oder SVD U = [Uy, Ui unitdr, so daf8 B = [Uy, U] [ g }

sowie Orthonormalbasen fiir
S; = Kern (U] (A — X\;I)) und
Sj, j=1,...,n VA, €R.
z. B. QR~Zerlegung
T 5 R;
(A= xn]" =5, ] [ J } .
2. Schritt
Bestimme X = [z1,...,zy), ||z;|| =1, z; = Sjw; € S;, so daff X gut konditioniert (z. B.
mit obiger Methode).

3. Schritt
Bestimme M = A + BF aus der Gleichung MX = XA durch QR-Zerlegung oder LR—

Zerleqgung von X und berechne
F=27Ul(M - A)
Dies ist zur Zeit der beste Ansatz fiir dieses Problem, aber noch nicht befriedigend, da zu

teuer.

Wir haben Algorithmen zur numerischen Bestimmung von F' € R™"™ betrachtet, so daf}
A — BF vorgebene Pole hat. Analog gehen wir fiir A — F'C vor. Fiir A — BFC ist vieles noch
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offen. Man sollte hier beachten, dal Polvorgabe in den meisten Féllen nur verwendet wird,
um das System zu stabilisieren. Eine andere Moglichkeit zur Stabilisierung ist die Losung
eines Optimalsteuerungsprobems. Dies betrachten wir im néchsten Kapitel.



Kapitel 4

Optimale Steuerung

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns nun mit einem der zentralen Themen der Steuerungs-
theorie, der Optimalsteuerung.

Wir haben wieder unsere Systemgleichung
= Ax+ Bu z(tg) = xo (4.1)

AeR" BeR"™

und wir wollen nun unter allen Steuerungen u(t) diejenige heraussuchen, die ein Kostenfunk-
tional minimiert und zwar
T
S(z(t),ut) = 5 (x(ty) Ma(ty))

T ttf{:v(t)TQw(t) +u(t)" Rult) (42)

DN | =

+2(t)T Su(t) 4+ u(t)T STz (t)}dt.
t() < tf < 00,
wobei M,Q € R™»" S € R»™ R e R"™™ M,Q, R symmetrisch.

Hier erlauben wir als Méglichkeit auch ¢y = oo. Dies bedeutet natiirlich, dass wir ein asym-
ptotisches Resultat wollen.

Beispiel 4.2 Als Beispiel wird wieder der Gleichstrommotor betrachtet

T = 01 x+ y u
0 b/ k/J |
Als Kostenfunktional wdahlen wir

S(a,u) = % {:c(tf)TM:c(tf) + /tf (z(t)T [ o } o(t) + u(t)Tpu(t)> dt}

to

wobei M, p noch nicht spezifizierte, positiv definite Matrizen sind.
Es gibt also 8 Kriterien die ,kosten®.

69



70 KAPITEL 4. OPTIMALE STEUERUNG

— Die Abweichung des Endzustandes x(ty) von der Ruhelage.
— Das FEinschwingverhalten des Zustands.

- Die gemittelte Amplitude der Eingangsspannunyg.

Um dieses Problem zu lésen, verwenden wir das folgende Hamiltonische Prinzip: (Lagrange—
Multiplikator—Methode).

Satz 4.3 Betrachte das Optimalsteuerungsproblem (4.1), (4.2). Sei u. € U, = {u(t) €
R™ u(t) stiickweise stetig auf [to,tr]} optimale Steuerung und sei x.(t) € R"™ die zugehdrige
Lésung des geschlossenen Kreises, also die Lésung von

@(t) = Ax(t) + Bu.(t) z(tp) = 2° (4.4)

Dann gibt es eine Kozustandsfunktion (Lagrange Multiplikator) p(t) € R™, so dass x.(t), pu(t), w.(t)
das lineare Randwertproblem

A 0 B () I, 0 0 (1)
Q AT S pt) | =10 I, 0 f1(t) (4.5)
ST BT R u(t) 0 0 0 u(t)

a(to) = 2%, pulty) = Mx(ty) (4.6)

losen.
(Beachte: u(t) ist nur formal vorhanden.)

Beweis: Dies ist eine Variante des Pontryagin’schen Maximumprinzips. Im Prinzip geht der
allgemeine Beweis analog.

Sei u, die Optimalsteuerung. Betrachte eine Stérung erster Ordnung
u(t) = ux(t) + ev(t) (4.7)
mit u(t) € Uy,. Dann erhalten wir aus (4.4)
&(t) = Az(t) + Bux(t) + eBuo(t). (4.8)

Dies hat die Losung (siehe Kapitel 2)

t
x(t) — A(t to xo_i_/ eAt S)B )+€U(S)) dS
t
. 0
= <€At s) Bu(s >d5
to
= (1) +ep(t).

Dabei erfiillt ¢(t) die Differentialgleichung

p(t) = Ap(t) + Bu(t), o(to) = 0. (4.9)
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Wir fithren nun den Vektor u(t) € R” und die Hamiltonfunktion H(z, u,u) ein durch
H(z,pu) = 27 (#)Qux(t) + z(t)T Su(t) + u(t)T STz (t)
+u(t)T Ru(t) 4+ u(t)T (Az(t) + Bu(t)) (4.10)
+ (Az(t) + Bu(t))" p(t)
Dies ist der Integrand plus die rechte Seite der Differentialgleichung. Ahnlich wie Lagrange
Multiplikator.

Ansatz: Wir kénnen dann S(x,u) schreiben als

tf
S(z,u) = % {mT(tf)Mm(tf) + / (H (2, pyu) — pl'a —a1p) dt} (4.10)
to
und analog fiir wu,, T4
1 ty
S(a) = 5 {x*T(tf)Mm*(tf) + [ Ha ) - T - o'c:{u)dt} (4.11)
to
und wir erhalten
1
S(x,u) — S(xp,uy) = 3 {(x(t)TMx(t) — x*(t)TMx*(t)) |t:tf
ty
b [ )~ H ) d (4.12)
t
Otf
[T o =)+ @ = D))
to —_—— ——
—€p —epT
=—2epTy
% (H(z,pyu) — H(zw, pryuy)) = % {xTQx + 27 Su +u? STz + u? Ru+ p' (Az 4+ Bu)

+(Az + Bu)Tp
—x*TQx* - x:{Su* — u:{STx* - u:{Ru* - ,uT(Ax* + Buy)
—(Azx, + Bu*)T,u}
Wir verwenden jetzt die Tatsache, das
U= Uy +EV, T =Ty +EP

und erhalten

1 1
5 (H(,pu) = H(wa, pow)) = 5 {7 Qua + 262 Qp + €797 Qp — 2, Q.

+e20T S + 2L Su, + e(2l Sv + ¢! Su,) — L Su,
+e20l ST+ ul'STa, + e(ul ST + 0T8T 2,) —ul' STz,
+e20T Ru + v Ru, + 2¢(ul Rv) — ul Ru,
+eptAp +ep" Bo+ et ATy + avTBTM}

= e(2lQu+2TSv+ul'STy +ul' Ry
+uT Ap + u? Bv) + O(?)

= e{[zIQ+ul'ST + " Alp
+ [#1 S +ul R+ p" Blo} + O(¢?)
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Weiter gilt mit partieller Integration

tf tf
—/ eplpdt = —6,uTg0|i£+6/ 1L pdt
to to
ty
= —EMT(tf)ﬂﬂ(tf)Jr&‘/ i pdt
to

2T Mz — 2T Mz, = 2eal My + O(?)

Zusammen erhalten wir also
()~ S u) = O()

ty
+e { / (eIQ+ulS™ + u" Alp + 4" (4.13)

to
+[2I'S + ul R+ " Blv) dt
—p (t)p(ty) +ai (L) Mep(ty) } -
Da S(xz,u) — S(zx,us) > 0 Ve geniigend klein (pos. oder negativ) so folgt, dass der Faktor

von ¢ verschwinden muf} fiir alle v und daraus resultierende ¢. Wir wihlen nun einfach p als
Losung von

—a(t) = AT u(t) + Qxy + Su. (4.12)
mit ,,Endbedingung®
plty) = M, (ty) (4.13)
damit fallt bis auf den mittleren Term alles weg und wir erhalten
ty
/ (278 +ul' R+ p"Bludt =0 Vv € U, (4.14)
to

woraus sofort folgt, dass
alS+ulR+pu"B=0 Vi€ to,ty] (4.15)

Fassen wir nun die Gleichungen (4.15), (4.12), (4.13) und (4.1) zusammen, so erhalten wir
das Zwei-Punkt-Randwertproblem (4.5),(4.6). 0

Ein Punkt, der oft schwer nachzuvollziehen ist, ist die Wahl von p in (4.12), (4.13). Diese
kann man noch ndher begriinden durch geschickte Auswahl von v, ¢. Aber das wiirde hier zu
weit fiihren. Die Existenz der Losung von (4.12), (4.13) reicht hier fiir diesen Satz.

Dass die Wahl verniinftig ist, zeigt uns auch der folgende Satz:

L
Satz 4.16 Seien x., u, us so gewdhlt, dass 7 Lésung des linearen Randwertproblems
U
. , , Q S iy . oo
(4.5), (4.6) ist. Es gelte weiterhin, dass R := ST p , M positiv semidefinit sind.

Dann gilt
S(z,u) > Sz, uy) (4.17)

fiir alle x,u welche (4.1) erfiillen.
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Beweis: Definiere
D(s) =S (sxx(t) + (1 — s)x(t), su«(t) + (1 — s)u(t)). (4.18)

Die Behauptung des Satzes ist dquivalent zu der Aussage, dass ®(s) sein Minimum bei s = 1
hat fiir alle z(t), u(x) welche (4.1) erfiillen.
®(s) ist quadratisch in s, also hat ®(s) ein Minimum fiir s = 1 genau dann, wenn

d® d’®
— =0, —= >0 (4.19)
ds |, ds* |,
(Normalerweise (Z;T(?D . > 0, aber da das Funktional quadratisch ist, reicht > 0)
d® T
ds |, N [(x* - ) Mx*‘t=tf

1 [t T T
o2 [ o= r. 4 700w )

+ul ST (x, — ) + (uy — )T ST, (4.20)
+(uy — u)T Ruy + ul R(uy — u)
+ (zv — )T Su, + 27 S (u, — )} dt]

Wenn wir die 2. Gleichung von (4.5) von links mit #I multiplizieren und die anderen Glei-
chungen einsetzen, erhalten wir

2TQu, = —aTATp—2TSu, — 2T
(1. Gl (4.5)) = u'BTy—ily— a2l Su, —alp
(3.GlL (4.5)) = —ul'STz, —ul'Ru, — 2Ty — 2T Su, — 213 (4.21)
Analog nach Multiplikation mit z”
2'Qe, = —2TATp—2TSu, — 2T
( Ausgangsgl. fiir x) = u'BTp— ity — 2t Su, — 2T p
2. Gl. fir BT = —uTSTx* — uTRu* — il — xTSu* — 27 4.22
[ It i
Einsetzen von (4.21), (4.22) in (4.20) ergibt
dd
% 1 - (ac* B x)TMx*{t:t
s=

tr
+5 / (@ i+ @ — af o — & p)dt

_ T T t=fr T |t=ty
S =

4o

Nun gilt aber, dass fiir t =9 (o) = «(to) und fiir t =t5 p(ty) = Ma.(ty) = G |,_, =

0.
ro
ds?

= (T.— $)TM(33* - x)‘t:tf

+/tf (2 — )7, (e —u)"] [ b?T f%} [x*_x]dt

to Ux — U

s=1

S
>0, daM,[SC% I

] positiv semidefnit.
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O

Wir haben also den Zusammenhang hergestellt zwischen der Losung des optimalen Steue-
rungsproblems und der Losung eines linearen 2 Punkt Randwertproblems. Theoretisch kénn-
ten wir nun aufhdren, wenn es nicht noch einen weiteren Trick gidbe, der die Losung dieses
Randwertproblems vereinfacht.

Zuerst einmal vereinfachen wir noch das Problem (4.5), (4.6) indem wir ausnutzen, dass R
positiv definit ist. Also folgt aus

A 0 B T I, 0 O T
Q AT s wl=10 —I, 0 Lol
st BT R u 0 0 0 U
dass gilt
u(t)=—-R" (STa(t) + BTu(t)) . (4.20)
Einsetzen in die anderen Gleichungen ergibt das System
A— BR1ST —~BR'BT x| [ (4.21)
—(Q—SR1ST) —AT + SR1BT wl | g '
mit Randbedingungen
(to) =2°,  ulty) = Ma(ty) (4.22)
Wir betrachten die Matrix in (4.21) einmal ndher. Da wir vorausgesetzt haben, dass
Q S . . s .
R = JT R semidefinit, R positiv definit , (4.23)

so folgt Q—SR™ST symmetrisch positiv semidefinit (Schur-Komplement). Weiter ist BR™' BT
symmetrisch positiv semidefinit mit Rang m, also hat (4.21) die Form

g wos

mit H symmetrisch negativ semidefinit, G symmetrisch negativ semidefinit. Eine Matrix der

From H = fl —i’T mit G, H symmetrisch heit Hamiltonische Matriz. Hamiltonische
Matrizen sind schiefsymmetrisch beziiglich eines indefiniten Skalarproduktes.
<2,y >y=1a!Jy wobei J = 0 Iny (4.25)
—-I, 0
Beachte, dass gilt:
<z, Hy>; = z'JHy
H -FT
_ T
-5 ]
_ T HT —FT
= _F —GT Y
= 2" (JH)Ty
_ xTHTJTy
= —zTH Jy

= —<aHT y>, (4.26)
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Die Menge der Hamiltonischen Matrizen in R2™27(C2n2n)

Hon(R) = {H = [ IF{ _?T } |G=GT H=H"Fc R"m}
(4.26)
Hon@) =4 =| ¥ O \\G=c* H=H"Feccmm
2n - - H _F* - ) - 9
ist eine Lie—Algebra mit der normalen Matrixaddition und der Lie-Multiplikation:
[H1, Ha] :=H1Ha — HoHa (4.27)

denn

[ Gy B G | [BR G P G

| Hy —F{ || Hy —Ff Hy —-F] || H -FF

[ FiFy +Gi1Hy FiGy —Gng . FyF 4+ GyHy Gy —GQFIT
| H1F, — F'Hy H,Go+ FLF] HyFy — FfHy HyGy + F{Fl

[ FiF5 — FyFy +G1Hy — GoHy Fi1Gy — GlFQT + GQFlT — FhGy
T T T T T | € Hon
L H1F2—F1 HQ—H2F1+F2 H, H1G2—|—F1 F2 —H2G1—F2 Fl

Die auf dieser Lie—Algebra operierende Lie—Gruppe ist die Menge der symplektischen Matrizen

Son(R) = {S € R22(ST JS = J}

4.28
Son(C) :={S € C2n:2n|S*JS = J} (4.28)

Dies sind die bzgl. <,>; orthogonalen (unitéren) Matrizen, denn
<z, Sy>;=27JSy=2TSTJy=< S o, y>;. (4.29)

Dass dies eine Gruppe ist bzgl. der normalen Matrix—Multiplikation, folgt sofort aus der

Definition (denn S¥S7.JS58 = ST JS; = J).

Man beachte, dass gilt
|det S| =1, (4.30)

denn det ST JS = (det S)?det J = (det )% =1,
aber symplektische Matrizen sind im allgemeinen nicht normbeschrinkt, denn es gilt
0 1

IR I R P R R

Uber die Eigenstruktur von Hamiltonischen Matrizen haben wir nun die folgende Aussage:

{ Lo ] € S(R) Yo eR. (4.31)

Satz 4.32 Seien 20, 21 . 2K € C¥ und A € C so dass fir H € Hon(R) ( oder H €
Han(C))

(i) (H—M)z" =0
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(i) (H—=Xz0) =200 j=1... k
so gilt fir w =Jz0) j=0,--- k

(iii) wO (H 4+ XI) =0
i) w (H+ X)) =—-wU=D" j=1..,
(iv) wO" (K + ) U= k

Beweis:
(H=XNz" =0 —= (JH-X)z =0

— (—H*J =)D =0
= (H*+AD)w® =0
— W (H+AI)=0

und analog

(H—=X)zU0) =070 e (JH = AJ)20) = JzU~1)

= (=H*J =)z = =D

O

Beachte, dass im reellen Fall dann A\, A\, —\, —\ Eigenwerte sind. Aus diesem Satz folgt sofort,
dass zu jedem Jordanblock von H zum Eigenwert A ein gleichgrofier Jordanblock von H zum
Eigenwert —\ gehort. Diese sind auf jeden Fall verschieden, falls A # —\, d.h. Im(\) # 0.

F G

Lemma 4.33 Sei H = [ g _pT

} € Hop, A€ C,z = [ zl ], so dass Hz = Az, so gilt
2
275Gz + 27 Hzy = (A + N)zi20 = 2Re(\) 25 22 (4.34)

Beweis: Aus Hz = Az folgt
23| Fz1+ Gz = Az
2f| Hz —FTzg = Az

2 Fz1 + 255Gz = Azsz
ZiHz — 2iFT2 = Mfzo
Konjugation der 2. Gleichung liefert
Z1Hz — 25Fz1 = Mgz

Addition der Gleichungen liefert

275Gz + 21 Hzy = (A + N)zf 20



., | F G z21 | z1
Satz 4.35 Sez'H—[H _FT}EHzn,H[@}—)\[@}

i) Falls Re(\) =0 so folgt, dass
250Gzo + 21Hz1 =0
i1) Falls G, H negativ semidefinit und Re(\) = 0, so folgt
Gzy=0, Hz; =0

Q
ST R

keine Eigenwerte mit Realteil 0.

iii) Sei H wie in (4.21), R = [

Beweis:
i) klar aus Lemma 4.33.

ii) folgt aus i)

iii) Angenommen es gibt A mit Re(A) =0 und H Tl
Z9 zZ9

7

s ] positiv definit und (A, B) stabilisierbar. So hat H

Aus (4.34) folgt 23Gzo + 2iHz = 0. Es gilt G = —BR'BT negativ semidefinit und
H = —(Q — SR™'ST) negativ semidefinit = Gzy = 0,Hz; = 0, d.h.: (Q — SR™1ST)z =

0, BR™'BTz = 0 und da R positiv definit folgt sofort
BTz =0= 2z3B=0.
Aus Satz 4.32 folgt, dass
23, —21] [ A_BRi—lngT _BRilBT—l T\T } = -\ i
—(Q—-SRS") —(A—BR'S")
mit 23(Q — SR™1ST) = 0,25 B = 0 folgt
25(A—BR'ST) = 25A = — )z

Q
ST

I —SR! Q S I 0] [Q-SR'ST 0
0 I ST R —R7IST o | — 0 R

positiv definit, also folgt z1 = 0= 20 # 0 B
= Widerspruch zu (A, B) stabilisierbar, denn wir haben z3 # 0, 25 A = —\z;
und 258 = 0.

. S . o .
Nun hatten wir vorausgesetzt, dass [ R ] positiv definit ist, dann ist auch

(R@(S\) = 0)
a

Wir erhalten also, dass unter den sinnvollen Annahmen, das R positiv definit und (A, B) sta-

s N A—BR'ST —-BR'BT
bilisierbar ist, gilt dass H = [ —(Q - SR-'ST) —(A— BR-'§T)T

Eigenwerte hat.

] keine rein imaginéren

Falls § = 0 ist, so kann man “R positiv definit” abschwéchen durch “R positiv definit und

(A, Q) entdeckbar”.
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Satz 4.36 Sei H € Ha, und H habe keine rein imagindren Eigenwerte. Dann gibt es eine
symplektische Matriz S € S, (C) = {S € C*2"|S*JS = J}.

S0 } (4.37)

-1 .
S HS—[ 0

und Jy ist in Jordan’scher Normalform und hat nur Figenwerte mit negativem Realteil.

Beweis:

Aus Satz 4.32 folgt, dass fiir alle Eigen— und Hauptvektoren gilt, dass mit

z (rechter) Eigen— oder Hauptvektor zum Eigenwert A,
Jz (linker) Eigen— oder Hauptvektor zu —A\ ist.

Es gibt deshalb ein V', so dass

i (0
vw_<0 J2>

in Jordanscher Normalform ist, J; nur Eigenwerte in der linken und Jo nur Eigenwerte in der
rechten komplexen Halbebene hat. Wir konnen aufgrund von Satz 4.32 0.B.d.A. annehmen,
dass Jo = —Ji ist. Wir miissen noch zeigen, dass diese Hamiltonische Form der Jordanschen
Normalform auch mit einer symplektischen Matrix S zu erreichen ist. Sei

V=MW, W)

Wir setzen ( )
- JV2 * *Y 7k
( (JV1)* )

Dann gilt nach Satz 4.32:

(a0
W= (g )W

Da die Hauptraumzerlegung eindeutig ist und J; und J{ keine gemeinsamen Eigenwerte
haben, existiert eine nicht singulire Block Diagonalmatrix

(D 0
D‘<0 D2>’

W:J*V*J:DV_1<:>V*JV:JD:< 0 D >

so dass

-D;y 0
Weil V*JV schief-Hermitesch ist, ist bereits Dy = Dj. Setze

_ (Dt o
sev(P0),

vra [ D0 DY 0\ [/ Df o 0 Df Dt 0
:>SJS_< 0 I>VJV< 0 I>_< o 1)\ =D o o 1)77
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Dieses S ist symplektisch nach Konstruktion und es ist

e (B0
stus= (4 )

O

Wir haben also eine strukturerhaltende Jordan—Form. Aber diese ist nicht numerisch stabil
berechenbar, denn die symplektischen Matrizen kénnen beliebig grofle Norm haben. Also
brauchen wir orthogonal symplektische Transformationen fiir die numerische Stabilitéit. Die
Menge der orthogonal unitiar symplektischen Matrizen bezeichnen wir mit

USo (R) = {Q € 52, (R)|QTQ = I} (4.38)

Es gilt das folgende Lemma:

Lemma 4.39 Sei Q € US5,(C) (US2,(R)) Q = [ gi g;z ] mit Q;; € C™(R™™) so folgt
Q12 = —Qa1, Q22 = Q1.

Beweis:

QeSHC = QRQJIQ=JQQ=1
= JQ=Q "J=QJ

N [0 I][Qn Q12]:[Q21 Q22]
-1 0 Q21 Q22 Q1 —Q12
:[Qn Qm][ 0 I]:[—Qm Qn}
Q21 Q22 -1 0 Q2 Qn
— Beh.
d
Was koénnen wir nun mit unitidr symplektischen Transformationsmatrizen erreichen?
Satz 4.40 (Hamiltonische Schurform)
(i) Sei H € Hon(R)(H2n(C)). H habe keine Eigenwerte mit Realteil 0. Dann gibt es
Q € US2,(C), so dass
Q"HQ = [ g _];* ] T, N e C™n (4.41)

mit T obere Dreiecksmatriz, N = N* und T kann so gewdhlt werden, dass alle Figen-
werte von T negativen Realteil haben.
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(ii) Sei H € Han(R). H habe keine Eigenwerte mit Realteil 0. Dann gibt es
Q € US2,(R), s0 dass
OTHQ = [ g _g . } T,N € R™™", (4.42)
T quasiobere Dreiecksmatriz, N = NT und T kann so gewdhlt werden, dass alle Figen-
werte von T negativen Realteil haben.
Beweis:
i) Sei A\ € o(H) Re (A1) <0, und Hzy = Az, ||z1]2 = 1.
Sei Q1 € US2,(C) so dass Qjx1 = e;. Wir werden spéter noch Algorithmen entwickeln,
die dies machen. Dann gilt
)\1 w? P1 ws
* o 0 Al w§ G1
QTHO = | =575 =X 0
0 Hy|-w -4
wie man sofort nachrechnet und
A Gy
H, —-A}
ist wieder Hamiltonisch. Per Induktion folgt dann die Behauptung.
ii) Sei A € o(H) Re (A\) < 0,A € C\ R. Fiir A € R verwende das Argument aus i). Seien

x1, 22 € R?™, so dass
H[m‘l, .%'2] = [1‘1, 1‘2]2

mit Z € R*2,0(Z) = A\, \.

Und sei Q1 € US2,(R) so dass

[ t:11 t12
to1 tog
Q{ [1‘1, .%'2] = 0 0
- 0 0 -
zn ?2 wy W, ws
21 22
T
Dann gilt QT HQ, = 0 A Y3 Gs
—t11  —to1
0 0 0
—t12 —to2
L 0 H, wlT —AlT ]
und o <[ bt }) =\
to1 too

Der Induktion folgt der Rest.
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Wozu haben wir alle diese Betrachtungen {iber Hamiltonische und symplektische Matrizen
gemacht? Wir werden diese Eigenschaften nun auf unser Zweipunkt—Randwertproblem (4.21),
(4.22) anwenden. Der Trick ist der Folgende. Wir machen einen Ansatz: p(t) = X(t)z(t),
(4.22) impliziert dann p(ty) = X(t)x(ty) = Ma(ty), also z. B. X(ty) = M. Es ergibt sich

ARSI

x | F G x
[ xos x| =L o ][
& =Fx+GX(t)x
X(t)i+ X(t)x = Hx — FT X (t)x
Xtz — Hr + FTX(t)x + X(t)Fx + X(t)GX (t)x =0
Wenn X (¢) also die gewohnliche Differentialgleichung
X(t) = H-FT'X(t)— X(t)F — X(t)GX(t) (4.43)
X(ty) = M (4.44)
erfiillt, so ist « die Losung von
t=[F+GX(t)]zund p= X(t)x (4.43)

Die Gleichung (4.43), (4.44) ist eine Anfangswertaufgabe fiir eine Matrix—Riccati Differenti-
algleichung. Diese hat mit der Theorie gewthnlicher Differentialgleichungen eine eindeutige
Losung. Damit haben wir dann auch die Losung der Randwertaufgabe, denn da es mit diesem
Ansatz eine eindeutige Losung gibt, die die Randbedigungen erfiillt, so ist auch die Losung
der Randwertaufgabe eindeutig bestimmt.

Der andere Fall, den wir betrachten ist der Fall ¢ty = oo, M = 0. Ansatz ist dann u(t) = Xx(t)
mit X konstant. Es ergibt sich dann analog

H-F'X -XF-XGX =0 (4.44)

Dies ist eine algebraische Riccatigleichung und da tlim z(t) = 0 sein soll, so muf} z(t) asym-
— 00

ptotisch stabil sein, d. h. z(¢) mufl eine Linearkombination der Elemente des invarianten
Unterraums von H zu den Eigenwerten mit negativem Realteil sein. Und hier kommt dann
unsere Theorie der Hamiltonischen und symplektischen Matrizen ins Spiel.

In beiden Féllen erhalten wir jedenfalls aus (4.20) die lineare Riickkopplung
u(t) = —R7! (STx(t) + BT,u(t))
= —R'(ST+B"X) () (4.45)

und X 16st entweder die algebraische Riccatigleichung (4.43) oder die Riccati-Differentialgleichung
(4.43), (4.44).

Nun ist im Gegensatz zu (4.43), (4.44) die algebraische Riccatigleichung (4.43) nicht eindeutig
losbar, aber da wir wollen, dass die Losung x(t) asymptotisch stabil ist, so muf} gelten, dass
die Losung des geschlossenen Kreises

i=Ax+Bu=[A-BR ST+ BTX)|x (4.45)
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asymptotisch stabil ist und damit mufl
(A— BR7'ST) - BR'BTX (4.46)

Eigenwerte mit negativem Realteil haben.
Nun gilt aber

5 o] (4] = [&]irve
- [ )I( ] (A- BR'ST - BR'BTX) (4.47)

also miissen die Spalten von den stabilen invarianten Unterraum aufspannen. Wie

1
X
konnen wir diesen erhalten? Nun ganz einfach mit Hilfe der Hamiltonischen Jordan- oder

Schurform, denn falls S = [ S Shz ] € Son(R), S 'HS = [ Tu T12T ] mit o(77;) in
Sa1 Sao 0 T3

. . S .
der linken komplexen Halbebene, so spannen die Spalten von SH diesen Unterraum auf
21
und wir werden zeigen, dass gilt: Sy; ist invertierbar, X = Sngﬁl ist symmetrisch, positiv
semidefinite Losung von (4.43).

Dazu zeigen wir zuerst, dass jede Losung der algebraischen Riccatigleichung zu einem invari-
anten Unterraum von H gehort.

Satz 4.47

i) Sei X eine symmetrische Losung der algebraischen Riccatigleichung

0=H-F'X - XF - XGX. (4.48)

Dann spannen die Spalten von [ % } einen n—dimensionalen invarianten Unterraum von
Fr G
H = [ g _pT } (4.49)
auf.

I
i1) Sei X symmetrisch, so dass die Spalten von [ )? } etnen invarianten Unterraum von H

wie in (4.49) aufspannen. Dann ist X eine Lisung von (4.48).

Beweis: | £ G 1[I ]_[ F+GX 1 _[1L],
W FT || X |T|H-FTX || X

= H-F'X =X7Z=X(F+GX) < X erfiillt (4.48). 0

Die Frage die vor allem bleibt ist, ob es so einen invarianten Unterraum der Form [ " ] mit

X
X symmetrisch gibt. Dann erhalten wir mit Satz 4.47 eine Beziehung zwischen den Lésungen
der algebraischen Riccatigleichung (4.48) und den invarianten Unterrdumen von H.
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fl _g‘T } € Han(R) wie in (4.21).

F=A-BR'ST"G=-BR'B" H=—(Q—-SR'S"), (A,B) stabilisierbar, R posi-
tiv definit. Sei S € San(R), ST'HS = T T12T

0 =T
5215;11 symmetrisch, X = Sngﬁl positiv semidefinite Ldsung von
0=H-XF-F'X-XGX.

Satz 4.50 Sei H = [

] ,T11 stabil. Dann ist S11 invertierbar,

Beweis:

F G Su Sz | _ | S Sw T Tz
H -—FT Sa1 S22 Sa1 S22 0 -Tf

{ FS11+GSy1 = ST

HSH — FT521 = 521T11 — SﬂH — SglF = TES%}
{ ST FS; +81LGSyy = SI1811T
SEHSH - SQTlFSH = TﬂSngn

— SglGSm + SEHSH = SQTlSHTH + TES;}SH Lyapunov—Gleichung

I
SeS,(R) = [l 01STJS {0} =0

< S%;SH = 55521

Ty1 stabil, ST, G Sy + ST, HS11 negativ semidefinit = 53,511 positiv semidefinit.(Satz von
Lyapunov, siehe Kapitel 7. Wir werden dieses Resultat noch beweisen im Zusammenhang mit
dem Newtonverfahren fiir die algebraische Riccatigleichung)

Nun miissen wir noch zeigen, dass S1; invertierbar ist.

Sei w # 0, so dass Sjyw =0
— w!'SLGSo1w + wl' S HS; w=0
= GSo1w = 0 aus der Lyapunovgleichung
— BTSyw =0, weil R positiv definit ist.
Aber wegen F'S11 + GSo1 = S11111 gilt dann
SH(THZU) =0=Thwe Ke’I“(SH)

D.h. Ker(Sy1) ist ein invarianter Unterraum von 73;. Da in jedem invarianten Unterraum
einer Matrix mindestens ein FKigenwert A und zugehoriger Eigenvektor z liegt,

—> Jz € Ker(S11)z #0, so dass 1112 = Az
fiir ein A € o(711)

— HSHZ — FT521Z = SngnZ
0— FT521Z = )\5212’
— (FT + \I)Sy 2 0
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Es ist So12 # 0, weil <g;> vollen Rang hat. Also ist So1z Eigenvektor von FT zum Eigenwert
=\, Re(—=A) > 0.
Aber da z € Ker (S71) ist, folgt

GSle =0= BT521Z =0

T _ (_
—> Rang [ F B(T NI } <n fir A mit Re(—\) >0
= (F,B) = (A — BR'ST, B) nicht stabilisierbar
= (A, B) nicht stabilisierbar. Widerspruch! a

Wir fassen nun alle Ergebnisse dieses Abschnitts zusammen.
Satz 4.51 Betrachte das optimale Steuerungsproblem (4.1), (4.2).

i) Falls ty < oo, so existiert die Optimalsteuerung und sie ist eine lineare Zustandsriick-
kopplung der Form.:

u(t) = —R' (ST + BTX (1)) z(t) (4.52)
wobei X (t) die eindeutige Lisung der Matrix Riccati—Differentialgleichung
X(t) = —(Q-SR'8T)—(A—-BR ST X(1t)
~X(t)(A—-BR'ST) + X(t)BR'BT X (t) (4.53)
X(ty) = M

15t.
ii) Sei (A, B) stabilisierbar, ty = oo, M =0, R positiv definit.
Dann ist die eindeutige Losung von (4.1) gegeben durch die Riickkopplungssteuerung
u(t) = —R(ST + BT X)x(t) (4.53)
wobei X die eindeutige positiv semidefinite Losung der algebraischen Riccati—Gleichung
0=(Q—-SR'S")+(A-BR'S")'X + X(A- BR™'ST) - XBR'BTX (4.54)
ist. In diesem Fall gilt fiir den geschlossenen Kreis

lim z(t) = 0. (4.55)

t—o00

Beweis: Den Grof3teil des Beweises haben wir bereits vorweggenommen.

i) Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen folgt, dass (4.53) eine ein-
deutige Losung hat. Also erhalten wir eine Losung der Form (4.52) und aus Satz 4.16
folgt, dass wir eine Minimallosung haben. Es bleibt noch die Frage der Eindeutigkeit
der Losung von (4.21),(4.22). Die Losung der 2 Punkt Randwertaufgabe ist

] 2]
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Da Z(t) := e"(=%) fiir alle  nichtsingulir ist folgt, dass bei einer Aufteilung
Z(t) = [Z1(t), Zo(t)] mit Z;(t) € C*" §=1,2 (4.57)

Z;i(t) vollen Rang hat, also haben

(to) = Z1(to)go = 2° (4.58)
und
u(ty) = Ma(ty) = Zo(tg)vo = M Zi(ts)go (4.59)
falls Losungen existieren (und das wissen wir schon), eindeutige Losungen. Damit ist i)
bewiesen.

ii) Aus der Stabilisierbarkeit von (A, B) folgt mit R positiv definit nach Satz 4.35, dass

A— BR ST —BR1BT

=] (Q-SR'ST) —(A-BR1sT)T

keine Figenwerte mit Realteil 0 hat.

Wir haben bereits gezeigt, dass die Riickkopplungssteuerung (4.53) mit X Lésung von

(4.54), zu einer Losung von (4.21), (4.22) fiir t; = oo, M = 0 fiihrt, falls tlim w(t) =0
—00

ist. Es bleibt die Frage der Eindeutigkeit.

Da pu(t) = Xa(t) fiir X konstant so mufl auch lim x(t) = 0 gelten. Also mu8

t—o00

A—-BR YST+BTX)=F+GX

stabil sein. Wenn [ den stabilen invarianten Unterraum aufspannt (und dieser ist

X
eindeutig) so folgt, dass

F 4+ GX = T stabil ist.

Bemerkung 4.60 Aus den vorigen Uberlegungen folgt sofort, dass wir falls nur (4.1) gegeben
ist und wir das System stabilisieren wollen, wir einfach eine Riccatigleichung vorgeben kénnen
z. B.S5=0,Q =1,R=1, und diese losen, dann ist

ut) = —R ST + BT X)x(t)
= —(BTX)z(t) (4.60)

stabilisierendes feedback. X lost die Riccatigleichung
0=I+ATX + XA- XBB"X. (4.61)

Dies liefert also eine andere Methode, um das System zu stabilisieren.
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Wir haben bisher in diesem kapitel nur zeitkontinuierliche Systeme betrachtet. Fast alle Er-
gebnisse lassen sich wieder direkt auf zeitdiskrete Systeme iibertragen. Dabei kénnen wir
fast immer mit Hilfe der Cayley Transformation hin- und herspringen, um die Ergebnisse zu
erhalten. Das zeitdiskrete System hat die Form

Ty = Axy, + Buy, x9=2°, k=1,2,3,... (4.62)

mit Ausgang
ye=Crp k=1,2,3,... (4.63)

Wenn wir Optimalsteuerung betrachten wollen, so ist das entsprechende Kostenfunktional

kg
S(Gand ) = 5 (o pro, + Lol | & p ] 0] (4.6)
k=ko

Bei der optimalen Steuerung erhalten wir die folgenden Sétze.

Satz 4.65 Betrachte das Optimalsteuerungsproblem der Minimierung von (4.64) mit Neben-
bedingung (4.62). Sei {uZ}ZiO die Optimalsteuerung und {x,’;}zfzo die zugehorige Lisung des
geschlossenen Kreises, also die Losung von

Tp41 = Azg + Buy,, k=0,1,2,... x9= 20 (4.66)

Dann gibt es eine Kozustandsfolge {Mk:}:fzo so dafs {x} }, {pr}, {ui} das lineare Randwertpro-

A 0 B Tk I 0 0 Th41
Q -1 S pe | =10 —AT 0 P41 (4.67)
sT 0 R U, 0 -BT 0 Uk+1
zo = 22, iy = Mg, (4.68)
losen.
Beweis: Vollkommen analog zum Beweis von Satz 3.40. O

Satz 4.69 Seien {x}}, {ur}, {u;} die Losungsfolgen fiir das lineare Randwertproblem (4.67),

(4.68). Seien R = [ S% f% } , M positiv semidefinit. Dann gilt

S ({wrd {urn}) = 8 (o}, {ug}) (4.70)
fiir alle {xy}, {ug} welche (4.62) lisen.

Beweis: Vollkommen analog zum Beweis fiir kontinuierliche Systeme. 0

In (4.67) kann man wieder nach {u} auflésen und erhélt:

A—BRST 0 } [ Ty ] _ [ I BR'B' } [ Th+1 } (4.71)

—(Q — SRflsT) I Lk ) (A — BRflsT)T 41
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FRIMEEE - am

Beweis: Vollkommen analog zum Beweis vom analogen Satz fiir kontinuierliche Systeme. 0O

oder dquivalent:

Es gilt nun, daf

{1 —G]_l[F 0]:[F+GFTH GFT

0 FT H I g T } € Son(R) (4.73)

und das Biischel in (4.72)

F 0 I -G
af—ﬁgza[ﬂ I}—ﬂ[o FT} (4.74)
erfiillt
GJGr = FJF" (4.75)

Biischel, die diese Gleichung erfiillen, heiflen symplektische Biischel.

Man kann alle die Algorithmen und Ergebnisse fiir Hamiltonische Matrizen auf symplektische
Matrizen oder Biischel {ibertragen. Allerdings ist die symplektische Struktur implizit gegeben
und damit nicht so einfach zu iiberpriifen wie die Hamiltonische Struktur, die durch explizite
Symmetrie gegeben ist.



88

KAPITEL 4. OPTIMALE STEUERUNG



Kapitel 5

Numerische Losung von
Riccatigleichungen

In diesem Kapitel betrachten wir numerische Methoden fiir algebraische und differentielle
Riccatigleichungen.

Hier gibt es nun verschiedene Ansitze. Wir haben gesehen (Satz 4.50), dass wir die Losung
der algebraischen Riccatigleichung

0=H+FT'X+XF—-XGX (5.1)

iiber die Berechnung des stabilen invarianten Unterraums der Hamiltonischen Matrix

H = { Z _iT } (5.2)

bestimmen koénnen. Wir werden aber zuerst den direkten Zugang iiber (5.1) betrachten. Dies
ist eine quadratische Matrixgleichung und man kann sie mit dem Newton—Verfahren l6sen.
Das Problem ist, die richtige Losung zu erwischen.

5.1 Das Newton Verfahren

Die Idee ist nun ganz einfach: Angenommen X)) ist eine Startnéherung, dann schauen wir uns
an, welche Gleichung fiir die Differenz P = X — X gilt:

Satz 5.3 Sei X eine symmetrische Lisung von (5.1) und Xo eine symmetrische Niherungslosung.
Sei P=X — Xo,

F=F — GX,,

H=H+FTXy+ XoF — XoGX.

Dann erfillt P die algebraische Riccatigleichung

0=H+PF+FTP - PGP. (5.4)

89
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Beweis:

0 = FI(P+Xo)+ (P+Xo)F +H—(P+ X0)G(P + Xo)
= (FT - XoG)P + P(F — GXy) — PGP
+FT Xy + XoF + H — XoGXy
— F'P+PF—-PGP+H.

O

Das heifit, dass der Defekt der Losung eine Gleichung des gleichen Typs erfiillt. Dies kann
sehr gut zur Nachiteration verwendet werden, falls man eine ungenaue Losung berechnet hat.

Fiir das Newton Verfahren nimmt man an, dass Xy gute Ndherung und damit P = X — X
klein ist. Dann kénnen wir quadratische Terme in P vernachlissigen und erhalten aus (5.4)

O~ H+PF+FTP (5.5)

Dies ist eine Lyapunovgleichung, die wir mit dem Bartels—Stewart Algorithmus (Siehe Go-
lub/Van Loan) lésen kénnen.

Wenn wir P aus (5.5) ausgerechnet haben, setzen wir
X1 =Xp+ P (56)
= X 16st die Gleichung

0 = H+ (X, —Xo)F+FL(X; — Xo)
= H+ X F+F'Xy,— X,GX,
X1 (F - GXp) + (F - GXo)T X,
—XoF + XoGXo — FT' Xy + XoGXo
= H+ X (F—-GXg)+ (F - GXo)T X1 + XoGX,
= H+ X,GXo+ X1 F+F'X,

Algorithmus 5.7 Newton—Verfahren fir (5.1)
Input: F,G,H e R""",G =GT,H =H"
Startniherung Xo = X&' € R™".

Output: Lésung X von (5.1)
Setze Hy= H,Fy = F
FOR i=1,2,... UNTIL SATISFIED

Setze F; .= F — GX;_4
H,:=H+ X, 1GX;_1
Lose

0=H; + X;F; + FI'X; (5.8)

(mit Bartels/Stewart)
END FOR
END.
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Wir wollen Konvergenz gegen eine positiv semidefinite Losung zeigen. Bevor wir den Konver-
genzsatz betrachten, machen wir wie versprochen den Satz von Lyapunov.

Satz 5.9

a) Die eindeutige Losung von

ATX+XA=C (5.10)
fiir A stabil, ist
oo
X = —/ A0 dt (5.11)
0

b) Falls A stabil und C positiv (semi-) definit ist, so hat (5.10) eine eindeutige negativ

(semi-) definite Losung X .

¢) Falls X Lisung von (5.10) und C positiv definit ist, so ist A stabil.
Beweis:

a) Betrachte Dgl. .
Z=ATZ+27A, Z(0)=C

Losung: Z(t) = e *CeAt durch nachrechnen.
Da A stabil = tlim ATt et = 0, I et Cet|| dt beschrénkt.
—00

— Z(c0) — Z(0) = /OOO Z(t) dt

= AT</OOOZ(t)dt>+</OOOZ(t)dt>A
— C = (—/OOOZ(t)dt)A+AT(—/OOOZ(t)dt)

o0
— X = - / eAtCeAt gt
0

Die Eindeutigkeit folgt aus der Tatsache, das

ATX + XA=C = [I®A") + (AT ® I)] vec(X) = vec(C) (5.12)
wobei
buA - b,A
(BoA) = : : und [ AT) + (AT @ I)]
R W

hat Eigenwerte A\; + A;, wobei \;,\; € o(A)
— [(I @ AT) + (AT ® I)] nicht singulér, weil A stabil, d.h. A\; + X\; # 0.
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b) Aus a) folgt
X = —/ eAtCeM at
0

o
y#0=y"' Xy = —/ y*eATtCeAty dt

{<0, falls C' > 0
0

>0, fallsC <0

Dabei haben wir im Falle der Definitheit von C ausgenutzt, dass ety # 0, weil et
nicht singulér ist.

c¢) Sei Az = \r = 2*A* = \x B
(5.10) = 0 < z*Cz = o (ATX + XA)x = 2* Xx(\ + N)
X <0= A+A<0.= Beh.

Damit kénnen wir nun die Konvergenz des Newtonverfahrens beweisen.

Satz 5.13 Seien G, H positiv semidefinit und Xo so gewdhlt, dass F — GXq stabil ist. Dann
gilt fiir die Folge der X;, die mit Algorithmus 5.7 berechnet wurden:

a) 0 <X <X <X; <--- < Xg wobei X die positiv semidefinite Losung von (5.1) ist.
(Hier: A > B <= A — B positiv semidefinit)
b) A— GX; ist stabil fiir alle j.
c) Es gibt eine Konstante vy, so dass
1X; — X2 < v X1 — X3 (5.14)

d.h. wir haben quadratische Konvergenz.
Beweis: (5.8) ist dquivalent zu
X;(F-GX;1)+(F-GX;_1)'X;=-H - X; 1GX;_1 <0 (5.15)
AuBlerdem gilt
X;(F -GX;)+ (F — GXj)TXj =—-H - X;GX; — (X; - X;_1)G(zj; — Xj1) (5.16)
Also zusammen

(F = GX)"(Xj = Xj11) + (X — X)) (F = GXj) (5.17)
:—(Xjfl—Xj)G(Xjfl—Xj) <0 j57=12,...
Mit Satz 5.9 folgt aus (5.15): X; > 0.

= ' — GX; stabil in (5.16). = X; > X, aus (5.17).
Per Induktion folgt die Behauptung.

Aus der Tatsache, dass die Folge der X; monoton fallend und nach unten beschrénkt ist, folgt
mit Bolzano/Weierstraf}, dass es einen Grenzwert X > 0 gibt.
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Aus (5.16) folgt im Limes
(F-GX)'X + X(F -GX)=-H - XGX (5.18)
— X lést (5.1), X >0.
Aus (5.18) folgt
(F-GX))TX +X(F-GX;)=-H - XGX + (X - X;)GX + XG(X - X;) (5.19)
Differenz (5.19) und (5.16) ergibt
(F - GX;)"(X = X)) + (X = X;)(F — GX;)
— —XGX + (X - X;)GX + XG(X — X;) + X,GX;
+(X = Xj1)G (X = Xj)
= (X = X)GX - X;) + (X - X;1)G(X; - Xj1)

(F-GX)'(X - X;) + (X — X;)(F - GX)
= (F-GX)"(X = X)) + (X = X;)(F - GX))

—(G(X = X)"(X = X;) — (X = X;)G(X — X;)
= —(X - X)GX - X;) + (X; — X;j-1)G(X; — Xj1) (5.20)

Somit 148t sich X — X; schreiben als

/

<0

IN

/ e F=GX)T (X — X )G(X; — Xj_q)e!T=G%)
0

= [|X; - X2 < /0 e =GN (XG = X )GXG = X)) EE0 | dt

o0
_ T _
su&—&»%énﬂF”’mewF“mw
=X = X
< X - X2
danfl—XZXjfl—XjZO. a

Um die Lyapunov—Gleichung, die in jedem Schritt vorkommt, zu 16sen , bringen wir in jedem
Schritt mittels des Q R—Algorithmus

QIFQi=T, (5.21)
auf Schurform (reelle Schurform), bilden

QT H,Qi = QT X,Q; QT F,Qi +QT FI QY (5.22)
R
Y T;
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und 16sen mit Bartels/Stewart.

Das grofie Problem beim Newtonverfahren ist die stabile Startndherung, denn wir miissen ein
Xy finden, so dass ' — GXj stabil ist. Dies ist im Prinzip nur durch Losen einer Riccati—
Gleichung moglich, daher wird das Newtonverfahren bevorzugt als Nachiterationsverfahren
verwendet. Man kann aber fiir die Nachiteration auch direkt Satz 5.3 verwenden, indem man
den Loser fiir die Riccatigleichung immer wieder auf die Defektgleichung (5.4) anwendet und
jeweils den stabilen invarianten Unterraum berechnet. Wir haben ndmlich die folgenden Sétze:

Lemma 5.23 Betrachte die Riccatigleichung (5.1) mit F = A~-BR™'BT G = ~-BR™'BT H =
—(Q — SR71ST).

Sei (A, B) stabilisierbar und Xo eine symmetrische Ndherungslésung von (5.1). Dann ist
(A, B) stabilisierbar wobei

A=A—-BR 'BTXy— BR'sT

Beweis: Dies ist eine Riickkopplung. Also folgt die Behauptung mit der Invarianz von Stabi-
lisierbarkeit unter Feedback. O

Satz 5.24 Wenn die Spalten von [ gl } € C?™" den invarianten Unterraum zu den stabilen
2

FEigenwerten von

F G 1 [A-BR'BTX,-BR ST @&
H —FT |~ H —FT

mit H = H+ FT'Xy+ XoF — XoGXy
= Q-SR'ST+ATXx, - STR'BTX,
+XoA — XoBR™'ST — X,GX,,

aufspannen und P = Zngl, so ist X = Xo + P die eindeutige positiv semidefinite Losung
von (5.1).

Beweis:
P =771

F G I [1 1
IR
ZlZZl_1 ist stabil wenn Z stabil ist.

Nun ist aber )
F+GP=2,27;"

— F+GP = A-BR'B'Xy,-BR'ST —BR'B'P
= A-BR'BT(Xq+P)-BR'ST.
stabil. Die Eindeutigkeit folgt damit aus Satz iiber die Riccatigleichung. 0

Wir kénnen damit den folgenden Defekt—Korrekturalgorithmus durchfiihren.
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Algorithmus 5.25 Defektkorrektur fir die algebraische Riccatigleichung

Input: A, B,Q, R, S, Toleranz tol fiir Residuum

Output: Lésung der Riccati-Gleichung (5.1) mit F = A— BR™'ST H = —(Q — SR™1S7T),
G = —BR™'BT sowie Fehlerabschitzung fiir die Giite der Lisung.

(1) Verwende irgendeine Lisungsmethode, um die stabilisierende Losung X wvon (5.1) zu
berechnen.

(2) Setze P=X,X =0

(3) WHILE ||P|| > Tol
Setze X := X + P,
H:=H+F'X +XF - XGX,
F:=A—BRY(BTX + 87),
verwende irgendeine Lésungsmethode, um die stabilisierende Losung von

H+FT'P+PF—-PGP =0 (5.26)

zu berechnen.
END WHILE

END.

In manchen Fillen ist es notwendig, das neue Residuum H mit erhohter Genauigkeit zu
berechnen (wie bei Gauss Nachiteration).

Wenn die in (1) verwendete Methode die ersten Stellen korrekt berechnet, so ist nach 1-2
Schritten die Losung korrekt bis zur Maschinengenauigkeit.

Jede Methode zur Losung von algebraischen Riccatigleichungen sollte einen Schritt Defekt—
Korrektur nach sich ziehen.

Zur Losung von (5.26) wird bevorzugt das Newton—Verfahren verwendet.

5.2 Die Signum—Funktions—Methode

Sei A € R»™(C™") S = P~'AP die Jordan-Form von A, S = D+N, D = diag (dy,---,d,), N

nilpotent. Angenommen, A habe keine Eigenwerte mit Realteil 0, dann definiere
sign (A) = PYP~! (5.27)

wobei
Y = diag (01, -+, 0n),0; = sign (Realteil d;) (5.28)

Fiir Matrizen mit rein imagindren Eigenwerten ist sign(A) nicht definiert.

Es gilt
sign (A) = lim Z, (5.29)
k—o0
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wobei .
e+ 7,
Zo=A, Zpp= sz (5.30)
Dies ist ein Newtonverfahren fiir Z? — I = 0. Sei nun X die stabilisierende Losung der
Riccatigleichung (5.1). Dann gilt
y_[F G ]_[1 0)[F+ax G 1 01! (5.31)
T | H -FT || X I 0 —(F+G@X)T || x 1T '
Da X die stabilisierende Losung ist, gilt F' — GX stabil
. | Wi Wi | T 0 -1 Z I 0
o= W W) [ L0 [ T Z][ 0]
=
Wi Wiz | | -1
e [ )= ] 639
<~
Wia Wi I
X+ + =0 5.34
L e[ ]+ 5] 639
<~
Wio Wi +1
X=- 5.35
[ Wao +1 ] [ Way } (5:35)

Damit 16st X dieses iiberbestimmte System von Gleichungen und dies kann mit Hilfe der
QR~Zerlegung gelost werden.
Wir erhalten dann den folgenden Algorithmus

Algorithmus 5.36 Sign—Funktions—Methode

Input: F,G, H € R™" so dass
[ F G

g _pT ] keine rein imagindren Eigenwerte hat.

Output: Losung der Riccatigleichung 5.1 und Fehlerabschitzunyg.

F G
wa=|y Gl
(2) FOR k=0,1,2,... UNTIL Z, konvergent
Zy = | det Zy| 2 Z,
Ziy1 =2k — 5 (Z — (J Zy) 1)
END FOR

Wi Wiz

3) Mit Z, —
(3) Mi [Wm Was

:| s Wz‘j € R™™ [ose

Wi 1y | W+l
Waoo + 1 War

(4) Verwende Defekt—Korrektur Algorithmus 5.25 mit diesem Startwert X zur Berechnung
von genauerem X und Fehlerschdtzer P.
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END.

Kosten: (’)(n3kmax)+ Defektkorrektur, kmax = ff Iterationen.

Die Determinante erhélt man als Nebenprodukt bei der Berechnung der Inversen von JZj
bzw. der Losung des Gleichungssystems mit JZj iiber die QR oder LR Zerlegung. Beachte,
dass

J Z) symmetrisch indefinit ist.

Die Sign—Funktionsmethode als solche ist NICHT numerisch stabil, es gibt grofie Probleme,
wenn Eigenwerte nahe an der imaginédren Achse liegen, und natiirlich auch wenn Zj fast
singulér (d.h. reelle Eigenwerte nahe an der imaginéren Achse).

Ohne Defektkorrektur nicht praktikabel.
Wird sehr viel verwendet.

Newtonverfahren und Sign—Funktionsmethode sind anders als die anderen Methoden nicht
direkt iiber die Berechnung des invarianten Unterraums der Hamiltonischen Matrix erklért.

5.3 Laub’s Schur—Methode

Dies ist der am héiufigsten verwendete Ansatz:
In der letzten Ubung haben wir gesehen, dass wenn wir die reelle Schurform der Hamiltoni-

. F G
schen Matrix ‘H = [ g _pT ] berechnen, d.h.
T
[Qn le] [F G } [Qn Q12]:[T11 T12} (5.37)
Q21 Q22 H -FT Q21 Q2 0 Tx ’
und die Eigenwerte von T7; haben alle negativen Realteil, so ist
X = QuQ} (5.38)

die gesuchte Losung der algebraischen Riccatigleichung (5.1).
Wir kénnen darauf also den folgenden Algorithmus aufbauen.
Algorithmus 5.39 Laub’s Schurmethode

Input: H wie in (5.2), F,G,H ¢ R"" G =GT,H = H" ,’H habe keine Eigenwerte mit
Realteil 0.

Output: Stabilisierende positiv semidefinite Losung X der algebraischen Riccatigleichung 5.1.

1. Schritt: Bestimme Q € R?>™?" orthogonal, so dass

Ty Tho ] _ [ Qu Q12 }
0 T |’ Q21 Q22

Ti1,The € R™™ quasi obere A-Matriz, Re(\) < 0 fir alle A € o(T11), Q5 € R™™.
Dies kann mit Hilfe des QR—Algorithmus gemacht werden, gefolgt von anschlies—
sender Umordnung der Eigenwerte mit Hilfe des Bartels/Stewart Algorithmus.

QTHQ = [
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2. Schritt: Lose Q11X = Qo1 mit Hilfe der QR— (oder LR—-) Zerlegung (mit Pivotisierung).

3. Schritt: Verwende Defekt—Korrektur Algorithmus 5.25 mit diesem Startwert X zur
Berechnung von Fehlerschranke und eventuell verbessertem X.

Kosten: O(n®) plus Defekt Korrektur.

Numerisch stabil aber nicht strukturerhaltend, denn QT HQ ist nicht Hamiltonisch und die
Losung ist nur theoretisch symmetrisch. Ohne ein strukturangepafites Defektkorrekturverfah-
ren und viele kleine Details ist das Verfahren nicht so gut. Dies ist das am meisten verwendete
Verfahren, implementiert in Paketen wie NAG, MATLAB—-Control toolbox.

Es gibt bisher im wesentlichen folgende Methoden

Kosten Vorteile Nachteile
Newton O(n?) pro Schritt | monotone Berechnung des
quadr. Konvergenz | Startwerts
Sign—Funktion O(n?) pro Schritt | einfach , instabil, insbes.
parallelisierbar, bei Eigenwerte nahe der
Imagindren Achse
Schur—Vektor-Methode O(n?) numerisch stabil keine Strukturerhaltung
Hamiltonischer QR O(n?) numerisch stabil, vorab Reduktion auf
(Byers) strukturerhaltend | Hamiltonsiche

Hessenbergform i.a.
nicht gegeben.

SR O(n?) strukturerhaltend | instabil.
Bunse-Gerstner/Mehrmann
OSMARE Multi-Shift O(n?) strukturerhaltend | wesentlich

Amar/Benner/Mehrmann numerisch stabil langsamer als QR



Kapitel 6

Singulire Steuerungsprobleme

Fiir singulére Steuerungsprobleme
Ei = Az + Bu,y = Cz  z(ty) = 2°. (6.1)

brauchen wir eine Abschwichung der Begriffe vollstandig steuerbar, vollstindig beobachtbar.
Definition 6.2

i) Das System (6.1) heisst vollstéindig steuerbar, falls
Rang [aE — BA,B] =n  Y(a, 8) € C2{(0,0)} (6.3)

it) Das System (6.1) heisst vollstdndig rekonstruierbar (beobachtbar) falls

Rang { QEE,BA ] =n VY(a,p8) € C{(0,0)} (6.4)
iti) Das System (6.1) heisst stark steuerbar, falls
Rang [\E — A,B]=n VYAeC (6.5)
und
Rang [E, ASw,B] =n (6.6)

wobei Soo eine Matrix ist, deren Spalten Kern (S) aufspannen. Bedingung (6.6) heisst
Steuerbarkeit bei co oder Impulssteuerbarkeit.

iv) Das System (6.1) heisst stark rekonstruierbar (beobachtbar) falls

Rang [ )\ECTA ] =n VYAeC (6.7)
und
E
Rang | TLA | =n, (6.8)

C

wobei T, eine Matriz ist, deren Spalten Kern (E*) aufspannen. (6.8) heisst Rekonstru-
ierbarkeit (Beobachtbarkeit) bei oo oder Impuls—Beobachtbarkeit.

99
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v)

vi)

vii)

KAPITEL 6. SINGULARE STEUERUNGSPROBLEME
Das System (6.1) heisst Zustands—regulariserbar, falls es eine lineare Zustands—Riick-
kopplungssteuerung u(t) = Fx(t) gibt, so dass aFE — (A + BF') regulér ist.

Das System (6.1) heisst Ausgangs—regulisierbar, falls es eine lineare Ausgangsriickkopp-
lungssteuerung u(t) = Fy(t) gibt, so dass aFE — (A + BFC) regulir ist

Das System (6.1) heisst erreichbar falls Rang (E, B) = n.

Zuerst einige Beispiele:

. o1 J10 Jo
Beispiel 6.9 (a)E—[O 0},14—[0 0},B—{1]

b)

0O a p 0| .
0 oo )] =2 £ 00

= System ist vollstindig steuerbar, obwohl aF — BA nicht reguldr.

5= 4

Rang [aFE — BA, B] = Rang [

0
= System ist steuerbar bei co
= System ist stark steuerbar

Rang [E, Bl = Rang [ (1) (1) ] =2

— ist erreichbar.

= Rang [E, AS~, B] = Rang [ (1) (1) (1) ] =2.

1 00 010 0
E=|000|,A=|0 0 1|,B=1]0
0 01 0 00 1
a -6 0 0
Rang [aFE — BA,B] = Rang | 0 0 —3 0 | <3.
0 0 a 1
fir 3 =0.
= nicht vollstdndig steuerbar.
A =1 0 0]
Rang [\ — A,B]=Rang | 0 0 -1 0 | =3
0 0 X 1]
0 [1 0|10
Seo=| 1| = Rang [E,ASx,B] = Rang | 0 0|/0]0 | <3
0 0 1|01
= nicht steuerbar bei co i
—> nicht stark steuerbar.
1 0 0]0
Rang [E,B]=Rang | 0 0 0|0 | =2
00 1|1

— nicht erreichbar
ol — BA singular.

o[ 2 (2 e[

Rang [aE—BA,B]:Rang[aEB _Oﬂ ?]zlfm‘ﬂ:()



= nicht vollstdndig steuerbar
Rang [\E — A, B] = Rang [ 0 10

A—1 0 1}:2\”

Rang [E, AS~, B] = Rang [ (1) ‘ (1) ‘ (1) } =2

— stark steuerbar.
Rang [E,B] =1
— nicht erreichbar.
aF — BA reguldr.
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Wir wollen nun auch wieder numerisch berechenbare kondensierte Formen entwickeln, aus

denen die Systemeigenschaften abgelesen werden kénnen.

Dazu miissen wir anschauen, welche Transformationen wir an dem System durchfiihren kénnen

ohne die Losungseigenschaften zu veréndern.
Es gibt zwei Sorten von Transformationen fiir

Fi = Az + Bu,y=Cx,E,Ae C" BeC"™ C e CP!

a) Zustandsraumtransformationen

E=PEQ, A=PAQ, B=PBR
C=50Q

wobei P € C™",Q € CH, R € Cmm, S € CPP nichtsingulér sind.
Die Quadrupel (E, A, B,C), (E, A, B,C) sind dquivalent.

b) Riickkopplungen

i) E=FE+BF,A=AB=b,C=C Zustandsableitungs—
feedback

i1) FE=FE A=A+ BF,B= =C Zustandsfeedback

iiiy E=F+ BFC,A=AB=B,C=C Ausgangsableitungs—
feedback

iv) E=E,A=A+BFC,B=B,C =C Ausgangsfeedback

(6.10)

(6.11)

(6.12)

Man kann sich nun anschauen, was die Normalformen unter (6.10), (6.11) oder beiden zusam-
men sind und damit sémtliche Systemeigenschaften charakterisieren. Wir fordern statt dessen,
dass P,Q, R, S unitir sind, so dass es numerisch stabile Verfahren gibt diese zu berechnen.

Wir haben das folgende Lemma

Lemma 6.13 FEs gibt eine Zustandsraumtransformation der Form (6.11), so dass

Ein 0 Eig | r A A Agg
PEQ: 0 0 0 S ,PAQ: A21 A22 A23 ,PB:
0O 0 O n—r—s=gq 0 0 Ass
CQ = [C1 Cy C3)

mit r = Rang (E), s = Rang (Ba).

By
Bs
0
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Beweis: Per Konstruktion. Mache eine Zeilenkompression
By B Ei 551 f:hl f:112 1‘113 r
P[E, B, A] = 0 0 0 B2 A21 A22 A23 S
0 0 0 0 Agl A32 A33 q=n—Tr—=s

mit r = Rang (E) s = Rang (Ba). Falls span(B) C span(FE) so ist B = 0. Die Zeilenkompres-
sion kann mit QR Zerlegung oder Singulérwertzerlegung gemacht werden. Mache dann eine
Asg Az Az } <o dass

Spaltenkompression, angewendet auf die Untermatrix [ -
Ey3 E1n Erg

Ass /:131 12132—(2 [1433 0 O]Q

Ei3 Eu Enp | Eis Enn 0] r
Oo0I1] 010 i
undsetze Q= | I 0 0 [Q | 0 O I | sofolgt mit diesem P,(Q die Behauptung. O
0 I 0 I 00

In Lemma 6.13 ist nichts {iber den Rang von FE11, Ass ausgesagt. Falls Rang (E71) nicht voll
ist , so wiederholen wir die Konstruktion aus dem Beweis von Lemma 6.13 so lange, bis wir
F11 nichtsingulér erhalten.

Satz 6.14 Betrachte ein quadratisches Problem der Form (6.10) mit | = n. Es gibt eine
Zustandsraumtransformation der Form (6.11), so dass

Ein 0 Eiz | 6@ A A Az | 4
PEQ=| 0 0 Exp | n—ti—tz=ty ,PAQ= | Asy Az Az | t2
0 0 FEs3 t3 0 0 Asj t3
_— (6.15)
PB=| By | ta, CQ=[C1 Cy C3]
0 t3

und

i) Rang (En1) =t
ii) Rang (Ba) = to
i11) Ass ist Block—obere—Dreiecksmatriz mit quadratischen Diagonalblécken
iv) Esg ist Block—obere—Dreiecksmatriz mit 0 Diagonalblicken und der gleichen Einteilung

wie A33 .

Beweis: Induktive Anwendung von Lemma 6.13.
Fiir den Anfangsschritt wende Lemma 6.13 und erhalte

CED o gD B
OWpem - | o 0 @ = | o
PYEQ 0 0 0 s, PYB B,

L0 0 0 ]q 0

ERE Vo
PmAQW = | A 4D 40 cow — [c@ ) o

o o A
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Fiir den Induktionsschritt sei angenommen, dass wir P& Q) gefunden haben, so dass das
System die Form (6.15) hat mit der Ausnahme, dass der Rang von (E1;) nicht voll ist.

Wende Lemma 6.13 auf

| A Ag By

C = [Cl CQ] an

g 0]7 A_[An Am}’éz[fﬁ}

und erhalte P, Q. Setze

~ (k) ~
k+1) _ | PO (k1) _ o) | @ 0
P — [0 0] et —qn [ € 9.

Entweder ist der (1.1) Block von P*+1) EQ®*+1 nicht singulir, so haben wir die gewiinschte
Form oder wir konnen den Prozess wiederholen.

In jedem Schritt wird die Dimension des (1.1) Blocks um mindestens 1 kleiner. Also ist man
nach maximal n Schritten fertig. O

Die Hauptkonsequenz aus Satz 6.14 ist, dass durch diese Transformation die Teile, die nicht
steuerbar bei co sind von den anderen getrennt werden.

Korollar 6.16 Sei das System (6.10) transformiert auf die Form (6.15), so ist das Subsy-

stem ) )
Eip O | . 12 1 B
[O 0}[3&2}_[1421 A22:||:1'2:|+|:B2:|n (6.17)
steuerbar bei 0o.

Beweis: Da S =

o] . _ Eun A By
7 }, so ist Rang [E, AS, B] = Rang [ 0 Ay B } voll, da Rang

(F11) und Rang (Bs) voll. 0

In vielen Féllen miissen wir die Ausgangsvariablen zur Steuerung verwenden, also kommt C
auch noch ins Spiel:

Satz 6.18 Betrachte ein quadratisches Problem (6.10) (I = n). Es gibt eine Zustandsraum-
stransformation mit unitiren Matrizen P,Q welche die Systemmatrizen wie folgt transfor-

mieren: ) ~

Ein 0O 0 E:14 1 &
- 0 0 0 FEy | t
PFE = ~ - - ~ %
@ Es1 Esp FEszz Ezq | t3
| 0 0 0 E44 | t4
i {111 {112 0 {114 1 &
- Ay A 0 Ay |
PA = I L ~ - . 6.19
@ Az1 Az Asz Asy | B3 (6.19)
| 0 0 0 A44 | 754
[ B t
~ B 7?2 ~ = ~ ~
PB = |22 2 co=[¢, 6, 0 &
By | s Q=[C & 4]
0 ty
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Dabei gilt

(1) Rang (En) =t
(2) Rang (ég) = TQ
(3) Ass, A], ist Block untere A-Matrix

(4) FEs3, EL ist Block unNtereNAfMatrix mit 0 Diagonalblocken der gleichen Dimension wie
der Diagonalblocke As3(Aj,).

(5) das Untersystem bestehend aus den ersten beiden Blockzeilen und Spalten ist steuerbar
und beobachtbar bei oco.

(6) Das Untersystem bestehend aus den ersten 3 Blockzeilen und Spalten ist steuerbar bei
00.

Beweis: Bestimme zuerst Pp, @1, so dass die Form (6.15) entsteht und wende dann den Satz

(6.14) auf
H
H_ | Bu 0 i | A A s H
E_[ ! O],A_[Am AQJ B=[C G

an, d.h. bestimme P, Q welche das Subsystem transformieren. Setze Py = [ Q@ 0 } , Qo =

0 I
P
[ 0 I }
P = P,P;,Q = Q1Qs. Dann erhalten wir die Form (6.19). Eigenschaften 1.—4. folgen sofort
aus Satz 6.14 Teile 5), 6) folgen durch sukzessives Anwenden auf am Satz 6.14. O

Diese beiden Sétze sagen einem sofort ob es iiberhaupt moglich ist durch Riickkopplung das
Biischel zu regularisieren.

Satz 6.20 Sei System (6.10) in der Form von Satz 6.15 gegeben, so existiert ein F' € C"™"™,
so dass aE — (A + BF) regulir ist genau dann wenn Ass nichtsinguldr ist.

Beweis: Sei F' € C™" partitioniert als F' = [ P Fy Fj ], dann ist

oF — B(A+ BF) = (6.21)
Ein 0 Egg Ay A Ass By
al|l 0 0 Ey | -0 Ay A Asg | + | Be | [F1FLF3]
0 0 FEs 0 0 As 0

= det[aE — f(A+ BF)] =

Ey 0 A A By
det [OZE3:9,r— ﬁA33] det v |: 0 0 :| —ﬂ <|: A21 A22 :| + |: B2 :| [F1F2]> .
=—fdet A3z
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Falls Ass singulér, so ist wegen der speziellen Form

0 = T *x T - T
Es3 = R Asz = h . and det (aF33 — #A33) = 0 unabhéngig
. x * . .
0 T

von «, (3 also ist das Biischel singulér, unabhingig von F. Angenommen Asg ist nichtsingulér.
Da Bs vollen Rang hat so gibt es F5 so dass Ass + BseF5 nichtsinguldr. Sei F [ 0 F», 0 ]
so folgt aF — A(A+ BF) = o [ Hu 0 ] 5 [ PR
En 0]_6[;111 Apy

0 0 0 Az + Bk
minante ist det(aF1; — ﬁfin)- det (—B(Aga + BaFy)) # 0 fiir 8 # 0, (o, B8) ¢ O’(EHAH), da
Ehq, Ags + Bo F5 nichtsingulér. a

]. Die Regularitdt hierfiir

ist dquivalent dazu dass « [ } regulér ist denn die Deter-

Wir haben schon gesehen dass ind(E, A) < 1 sein sollte, weil wir sonst Ableitungen von u(t) in
der Losung erhalten. Was ist nun der minimale Index den wir erreichen mit feedback kénnen?

Satz 6.22 Sei System (6.10) in der Form von Satz 6.15 gegeben und Ass nichtsingulir. Dann
existiert F' € C™", so dass a5 — (A + BF) reguldr und

ind o (E, A+ BF) = ind 0 Bz (6.23)
0 FEjs3

Beweis: Wihle F; € C™!  so dass A9y + BoFy = 0 und wihle F, € C™*!2 so dass Aoy + BoFy
nichtsingulér. Beides ist moglich da Bs vollen Spaltenrang hat. Setze

F = [ F, 0 ] . Dann ist aF — 8(A + BF)
block oberes A—Biischel mit Diagonalblécken
abn — B(An + Bily),

ol O Eos | 4 Agz + Boly  Ags (6.24)
0 E33 0 A33
Der erste Block ist regulidr und hat Index 0, da 11 nicht singulér ist. Beim zweiten Block ist
die rechte Seite invertierbar, also ist der Index der von [ 0 523 ] . O
33

E
Da wir aber im allgemeinen wollen, dass das System index 1 ist, so muss gelten [ E23 } =0
33

und Agzsz invertierbar. Was passiert aber wenn dies nicht gilt, d.h. [ E23 } = 0 oder Asg nicht
33
invertierbar? Falls Ags nicht invertierbar so ist das System nicht regularisierbar, also auf jeden

Fall schlecht. (Wahrscheinlich ein Modellfehler.)

Satz 6.25 Sei das System (6.10) in der Form von Satz 6.11 und regularisierbar, d. h.

Ein 0 Egs 21 A Ap Ais 1 By
0 0 E23 x'g A21 A22 A23 X9 + BQ n (626)
0 0 E33 .i'g 0 0 A33 €3 0
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und Assg nichtsinguldr, so folgt x3 = 0.
Beweis: Die dritte Gleichung lautet

Es3i = Aszxs

und damit folgt
A§31E33i3 = 3.

0 1
Y1
Aber A§31 Ej33 ist block—obere—/A Matrix mit 0 Blocken auf der Diagonale also folgt :
1 Yk
0
Y1
: = 23 =0. O
Yk

Es folgt, dass der Teil des Systems der nicht bei co steuerbar ist 0 ist, also unproblematisch
denn er ist stabil. Nach Satz 6.14 ist der Rest des Systems steuerbar bei co. Man kann also
diesen Teil des Systems einfach weglassen.

Beispiel 6.27 Betrachte ein klassisches Rollringgetriebe.

Is 0 0 1 0 I3 0 0
0 M 0 i | =1 Q —P GT [z+| S |u (6.28)
0 0 0 T3 H G 0 0
Ir 0 0 0 [0 0 0
wobei M = mg LP=10 +di —-d1 |,Q=]10 ¢ -
my 0 —d1 d1 | 0 —C1 C1
1 .
Ir — Trdigheitsmomente
S=10 :
0 mg —  Getriebemasse
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v, —  Wellenumfangsgeschwindigkeit

I @ —  Schwenkwinkel

my Zusatzmasse, z, Auslenkung der Zusatzmasse, zg Auslenkung des Getriebes.
M3 ist invertierbar.

Is 0 0
Das System ist nicht steuerbar bei 0o, da Soo = e7 und [ E, AS,, B ] =| M G' S
0 0 O

Wir kommen zur Ausgangs—Riickkopplung.

Satz 6.29 Sei System (6.10) in der Form (6.15) gegeben, Ass sei nichtsinguldr und [ 12122 ]
2

habe vollen Spaltenrang. Dann ist das System mittels Ausgangs—Riickkopplung regularisierbar,

d. h. F so dass aE — (A + BFC) regulir und

ind (0F — (A+ BFC)) = ind | 0 % (6.30)
0 FEjs3
Beweis: Da Bs vollen Zeilenrang und 14(1;’22 vollen Spaltenrang haben, so gibt es F', so dass
2

Ao + By F'C5 nichtsingulér. Dann kénnen wir die gleichen Argumente wie im Beweis von Satz
6.20 und Satz 6.22 verwenden. O

Wir haben auch ein Analogon zu Satz 6.25 fiir den Ausgangsfall.

Satz 6.31 Sei (6.10) in der Form (6.19) aus Satz 6.18. Falls das System regularisierbar ist
so sind Ass und Agq nichtsinguldr und x4 = 0.

Beweis:

setor—pia+m#0) = aafa| 3 0] -([ 3 32 ]

N [ i ] FlG G ]> } det(aBs; — fAss) det(a By — fAu)

Wegen der Struktur von aF — BAss, aFEyq — A4y ist die Determinante identisch 0 falls Ass
oder A4y singuldr sind . Der Rest folgt genau wie vorher. Man erhélt

Eyaty = Agay (6.32)

und aus der Struktur folgt z4 = 0. O

Die Komponenten die zum 3. Block gehoren sind gefihrlich, da es falls der Index nicht 0 ist
d. h. 3 > 0 und Es33 # 0, dann Ableitungen von u in dieser Komponente gibt. Diese werden
aber nicht beobachtet.
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Wir nehmen daher in Zukunft an, dass das System steuerbar und beobachtbar bei oo ist,
d. h. die 0 Komponenten sind schon eliminiert. (Falls das nicht gilt, so muss man diese
Komponenten mittels der Reduktion auf die Form (6.15) oder (6.19) entfernen. Dies ist aber
sehr gefihrlich unter dem Einfluss von Rundungsfehlern (Stérungen wie Rauschen) kénnen
diese Komponenten trotzdem noch Arger bereiten.) Das diirfte aber ein Modellierungsfehler
sein, daher nehmen wir an, dass das System steuerbar und beobachtbar bei oo ist.

Wir betrachten nun weitere kondensierte Formen.

Satz 6.33 Seien E,A € C"" B € C™" C € CP"™ so gibt es unitdre Matrizen U,V €
Crm™ow e C™MY € CPP so dass

* _ [ Xe 0]t * T By Bz 0| &
UTEV = 0 0| t—ty’ UrBW. = | By 0 0] n—t;
_ N 6.34
Cii Ci2 | L " An A : (6:34)
YOV = 021 0 l2 ’ U*AV _ All A12:| 1
0 0 ls Agp A | n—11
wobes
[ Aga Axz Aas 0 0] to By | to
R Ay Azz Az Y35 0| 13 B3 | t3
Ay = Ay Az >4y 0 0| ty ,Byy=1| 0 ty
0 S 0 0 0] ts 0 | t5
0 0 0 0 0] t 0 | t
[ Ao ] 1o (6.35)
R Azt | t3
A = Ay |ty A =] An Az A Az A |t
As1 | t5
| A6t | te
Crp = [Ciz Ciz 0 0 0]ly,lL = sotts

Y oE D s5s 2oaas 2osg Sind nichtsinguldre Diagonalmatrizen, Bya hat vollen Spaltenrang, Coy
hat vollen Zeilenrang und [ gm ] , [Ch12 Ch3] sind nichtsingulir.
31

Vor dem Beweis einige Folgerungen:

Korollar 6.36 Secien E, A in der Form (6.34) (6.35). Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

(i) aFE — BA regulir und ind(E,A) =1
(ii) Agy nichtsingulir

(iii) s¢ =ts = 0 und Agg ist nichtsingulir
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(iv) Rang [E, ASsx] =n

(v) Rang [ TfA } .

Beweis: Die Aquivalenz von ii), iii), iv) und v) folgt aus der Form von Agy und aus

. Sp 0
[, 0 Ap E ]
[E,ASOO]_[ o e A= 00 (6.37)

Ay Ag
ii) = 1) Aus ii) folgt das aF — fA &quivalent zu

PN
a [ ZOE 8 ] -0 [ An = A102A22 Az ? } ist, welches natiirlich index 1 hat. i) = iv) Aus

i) folgt, dass aE — A dquivalent zu « [ é 8 } —-p [ é ? ] ist. = Rang [F, AS] =n. O

Korollar 6.38 Seien (E, A, B,C) in der Form (6.84). (6.35)

(i) Das System ist steuerbar bei oo genau dann wenn tg = 0.

(ii) Das System ist beobachtbar bei co ganu dann wenn sg = 0.
Beweis: Folgt sofort aus der kondensierten Form. O

Korollar 6.39 Seien (E, A, B,C) in der Form (6.34), (6.35).
i) Rang [E, B] = n genau dann wenn ty =t5 =t3 =0

ii) Rang [ g } =n genau dann wenn ty =tz = sg = 0.

Beweis: Folgt sofort aus kondensierter Form. O
Beachte dass Rang [oF — A, B] = n Y(a, 3) # (0,0)

= Rang [E, B] = n und

Rang [ O‘EgﬁA ] — nY(a, B) £ (0,0)

zRang[g} =n.

Korollar 6.39 liefert also notwendige Bedingungen fiir vollstdndige Steuerbarkeit und Erreich-
barkeit. Wir kénnen im folgenden annehmen, dass in der kondensierten Form ks = [3 = 0,
denn diese Teile kénnen wir einfach weglassen durch Definition eines neuen u oder .

Nun zum Beweis der kondensierten Form. Wir machen das konstruktiv mit dem folgenden
Algorithmus.
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Algorithmus 6.40
Input: Matrizen E, A € C"", B € C»™ C € CP"

Output: unitire Matrizen u,v € C™"™, w € C™™

y € CPP, s0 dass UEV,U*AV,U*BW,y*CV in

KAPITEL 6. SINGULARE STEUERUNGSPROBLEME

kondensierter Form (6.34) (6.35).
Setze U :=1,,V = I,,W :=1,,Y = I,.

Schritt 1: Berechne SVD E = Ug [ ZOE

guldr. Setze

0

0 } Vé{ mit Y, der Grisse t x t; und nichtsin-

4
E = UpEVg= [ 0 o
v | AL A
0 21 22
« B . 1 1
B = UpB= Bh)]C.:CVE:[C}) Cé) }
2
U = UUg,V.=VVg
Schritt 2: Berechne SVD’s
0 " 0 "
BS):UB[Z(:)B O]VB CS):UC[%C O]VC

mit ) der Grisseky x ki und )~ der

Grdsse 11 x l1 und nicht singuldr. Setze

0 0
E :{[tl O]E{Itl O}: z(:)Eoo
0 Ug 0 Vo o 0 0
r 2 2 2
W0 tn o [AR A ag
e [ LAl ] LAl Al Al
B ¢ 2 4@ 4©
(2) _(2*’)431 A32 A33
I, O Byy By
B | gy e 25 0
Sl Vel P oo oo
v o= vl O yoyl|n Y =YUc,W =WV;p
0 UB Y VC Y )

Schritt 3: Berechne SVDs

0

Bg) = Uiz [ %12 0



mit 221 der Grosse ko X ko, und 212 der Grosse ly X lo micht singuldr und setze

3 3
oo plde 0] B BY S
o 0 Via | ZOB 8 8 o 0 Vig
_ [, o0 B =© _ v Iy 0
C = [0 U ]C— Cy; o o, Y=Y 0 Uy |
21 0O 0 0

Schritt 4: Berechne SVD

2 0 |«
Az(as) =Ua [ %44 0 } Vi

mit Y4, der Grosse ty X ty nichtsinguldr und setze

] ] 000
I, 0 0 I, 0 0 Z(:)E 00 0
E = 0 Ik?l 0 E 0 Il1 0 = 0 00 0
L0 0 U 0 0 Vu 0 000
3 3 3 3
N A T,
t1 t1 A(3) A(3) A(3) A(3)
A = 0 Iy, 0 [A=]0 L, 0 |= A%?}) A%g) 23 84
0 0 U | 0 0 Vy po An 2
AD AP0 o
) ] 3 RB)
L, 0 0 Byy By 0 I,
B = I, 0 |B:i=| 280 0 U=U I,
0 0 U 000 Ua
- - 0 0 0
[ I, 00 ] ¢y Yo 000
C:=0Cl0 I, 0 |=|cP® 0o 00
L 0 0 Via 0 0 00
(L, 0 0 ]
V =V|0 I, 0
L0 0 V|

Schritt 5: Berechne permutierte SVDs

0 > * (3) 0 0 *
A(3):U4[ 53]V,A = U :[ ]V
42 2 0 0 42 24 24 235 0 24

111
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mat 253 der Grésse ts X ts und 235 der Grosse tg X ts michtsinguldr und setze

(S, 000007 #
Iy, Iy, 0 00 0 0 0] t
B Uz, Vio 0 0000 0] t
B o= I, E Iy, o 0O 0 0 0 0 o0 ta
Ul Voy 0 00 0 0 0] ts
L0 0000 0] t
[ A A Az A Ass
Iy, Iy, Agr Az Axz Ay O
A4 = Uz, B Vo _ | Azt Asz Asz Ags Yo
Iy, Iy, Ay A Ay Y4y O
Ujs Vay As1 O 253 0 0
A 0 0 0 0
[ Bi1i Bia 0]
Iy, By 0 0 Iy,
_ Uz, _ | Bun 0 0 _ Uay
B = L, B=1"9 o o U=V L,
U, 0 0 o0 U
0 0 o]
It V. Cii Ci2 Ci30 0 0 I
c = C 42 ; = Cyi O 0 00 0] I
tyq
0 0 0 0 0 O l
| Vaa 3
_It1 0 0 0
. 0 V0o O
V.=V 0 0 L, O
00 0 Vi

Wir kénnen also die kondensierte Form durch 8 SVDs berechnen. Falls wir nur Zustandsriick-
kopplungen betrachten wollen und keine Ausgangsriickkopplungen, so kénnen wir C = [
setzen und die Transformationen, die auf C' operieren einfach weglassen.

Mit Hilfe von Satz 6.33 kénnen wir nun Riickkopplungssteuerungen konstruieren:

Satz 6.41 Seien E, A, B,C in der Form (6.34), (6.35) gegeben. Falls das System steuerbar
und beobachtbar bei oo ist, d. h.

E
Rang [E,ASwx,B] = Rang | TLA | =n (6.42)
C
so gibt es fir alle s e N 0 < s <ty =5y Matrizen F,G € C"™P, so dass
a(E + BGC) — B(A + BFC) reguldr, index 1 und Rang (E + BGC) =t; + s. (6.43)

ooooo}
(o))
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i) Falls s = ty, dann brauchen wir dazu nur Ausgangsableitungsriickkopplung (F = 0).

ii) Falls s =0, dann erreichen wir das mit nur Ausgangsrickkopplung (G = 0). In diesem
Fall gilt auch die Umkehrung, d. h.: Falls es F' gibt, so dass (6.43) gilt mit G = 0 so ist
das System steuerbar und beobachtbar bei co.

Korollar 6.44 Seien E, A, B,C wie in Satz 6.41. Falls Rang (A\E — A, B) = nV\ € C, und
E

Rang [E, ASs,B] = Rang | TXA | =n, so gibt es F,G € C"™P und eine Steuerung
C

u=Fy—Gy+w, (6.45)

so dass das neue ,closed loop*“ System, welches durch (E + BGC,A + BFC, B,C) gegeben
ist, stark steuerbar und beobachtbar ist, mit index < 1 und Rang (E + BGC) = t1 + s.

Beweis: Aus der Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit bei oo folgt die Existenz von B, C' so dass
a(E+ BGC) — B(A+ BFC) regulidr index 1, und immer noch steuerbar und beobachtbar bei
00. Die anderen beiden Bedingungen sind invariant unter Riickkopplung = Beh. O

Korollar 6.46 Seien E, A, B,C wie in Satz 6.41.

i) Es gibt G, wso dass E + BGC' nichtsingulir genau dann wenn

Rang [E, B] = Rang [ g ] =n.

it) Es gibt G € CP"™ und Steuerung u = —GYy + v so dass der geschlossene Kreis mit
(E+ BGC, A, BC) vollstindig steuerbar und beobachtbar ist mit Rang (E + BGC') =n
genau dann wenn

Rang [oFE — BA, B] = Rang [ aEaﬁB ] =n fiir alle (o, 8) # (0,0). (6.47)

Beweis: Wahle s = t9 in Satz 6.41. Fiir die Umkehrung folgt Rang = Rang [EB] =n

E
C
aus t3 =tg =t5 = tg = s¢ = 0. (6.47) ist invariant unter Riickkopplung = Beh. 0
Man kann die vorhandene Freiheit in der Wahl von F), G nutzen um die Kondition des Problems
zu verbessern, d. h., falls das Problem in der Form

FEi1 O A Al12 By
[0 0}’[1421 A22]’[Bz}’[CI CQ] (6.48)

ist, so soll Fq1, Aos beide gut konditioniert fiir Inversion sind.



