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Kapitel 1

Einleitung

Wir werden dynamische Systeme betrachten, die einen physikalischen, technischen oder
okonomischen Prozefl beschreiben. Diese sollen mit Hilfe von Eingangsgréfien so beeinflufit
werden, dal gewisse Ausgangsgrofien ein gewiinschtes Verhalten zeigen. Schematisch kann
man sich das wie in Abbildung 1.1 vorstellen.

U Y
- System -
Eingangsdaten Ausgangsdaten
Stellgrofen MefBwerte

Abbildung 1.1: Systembeschreibung als Black-Box.

Beispiel 1.1 Verdndert die Europdische Zentralbank den Leitzinssatz, so beeinflusst dies
die Entwicklung des deutschen Aktien-, Devisen- und Kapitalmarkts. Z.B. steigen oder
fallen der Wechselkurs zwischen € und US-$ und die Aktienkurse.

Betrachtet man den Aktien-, Devisen- und Kapitalmarkt als dynamisches System, dann
kann man die Hohe des Leitzinssatzes als eine Fingangsgrifie u und den deutschen Ak-
tienindexr DAX als eine Ausgangsgrifse y betrachten. Abbildung 1.1 liefert dann eine sehr
grobe Beschreibung der Mdrkte (die natirlich iberhaupt nicht beim Spekulieren hilft. .. )
Man beachte, daf in diesem Beispiel das System selbst nicht durch mathematische Glei-
chungen beschrieben ist (und auch bis heute in seiner ganzen Komplezitit nicht durch ein
mathematisches Modell beschreibbar ist). Das System ist also eine “Black-Box” — man
kennt den Systemzustand und seine Verdnderung nicht, man kann aber durchaus Aussagen
tiber die Beziehungen zwischen Fin- und Ausgangsgréfien gewinnen.

Wir werden hier instationére, also zeitabhéngige, Prozesse betrachten, d.h. Eingangs-

und Ausgangsgrofien sind Funktionen der Zeit ¢, also u(t) und y(t). Die moglicherweise
nicht genau bekannten Zustdnde des Systems zum Zeitpunkt ¢ bezeichnen wir mit z(t).

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Wir werden davon ausgehen, dafi das dynamische Verhalten der Systeme durch ein System
von Differentialgleichungen erster Ordnung beschrieben wird. (Erinnere: Differentialglei-
chungen hoherer Ordnung kénnen auf Systeme erster Ordnung zuriickgefiithrt werden.)
Recht allgemein kann man die Systeme, die wir hier betrachten, wie in folgender Definition
beschreiben.

Definition 1.2 FEin (nichtlineares) Regelungssystem (oder gesteuertes System ) gendigt fiir
t € [to, tr], to <ty < o0, den folgenden Gleichungen:

t = f(t,x,u) (Zustandsgleichung),

x(to)
y = g(t,z,u) (Ausgangsgleichung).

2 € X (Anfangsbedingung/ — zustand),

Dabei sind
x(t) : [to,ty] — A& der Zustand(svektor),
u(t) : [to,tf] — U die Steuerung oder Stellgroflen,
y(t) : [to,ty] — Y der Ausgang(svektor).

und

X CR™ der Zustandsraum,
U CR™ der Eingangsraum,
Y CRP  der Ausgangsraum.

n ist die Ordnung des Systems (auch: Zustandsraumdimension, falls X = R"). Das System
heifst autonom (zeit-invariant), falls

[t zu) = f(o,u) und g(t 2, u) = g(z,u),
d.h. firu(t) =0 ist & = f(x) eine autonome Differentialgleichung.

Fiir solche Systeme kann man also die Abbildung 1.1, wie in Abbildung 1.2 geschehen,
erganzen:

u(t) System y(t) = g(t, z,u)
Eingangsdaten - 75 = f(t, x, U/) Ausgangsdaten -
Stellgrofen MefBwerte

Abbildung 1.2: Nichtlineares System als Black-Box.

Versucht man nun, einen physikalischen, technischen oder 6konomischen Prozef§ durch
Gleichungen der Form (1.1)—(1.3) zu modellieren, sind folgende Aspekte von Bedeutung:



1. Was sind die “freien” Eingangsparameter (Steuer-/Stellgrofien)?
2. Was sind die Zustandsgroflen?

3. Welche Groflen kann ich messen bzw. beobachten? (Einige Zustandsgrofien oder alle
oder nur davon abgeleitete Grofien?)

4. Was ist der funktionale Zusammenhang?

5. Ist eine (zeit-)kontinuierliche Modellierung wie in (1.1)—(1.3) angemessen oder benotigt
man ein diskretes Modell, d.h. eine Beschreibung der Dynamik durch Differenzenglei-
chungen?

Oft sind auch gemischte Modelle (sogenannte Hybridsysteme) notig, da sich einige
Modellgroflen kontinuierlich, andere nur diskret beschreiben lassen.

6. Verhalten sich die Modellgroflen deterministisch oder stochastisch?

Im Folgenden werden wir meist davon ausgehen, dafl wir es mit einer kontinuierlichen Zeit-
skala zu tun haben und daf} ein deterministisches Modell zugrunde liegt. Spéter werden wir
auch Moglichkeiten untersuchen, wie man gewisse stochastische Einfliisse beriicksichtigen
kann. Auflerdem werden wir durchgehend einen einfacheren funktionalen Zusammenhang
als in (1.1)—(1.3) zugrunde legen: Wir nehmen an, da§ f und g linear-affine Funktionen
sind.

Definition 1.3 Fin lineares Regelungssystem liegt vor, falls X = R", U = R™, Y = R?
und

ftz,u) = Al)x(t) + Bt)u(t),
g(t,z,u) = Ct)a(t) + D(t)u(t),

wobei A(t) : [ty, 0] — R™™ B(t) : [to, 00| — R™™ C(t) : [to, o0] — RP*™,
D(t) : [to, o0] — RP*™ matrizwertige und hinreichend glatte Funktionen sind.

Fiir autonome Systeme gilt A(t) = A, B(t) = B, etc. Speziell sprechen wir von linearen
zeit-invarianten Systemen (LTI Systeme, von engl. “linear time-invariant”), wenn das
System folgenden Gleichungen geniigt:

(t) = Ax(t)+ Bu(t), =x(ty) =2° € R", :
y(t) = Cx(t) + Du(t). (1.5)

FEin zeitvariantes System (LTV System, von engl. “linear time-varying”) ist gegeben durch

i(t) = A@t)x(t) + B)u(t), x(ty) =2° € R, (1.6)
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t).
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Analog kann man lineare (zeit-)diskrete Systeme fiir k = 0, 1,2, ... wie folgt beschrei-
ben:
Tpy1 = Apxp + Brug, 9= 2 e R",
yr = Ckay + Dyuy, (1.9)

wobei A, € R™" B, € R™™ (), € RP*" D, € RP*" Im zeitinvarianten Fall gilt
A = A, B, = B, usw.

Bemerkung 1.4 Fir autonome Systeme kénnen wir o.B.d.A. annehmen, daff to = 0:
Bewegen wir uns von x° nach z' im Zeitraum [to,t] mit der Steuerungsfunktion u(t),
dann kénnen wir genauso von x° nach x' im Zeitraum [0,t, — to] gelangen, wenn wir die
Steuerungsfunktion u(t) = u(t — to) und Losungstrajektorie &(t) := x(t — ty) betrachten.

Wir werden im Folgenden davon ausgehen, daf§ die Steuerungsfunktion wu(t) in einem
Funktionenraum U, zuldssiger Steuerungen enthalten ist. Wir gehen davon aus, dal u
keinen Beschriankungen wie z.B. a(t) < u(t) < b(t) (komponentenweise) unterliegt. Dies
wiirde zu Fragestellungen der linearen oder nichtlinearen Optimierung fithren und soll hier
nicht weiter untersucht werden. Der Funktionenraum U,; wird hier i.d.R. die Menge der
verktorwertigen, quadratisch-integrierbaren Funktionen Ly ([ty, oo];U) oder der stiickweise
stetigen Funktionen PC/([to, oo];U) sein. Integration wird im Lebesgueschen Sinn verstan-
den.

Um die Abhéngigkeit der Losungstrajektorie der Differentialgleichungen (1.1), (1.4)
oder (1.6) von der Steuerungsfunktion wu(t) zu verdeutlichen, schreiben wir

z(t) = x(t;u),

wobei wir annehmen, dafl die Losung der jeweiligen Anfangswertaufgabe auf dem Intervall
[to, ty] fiir alle u € Uy, existiert und eindeutig ist.
Eine zentrale Frage in der Regelungs- und Steuerungstheorie lautet:

Sind ein Anfangszustand 2° und ein Ziel 2! gegeben, kénnen wir ein @ € U,y
finden, so daB fiir ein t; > t; > to gilt: z(t1;a) = 2'?

Eine Verscharfung lautet:

Sind ein Anfangszustand 2, ein Ziel 2!, sowie ¢; < ¢; gegeben, kénnen wir ein
@ € Uyg finden, so daBl x(ty;4) = x! gilt?

Oft kann man das Problem so formulieren, dafl das Ziel ' = 0 ist, d.h. = beschreibt die
Abweichung von einem nominalen Pfad (einer vorgegebenen Trajektorie). Eine schwéchere
Forderung lautet dann, eine asymptotisch stabilisierende Steuerung u € U,y zu finden,
d.h. thm x(t;u) = 0. Leicht modifiziert lautet die Frage, ob man in endlicher Zeit in eine

(beliebige) Umgebung der Null gelangen kann.



Neben der Existenz solcher Steuerungsfunktionen spielt auch die Frage der Optimalitét
oft eine wichtige oder entscheidende Rolle. Mégliche Zielfunktionale lauten bei gegebenem
x1 € X oder gegebener Referenztrajektorie a,¢(t) (2.B. ,(t) = 0, falls die ZustandsgroBe
die Abweichung von einem Nominalzustand beschreibt)

m[i]n {t1 € [to, 5] | z(t1;u) = ' } zeitoptimale Steuerung, (1.10)
ucUqqd
tr
m(ijn / |2(t) — zpep(t)] dt Steuerung minimaler Abweichung, (1.11)
uEUqqd t
0 tf
min / |lu(t)|| dt energieminimale Steuerung. (1.12)
u€Uyq,z(tu)=x! to
Dabei ist || .|| eine geeignete Vektornorm, z.B. die (gewichtete) Euklidische Norm, aber

auch die 1- und co-Normen kénnen sinnvoll sein. Mischungen dieser Kostenfunktionale tre-
ten héufig auf, wir werden insbesondere Kombinationen von (1.11) und (1.12) betrachten,
wéhrend (1.10) Gegenstand der Optimalsteuerungstheorie ist. Im Sinne der Systemtheo-
rie bei Fokussierung auf Eingangs-/Ausgangsverhalten, d.h. auf w(t) und y(t) statt auf
Zustande y(t) werden obige Kostenfunktionale auch héufig fiir y statt  formuliert, insbe-
sondere bei der Verfolgungn vorgegebener Trajektorien ist oft y,.r(t) statt z,.¢(t) vorgege-
ben.

Bemerkung 1.5 Oft findet man in der Literatur auch das Kostenfunktional

tr
min / |z(t) — 2| dt, (1.13)

u€Uqq to

bzw. in Kombination mit (1.12)

ty
min / lz(t) — || + ||u(t)|| dt, (1.14)
u€Ugq to

Dies fiihrt aber oft zu physikalisch schwer zu realisierenden oder die Mechanik/Elektronik
des Systems stark beanspruchenden Verldufen der Steuerungsfunktion, da die Steuerung
dazu neigt, erst am Intervallende starken Finflufs auf die Systemdynamik zu nehmen. Dem
kann zwar durch die Energieminimierung entgegen gewirkt werden, aber meist erhdlt man
verniinftigere Steuerungen, wenn man eine Referenztrajektorie x,.p(t) mit x..p(t;) = !
angibt.

Wir werden uns hier meistens mit Steuerungsfunktionen w(t) beschéftigen, die als Re-
gelung (engl. “feedback control”, “closed-loop control”) auftreten. Dabei wird die Kennt-
nis iiber den gegenwirtigen Zustand oder Ausgang verwendet, um das System in einen
gewiinschten zustand zu bringen bzw. die Abweichung vom gewiinschten Zustand zu kor-
rigieren. Dabei unterscheidet man

— Zustandsrickfihrung: u(t) = w(t,z(t)), im linearen Fall u(t) = F(t)z(t) bzw. im
zeitinvarianten Fall u(t) = Fz(t) mit F, F(t) € R™*™.
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— Ausgangsrickfihrung: w(t) = u(t,y(t)), im linearen Fall u(t) = F(t)y(t) bzw. im
zeitinvarianten Fall u(t) = Fy(t) mit F, F(t) € R™*?.

Die dabei auftretende Matrix F' heifit Verstirkungs- oder Korrekturmatriz (engl. “feedback
matrix/gain”) und ist geeignet zu wihlen, um das vorgegebene Steuerungsziel (optimal)
zu erreichen. D.h., wir werden uns in der Vorlesung i.W. der Frage widmen, ob solch eine
Matrix F' existiert und wie sie ggf. bestimmt werden kann. Im hier betrachteten linearen
Fall fithrt das Einsetzen der Riickfithrung in (1.6) (bzw. ananlog fiir (1.4)) zur folgenden
Darstellung des geschlossenen Regelkreises:

— Bei Zustandsriickfithrung: @(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) = (A(t) + B(t)F(t))x(t).
— Bei Ausgangsriickfithrung: @(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) = A(t)x(t) + B(t)F(t)y(t).

Die Ausgangsriickfiihrung liefert einen geschlossen Regelkreis wie in Abbildung 7?7 darge-
stellt.

Das folgende Beispiel illustriert die bisher definierten Begriffe und zeigt die Fragestel-
lungen und Schwierigkeiten ihrer Losiung auf. Es wird uns auch in den weiteren Kapiteln
weiter begleiten, um systemtheoretische Begriffe zu veranschaulichen.

Beispiel 1.6 Text fehlt noch!

Abbildung 1.3: Pendel als mathematisches Abbildung 1.4: Inverses Pendel: Steuerung
Modell eines eingelenkigen Rotqtionsarms. in aufrechte Position.

T2



Definition 1.7 stabil
Satz 1.8 stabiles LTT System

Bemerkung 1.9 offener/geschlossener Regelkreis
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Kapitel 2

Analyse von Regelungssystemen

2.1 Steuerbarkeit

Zunichst stellen wir die Frage, ob fiir einen gegebenen Anfangszustand z° € R” ein gege-
benes Ziel ' € R"™ mit Hilfe einer Steuerungsfunktion u € U,y erreicht werden kann. Da
Steuerbarkeit nur von der Zustandsgleichung (1.1) abhéngt, werden wir die Ausgangsglei-
chung zunéchst ignorieren.

Definition 2.1 (Steuerbarkeit) Sei ' € X C R™.

a) Das Regelungssystem (1.1) mit Anfangsbedingung z(to) = 2° € X C R™ ist steuerbar
nach z! in der Zeit t; > to, falls ein u € U,y existiert, so daf x(t1;u) = x'. Das Paar
(t1, ') heift dann erreichbar von (g, 2°).

b) Das Regelungssystem (1.1) mit Anfangsbedingung x(ty) = 2° € X C R™ ist steuerbar
nach x' falls ein t; > to existiert, so daf (t1,x') erreichbar von (to, z°) ist.

c) Ist (tg, 2°) fiir alle 2° € X nach x' steuerbar fiir alle x' € X, so heifit das Regelungssy-
stem (1.1) (vollstandig) steuerbar.

d) Die Steuerbarkeitsmenge bzgl. x' ist definiert als

Clto) == | Clto. ta).

t1>to
wobei C(to, 1) = {2° € X | Fu € Uyg : x(t1;u) = x'}.
Analog definiert man die Erreichbarkeitsmengen bzgl. 29,
Rto, t1) == {a' € X|Fu € Uy : x(ty;u) = '}

und R(tg) := | R(t1).

t1>1o
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Die Steuerbarkeitsmenge enthiilt also alle Anfangszustinde, die nach x! gesteuert wer-
den koénnen, wihrend die Erreichbarkeitsmenge alle Zusténde enthélt, die man von einem
gegebenen 1° aus ansteuern (erreichen) kann.

Im Folgenden werden wir uns auf lineare Systeme beschrianken. Wir werden sehen, daf3
fiir LTI Systeme alle Steuerbarkeitsbegriffe zusammenfallen und C := C(0) = R" dquivalent
zur Steuerbarkeit ist. Dazu benotigen wir zunéchst die Losungen der Anfangswertaufgaben
(1.4) und (1.6). Hierbei interessiert uns insbesondere die Input-to-State-Abbildung

R X R" X R x Upyg — R": (tg,2°, t,u) — z(t),

die durch folgendes bekannte Resultat aus der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen
gegeben ist.

Satz 2.2 a) Sei ® die Fundamentallosung zu @(t) = A(t)x(t), d.h. Losung der linearen
homogenen Matrix-Differentialgleichung

0
5 ®(t,5) = A®(L,5), D(s,5) = 1I,. (2.1)

Dann gilt fir die eindeutige Losung von (1.6)

z(t) = ®(t, t)a" +/(I>(t, s)B(s)u(s)ds. (2.2)

to

b) Die eindeutige Losung von (1.4) erfillt ®(t,s) = eA*=) und daher

t t
w(t) = eMa® + /eA(ts)Bu(s)ds = eM(20 + /eAsBu(s)ds). (2.3)
0 0

Beweis: Durch Ausdifferenzieren und Verwendung der Leibniz-Formel in der vereinfachten
Form,
d t

t
0
i), F(t,s)dt = f(t,t) +/t0 @F@’ s)ds.

0

Als Konsequenz aus Satz 2.2 ergibt sich sofort eine Darstellung der Input-to-Output-
Abbildung
R X R" X R x Upg — R : (tg, 2%, t,u) — y(t).
Folgerung 2.3 a) Die eindeutige Lisung von (1.7) erfillt

t

y(t) = C()D(t, ty)x" + O(t) / O(t, s)B(s)u(s)ds. (2.4)

to
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b) Die eindeutige Losung von (1.5) ist gegeben durch

t

y(t) = Ceta® + /Ce (%) Bu(s)ds = e*'(x O—i-/eAsBu(s)ds). (2.5)

0

Im Folgenden werden wir verwenden, dafl die Fundamentallosung ® die Halbgruppenei-
genschaft
O(t,t) = I, O(t,s) = O(t, 7)P(7,s) (2.6)

fiir alle ¢, s,7 € R besitzt. Aulerdem ist ® fiir alle s, € R invertierbar und es gilt:
O(t,s)"! = d(s,t). (2.7)

Zur Vereinfachung der Notation gehen wir im Folgenden von U,y = PC/([tg, 00); R™) aus.
Die Aussagen gelten analog fiir U,q = Lo ([to, 00); R™), statt “fiir alle” mufl dann meist nur
“f.1.” geschrieben werden.

Zunichst betrachten wir das Ziel ' = 0 und die entsprechenden Steuerbarkeitsmengen
bzgl. x! = 0. Dies wird sich bei linearen Systemen nicht als einschriinkend erweisen.

Lemma 2.4 2° € C(ty,t1) genau dann, wenn ein u € U,q existiert mit

t1

ha— —/@(to,s)B(s)u(s)ds.

to
Beweis: Nach Satz 2.2 ist 2° € C(to, ;) dquivalent zu

t1

0=ux(t;) = @(tl,to)xo+/<I>(t1,5)B(s)u(s)ds

= D(ty,10) x0+/¢(t0,s)B(s)u(s)ds :

wobei wir die Halbgruppeneigenschaft von ® verwendet haben. Mit der Invertierkarbeit

von ® folgt damit
t1

0=2a"+ / O(to, s)B(s)u(s)ds

to
fiir ein u € U,y und damit die Behauptung. 0

Der Begriff der Gramschen Matrix wird im weiteren Verlauf eine herausragende Rolle
spielen. Diese Matrix wird zunéchst wie folgt definiert.
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Definition 2.5 Fir G(t) € PC((—o0,00); R"*™) heifst

P(to, 1)) = /G(t)G(t)Tdt

die (to,t1)-Gramsche (Matrix) zu G.

Offensichtlich ist die Gramsche positiv semidefinit. Weitere Eigenschaften, die wir im Fol-
genden benétigen werden, enthalten die folgenden Lemmata.

Lemma 2.6
ker P(to, t1) = {x € R"|G(t) 2 = 0 auf [to, 1]}
Beweis: Fiir beliebiges ©x € R" gilt

t1 t1

o' P(ty, t)r = o / GGt dtr = / (G )" (Gt) z)dt >0

J

fo fo >0 vt
Damit ist P(tg,t;)z = 0 genau dann, wenn G(¢)7z = 0 auf [ty, t1]. 0

Lemma 2.7 Sei G wie in Definition 2.5. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
.. ty

a) Es existiert u € Uy, so daff x = fto G(t)u(t)dt.

b) x € range (P(tg,t1)), d.h. es existiert z € R™ mit x = P(lg,t1)z.

Beweis: Zunichst definiere
t1
L:={z e R"|Ju € Uy with z = /G(t)u(t)dt}.
to

L ist aufgrund der Linearitdt des Integrals und der Vektorraumeigenschaften von U, ein
Unterraum des R", also insbesondere selbst ein Vektorraum.

Zu zeigen ist also L = range (P(to, 1))

Sofort klar ist range (P(to,t,)) C L. (Dazu setze u(t) = G(t)Tz fiir z = P(tg, t1)z.)

Sei nun z € L Nker P(ty,t1). Dann gilt wegen = € £ und Lemma 2.6

¢
o'y = / 2T G(t) wu(t)dt =0
to S~

=0, da
zeker P(tg,t1)

woraus sofort x = 0 folgt. Also erhélt man dim £ Nker P(ty,?,) = {0} und daher mit Hilfe
der Dimensionsformel
n > dim(L + ker P(to, t1)) = dim(L) + dim(ker P(to, 1))
> dim(range (P(to,t1))) + dim(ker P(tp,t1)) = n.
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Damit ergibt sich sofort dim £ = dim range (P(to, t1)), also insgesamt £ = range (P(t¢,11)).
U

Setzt man nun G(t) = ®(ty,t)B(t), dann nennt man

t1

P(to, 1)) = /(I)(to, HB(t)B(t) ®(ty, t) dt (2.8)

to

die (to, t1)-Steuerbarkeits-Gramsche des linearen Systems (1.6)—(1.7).
Damit erhélt man eine erste Charakterisierung der Steuerbarkeitsmenge.

Satz 2.8 Sei x' = 0 und betrachte das LTV System (1.6)—(1.7) mit P(to,t1) wie in (2.8).
Dann gilt:

a) C(to,11) = range (P(lo, t1))-

b) Pty t1)x =0 <= 2T ®(ty,t)B(t) =0 auf [to, t1].
Beweis:

a) Lemma 2.4 und Lemma 2.7.

b) Lemma 2.6. 0

Eine im weiteren sehr niitzliche Charakterisierung der vollstdndigen Steuerbarkeit von
LTV Systemen erhélt man nun iiber die genauere Untersuchung der Eigenschaften der
(to, t1)-Stuerbarkeits-Gramschen P(tg,?;). Dazu erinnern wir uns zunéchst aus der Theorie
fiir lineare Differentialgleichungen an die folgende Eigenschaft der zu & = Az adjungierten
Gleichung

2(t) = —At) 2(t). (2.9)

Ist ndmlich ®(¢,s) die Fundamentallosung zu #(t) = A(t)z(t), d.h. Losung der linearen
homogenen Matrix-Differentialgleichung (2.1), dann ist

d(t,s)" " = d(s, )"

Fundamentallésung von (2.9)! und insbesondere kann jede Losung des Anfangswertpro-
blems zu (2.9) mit z(ty) = z¢ geschrieben werden als

2(t) = ®(to, )" 2. (2.10)

Satz 2.9 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

'Beweis: Sei ¥ Fundamentalldsung von (2.9), d.h. 2U(t,s) = —A(t)"¥(t,s), ¥(s,s) = I,. Dann
gilt (&W(t,s)7)®(t,s) = —U(t,s)TAM)D(t,s) = —V(t,5)" (£ D(t,s)), also 0 = (ZU(t,5)7) D(t,s) +

U(t,s)T (%@(t, s)) = %\Il(t, 5)T®(t,s). Also ist W(t,s)T®(t, s) konstant und wegen der Anfangsbedingung

gilt U(t,s)T®(t,s) = I,.
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a) Das LTV System (1.6) ist vollstindig steuerbar.

b) Jede Liosung der adjungierten Gleichung (2.9) hat die Eigenschaft

z(t)TB(t) = 0 auf [to, 00) fiir einty € R =  z(t) = 0. (2.11)

c) Fir alle tg € R existiert ein t; € R, so daf$ P(to,t1) positiv definit ist.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Ringschluf3.

a) = b): Angenommen, es existiert eine nichttriviale Losung von (2.9) mit z(¢)T B(t) = 0
auf [ty, 00) fiir ein ty € R, aber z(#) # 0 fiir mindestens ein £ € R. Dann ist z(ty) # 0,
da mit (2.10) z(£) = ®(ty, )" 2(te) gilt und ®(t,t) invertierbar ist.

Nun wihlen wir 2° € R" so, da8 (z°)72(ty) # 0 gilt. Da (1.6) vollstindig steuerbar
ist, existieren nach Definition 2.1 ein ¢; > ¢ty und u € U,q so da x(t) = x(t1;u) =0
Losung von (1.6) mit Anfangsbedingung z(ty) = 2° ist. Damit folgt:

d T  LNT T
o (:L‘(t) z(t)) = @(t) 2(t) + x(t)" 2(¢)

= 2()TA®) 2(t) + w(t)” B 2(t) —x(t)TAt)" 2(t)

=0 auf [tg,00)

= 0.
Also ist x(t)Tz(t) konstant und wegen der Anfangsbedingungen gilt
2(t1)"2(t) = 2(to) " 2(to) = (2°)"2(t) £ 0,
was im Widerspruch zu z(t;) = 0 steht.
b) = c): Dieser Schritt erfolgt in zwei Teilen. Zunéchst zeigen wir folgende Aussage:

Fiir alle ¢y € R existiert ein t; € R, so daf jede nichttriviale Losung der
adjungierten Gleichung (2.9) die Eigenschaft

2(t)T B(t) # 0 auf [ty, 1] (2.12)
hat.

Angenommen, dies wére nicht der Fall. Dies wiirde bedeuten, daf es eine Folge (#x)72 ;
mit ¢, — oo fiir & — oo und eine Folge von Losungen z(t) von (2.9) mit Anfangs-
werten ||z (to)|| = 1 gibt, so daB

2()T B(t) = 0 auf [to, tx]. (2.13)

O.B.d.A. nehmen wir an, dafl (z(t))s>, konvergent ist — sonst kénnen wir eine
konvergente Teilfolge finden, da {z € R"|||z|| = 1} kompakt ist.
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Sei nun Zp := limy_, 2k(tp) und 2 Losung von (2.9) mit Anfangswert Z(ty) = Zo.
Dann ist 2(¢) 2 0 (da ||2(¢o)]| = 1) und wegen (2.11) gilt 2(¢)T B(t) # 0 auf [tg, o0).
Also existiert ¢ > to mit 2(¢)" B(t) # 0.

Da die Losung von (2.9) stetig vom Anfangswert abhéngt, konvergiert (zx(t))72,
gleichmiBig gegen 2(t). Dann gilt aber 2 (£)" B(t) # 0 fiir hinreichend grosses k, was
mit ¢, — oo zum Widerspruch zu (2.13) fiihrt.

Im zweiten Schritt zeigen wir:

Wenn jede nichttriviale Losung von (2.9) die Eigenschaft (2.12) besitzt,
dann ist P(tg,t1) > 0.

Da wir bereits P(tg,t;) > 0 haben, reicht zu zeigen, dafl ker P(to,¢;) = {0}. Nach
Satz 2.8 ist zg € ker P(to,11) dquivalent zu

2L D(ty, t)B(t) = 0 auf [to, t].

Es ist wegen (2.10) z(t) = ®(to,t)T 2 Losung von (2.9) mit z(ty) = 2. Also gilt
2()T B(t) = 0 auf [tg, ;] und aufgrund des ersten Schrittes damit z(t) = 0 auf [to, t1].
Dies impliziert zy = 0, womit ker P(to,t1) = {0} gezeigt ist.

c) = a): Sei t; so gewihlt, daBl P(ty,¢;) > 0. Dann kann jedes Paar (o, 2°) nach ! € R"
(beliebig) in der Zeit t; gesteuert werden mit

u(t) = B(t)T®(t, )¢,

wobei ¢ € R™ als Losung der Gleichung
to
' =a(ty) = ®(to,t1)x' + /@(to, s)B(s)B(s)  ®(ty, s) cds
t1

= (I)(to,tl)l‘l — P(to,tl)c

bestimmt werden kann. Diese Gleichung folgt aus (2.2) durch Vertauschen von Anfangs-
und Endzeitpunkt und besitzt eine eindeutige Losung wegen der positiven Definitheit

von P(tg,t1).
U

Fiir LTT Systeme, wo wir 0.B.d.A. t; = 0 annehmen koénnen, kann man noch mehr
aussagen. Zunéchst folgt aus der expliziten Formel fiir die Fundamentallosung zu & = Az,
daB sich die (0, t;)-Steuerbarkeits-Gram’sche schreiben 148t als

t1
P(0,t;) = / e BB e A" dt.
0

Daraus folgt sofort, dal « € ker P(0, ;) genau dann, wenn

Ble "z =0 in [0,t]. (2.14)
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Im weiteren werden wir Steuerbarkeit iiber FEigenschaften der folgenden Matrix charakte-
risieren.

Definition 2.10 (Steuerbarkeitsmatriz) Die Steuerbarkeitsmatrix eines LTI Systems
18t

K(A,B):= B, AB, A’B, ..., A" 'B] e R"™"™.

Damit erhalten wir eine Charakterisierung der Steuerbarkeitsmengen C(0,¢) fiir LTI Sy-
steme.

Satz 2.11 Fir LTI Systeme gilt: C(0,t) = range (K(A, B)) fir alle t > 0.

Beweis: Wir zeigen die Aussage des Beweises indirekt, indem wir C(0, £)* = range (K(4, B))"
fiir alle ¢ > 0 beweisen. Aus Satz 2.8a) folgt mit P(0,¢) = P(0,¢)T > 0, daB

C(0,t)* = range (P(0,t))" = ker P(0,1).
Damit bleibt also zu zeigen, dafl
ker P(0,t) = range (K(A, B))" = ker K(4, B)7, (2.15)

oder, mit anderen Worten, P(0,t)z = 0 genau dann, wenn 27K (A, B) = 0.

Aus Satz 2.8b) bzw. (2.14) kennen wir bereits eine Eigenschaft der Elemente des Kerns
von P(0,t). Diese wollen wir nun ausnutzen. Dazu zunéchst einige Voriiberlegungen. Es sei
pa(z) = 377 goya’ das charakteristische Polynom von A. Der Satz von Cayley-Hamilton
aus der linearen Algebra besagt, dafi ¢p4(A) = 0. Daraus folgt wegen «,, = 1 mit 3; = —q;

n—1
AT =) BA (2.16)
=0

Also gilt 2T A"B = Z;:()l B;z" A7 B. Durch wiederholte Anwendung von (2.16) sowie Zu-

sammenfassung aller Koeefizienten von z7 A7 B zu 5]("/) erhélt man die Darstellung

n—1
2TAHB =Y pYsTAIB Wy eN,. (2.17)

5=0
Daraus ergibt sich die folgende Kette von Aquivalenzen:
t"K(A,B)=0 <= 2"A'B=0, j=0,1,....,n—1
(<2':17>) T AVB =0VYv e N,

] Y ‘
= 0=) %xTAJB =2Te™" B Vre[0,t]
, J
Jj=0

&Y po,t)z = 0.
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Damit folgt (2.15) und somit die Aussage des Satzes. 0

Theorem 2.11 zeigt, daf fir ein steuerbares LTI System gilt: C(0,¢;) = C(0,ty) fiir
alle t;,t, > 0. D.h. insbesondere, dafi C(t) = C(0,t) fiir alle t > 0 und damit alle
Steuerbarkeitskonzepte fiir LTI Systeme zusammenfallen. Abkiirzend schreiben wir da-
her im Folgenden einfach C fiir C(t) oder C(0,t). Weiter folgt zusammen mit Satz 2.8, daf3
range (IC(A, B)) = range (P(0,t)). Fiir ein steuerbares LTI System gilt also offenbar nach
Satz 2.9, dal P(0,¢) > 0 fiir alle ¢ > 0.

Eine fiir die Praxis duflerst niitzlich Charakterisierung der Steuerbarkeit liefert der
sogenannte Hautus-Test.

Satz 2.12 (Hautus-Popov-Lemma)
Set A € R™" B € R"™™. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) (A, B) is steuerbar.

b) rank ((A, B)) = n.

c¢) Falls z Linkseigenvektor von A ist, so mufi z*B # 0 gelten.
d) rank ([ A= X B |) =n fir alle A € C.

Beweis:

a) < b) Dies folgt sofort aus Satz 2.11 und der Aquivalenz von Steuerbarkeit und C = R™.

c) & d) z*[ A=A B ] =0 gilt genau dann, wenn z*A = Az* und z*B = 0. Also ist
rank ([ A-X B D < n genau dann, wenn ein Links-Eigenvektor z von A existiert,
der z*B = 0 erfiillt.

b) = d) Angenommen, es gelte rank ([ A— Al B |) < n. Dann existiert ein z # 0 mit
z* [ A—-)N B } =0, d.h. z*A = A\z*, z*B = 0. Nun gilt

ZFAIB=MNz"B=0 fiir alle 7 € Nj.
Daraus folgt 2*KC(A, B) = 0 im Widerspruch zu b).

d) = b) Angenommen, es gelte rank (K(A, B)) = r < n. Dann existiert eine Orthonor-
malbasis {v1,...,v,.} von K := range (K(A, B)). Diese Basis werde zu einer Ortho-
normalbasis des R" ergédnzt durch {v,,1,...,v,}. Dabei gilt

range (K(A, B))" = span {v,41,..., 00} .

Definiere V' := [ Vi, «..y, Up ] € R™". Da die Spalten von V' orthonormal sind,
gilt VVT =1, = VTV. AuBerdem gilt v,,THIC(A, B)=0,j7=1,...,n—r und damit
insbesondere v ;B =0,j=1,...,n—r, dh. V'B = [1].
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Mit dem Satz von Cayley-Hamilton (siehe Beweis von Satz 2.11 bzw. (2.16)) folgt,
da AK(A, B) C K(A, B), d.h. K ist ein A-invarianter Unterraum des R". Da die

Spalten von V; := [ Vi, ..., Uy } eine Basis fiir diesen A-invarianten Unterraum

bilden, existiert A; € R™" mit A (A;) C A (A) und AV} =V} A;. Damit folgt

A Ay
0 Aj

AV =V

Sei nun Z # 0 Links-Figenvektor von Az, d.h. 2 A3 = AZ* fiir ein A € A (A3) C A (A).
Definiert man nun z :=V - [0}, so ist z # 0 (da V orthogonal und Z # 0) und erfillt

Z

Z#B = [0 z]V'B=[0 z*}{Bl}zo,

0
A A
ZA = [0 #|VTA=[0 #|viAavvT=1[0 = ]| = 7 |V7
0 Aj
= A0 Z VT =)
Damit gilt z* [ A-X B } = 0 im Widerspruch zu d). 0

Teil ¢) des Satzes liefert einen praktikablen Test fiir die Steuerbarkeit eines LTI Systems:
Berechne alle Eigenwerte und Links-Eigenvektoren z; von A und teste ob z;B = 0. Fiir
numerische Berechnungen ist dieser Test allerdings weniger tauglich als die sogenannte
Staircase-Form (siehe Satz 2.27 bzw. Satz 2.29), da die Genauigkeit der berechneten Ei-
genvektoren sehr sensitiv gegeniiber Rundungsfehlern sein kann, insbesondere falls A (fast)
defektiv ist. AuBerdem ist die Entscheidung 27 B = 0 numerisch sehr schwierig.

Die im Beweis von Satz 2.12 verwendete Zerlegung von (A, B),

A A,

As

A=V VT, B:V{Bl], (2.18)

0

mit V orthogonal und (Aj;, By) steuerbar heiit (orthogonale) Kalman-Zerlegung von (A, B).
Fiir ein LTI System erhilt man durch den Basiswechsel 7 := V7z im Zustandsraum das
folgende dquivalente System:

@ = Aix; + AsZs + Biu,
.%2 - A33~Z‘2.

Die Komponenten von Zs sind also durch den Anfangswert #,(0) festgelegt und nicht durch
eine Steuerung beeinfluibar; es gilt Z5(t) = e4*'Z5(0). Daher nennt man die Komponenten
von Ty auch die unsteuerbaren Zustdinde, die Eigenwerte von As heiflen die unsteuerbaren
Moden des LTI Systems.
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Beispiel 1.6, fortgesetzt.
Nach Linearisierung und Reduktion auf ein System erster Ordnung erhélt man ein LTI
System mit Zustandsraum X = R? und
0
. B= [ 1 } .

01
A=
v

Damit ist K(A, B) = [(1] é], also rank (KC(A, B)) = 2 und damit ist das System nach

Satz 2.12a),b) steuerbar.

Alternativ kann man den Hautus-Test anwenden. Es ist A (A) = {1}, der Links-
Eigenvektor zu \y = 1 ist 2; = H] und z; B =1 # 0, der Links-Eigenvektor zu Ay = —1 ist
Z9 = [jl} und z; B = —1 # 0, womit ebenfalls die Steuerbarkeit des Systems gezeigt ist.

2.2 Stabilisierbarkeit

Nun wollen wir uns der bereits in der Einleitung angesprochenen und gegeniiber der Steu-
erbarkeit etwas abgeschwichten Forderung nach der asymptotischen Erreichung eines Ziels
zuwenden. Als Ziel nehmen wir wieder 2 = 0 als anzusteuernde Gleichgewichtslage unseres
Systems an.

Zunéchst betrachten wir LTV Systeme.

Definition 2.13 Das LTV System (1.6)-(1.7) heifit (asymptotisch) stabilisierbar, falls
zu jedem Anfangszustand 2 € R" ein u € U,q existiert, so daf die Losung von (1.6) mit
dieser Steuerung u

lim z(t;u) =0

t—o00

erfillt.

Eine notwendige Bedingung fiir die Stablisierbarkeit von LTV Systemen liefert folgendes
Ergebnis.

Satz 2.14 Fulls das LTV System (1.6) stabilisierbar und z eine fir t — oo beschrankte,
nichttriviale Losung der adjungierten Gleichung (2.9) ist, so gilt

()7 B(t) £ 0 auf [to, ).
Beweis: Angenommen, es existiert eine Losung der adjungierten Gleichung (2.9), so dafl

2(t)'B(t) = 0 Vt € [ty, 00) und tlim |12(t)|| < oo.

Da z nach Vorraussetzung nicht trivial ist, gilt z(¢y) # 0, so dafl wir einen Anfangszustand
2% € R” finden kénnen mit

(2°)"2(to) # 0.
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Analog zum Beweis von Satz 2.11, a) = b), folgt
x(t) 2(t) = ()T 2(ty) # 0 auf [ty, 00). (2.19)

Sei nun u € U,y eine fiir die Losung von (1.6) mit z(t) = 2 stabilisierende Steuerung.
Dann gilt mit lim; .., z(t;u) = 0 auch

tlim |z(t; w)|| = 0.
Da [|z(?)|| fiir £ — oo beschréinkt ist, gibt es eine Folge {¢;}52, mit ¢; — oo und

lim z(t;)" 2(¢;) = 0.

j—oo
(Beachte: Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt: |z(¢;)7z(¢;)| < |l=(¢;)||2(¢;)]].)
Damit haben wir einen Widerspruch zu (2.19) konstruiert. 0

Fiir die Stabilisierbarkeit eines LTI Systems bzw. eines Matrix-Paars (A, B) existieren
dghnliche Charakterisierungen wie in Satz 2.12.

Satz 2.15 (Hautus-Test fiir Stabilisierbarkeit)
Sei A € R™" B e R"™™. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) (A, B) ist stabilisierbar.
b) Es existiert F' € R™" mit A(A+ BF) C C™.
c) In der Kalman-Zerlegung (2.18) gilt A (Az) C C~.

d) Falls z # 0 ein Links-Figenvektor von A zu einem Eigenwert A mit Re(\) > 0 ist,
so mufl z*B # 0 gelten.

e) rank ([ A— X B ]) =n fiir alle A € C mit Re(\) > 0.

Beweis: Hausaufgabe 4, H12.
Ringschlufl a) = d) = ¢) = e) = b) = a), dhnlich zum Beweis von Satz 2.12.
Folgende andere Implikationen kénnen gezeigt werden:
c) & e) & d),
a) =d) =e) =b) = a).

Beispiel 1.6, fortgesetzt.
Hier bietet es sich an, den Hautus-Test anzuwenden. Fiir die Systemmatrizen

Lol e[t
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ergibt sich — wie bereits oben festgestellt — A (A) = {£1}, wobei z; = [}] ein Links-
Eigenvektor zum einzigen FEigenwert mit nichtnegativem Realteil, \; = 1, ist. Es gilt
2I'B =1 # 0, woraus die Stabilisierbarkeit mit Satz 2.15 folgt. Dabei ist zu beachten,
dafl es ausreicht, 27 B zu testen, da der Eigenraum zu \; eindimensional und damit jeder
Eigenvektor zu A, ein skalares Vielfaches von z; ist.

Einfacher hétte man es sich allerdings mit folgender einfacher Konsequenz aus den

Satzen 2.12 und 2.15 machen konnen.

Folgerung 2.16 FEin steuerbares LTI System ist stabilisierbar.

2.3 Beobachtbarkeit und Entdeckbarkeit

Wir betrachten zunéchst wieder LTV Systeme der Form (1.6)—(1.7) und stellen uns die
Frage, wieviel Information iiber den Zustand des Systems aus der Beobachtungsgleichung
(1.7) gezogen werden kann. Dies ist eine in der Praxis sehr relevante Fragestellung, da
man meist nicht den gesamten Zustand fiir den Entwurf einer Regelung oder Steuerung
zur Verfiigung hat, sondern nur beobachtete bzw. gemessene Gréflen. Dies kénnen einige
der Zustandsvariablen sein oder aber davon abgeleitete Groflen. Im Beispiel 1.6 konnten
wir z.B. nur den Ort (erste Komponente des Zustandsvektors) messen, nicht aber die
Winkelgeschwindigkeit (zweite Komponente des Zustandsvektors)!

Definition 2.17 (Beobachtbarkeit) Ein LTV System heifst rekonstruierbar (beobacht-
bar), falls folgende Bedingung erfillt ist:

Sind x,T Liosungen von (1.6) fir dieselbe Steuerungsfunktion u € U,q und gilt
Ct)z(t)=Ct)z(t) Vt<ty (t=>t1y),

dann folgt
x(t) = () Vi<ty (t>t).

Rekonstruierbarkeit bedeutet also, dafi Systeme mit gleichen Eingéngen und gleichen Aus-
gingen in der Vergangenheit auch gleiche Zustédnde in der Vergangenheit hatten. Beob-
achtbarkeit liefert dieselbe Aussage fiir die Zukunft, wobei als Bezugszeitpunkt immer
zugrunde liegt. Wir werden sehen, daf} fiir LTI Systeme beide Konzepte dquivalent sind.

Aussagen iiber Rekonstruierbarkeit und Beobachtbarkeit lassen sich ziemlich leicht mit
Aussagen iiber Steuerbarkeit eines dualen Systems zeigen. Das folgende Dualitéitsprinzip
ist acuh in vielen weiteren Bereichen der System- und Regelungstheorie hilfreich.

Satz 2.18 (Dualitdt) Ein LTV System ist rekonstruierbar genau dann, wenn
a(t) = A(=t) z(t) + O(—t) u(?t) (2.20)

steuerbar ist.
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Beweis: Definiert man z(t) := Z(t) — z(t), so bedeutet Rekonstruierbarkeit nichts anderes
als
CHz(t) =0 Vi<t, = 2()=0 Vi<t

Dies ist dquivalent zur Aussage:
z # 0 Losung von 2(t) = A(t)z(t) = C(t)z(t) #0 auf (—oo,t.
Ersetzt man ¢ durch —¢, so wird diese Aussage zu
z # 0 Losung von 2(t) = —A(—t)z(t) = C(—t)z(t) Z0 auf [y, 00).
Dies ist aber mit Satz 2.9 dquivalent zur Steuerbarkeit von (2.20). 0
Damit 1a8t sich nun leicht die Rekonstruierbarkeit von LTV Systemen charakterisieren.

Satz 2.19 Ein LTV System ist rekonstruierbar genau dann, wenn zu jedem t; € R ein
to < ty existiert, so daf$ die (to,t;)-Rekonstruierbarkeits-Gramsche

t1
Q(to, 1) :/(I)(t,tl)TC(t)TC’(t)(I)(t,tl)dt (2.21)
to
positiv definit ist.
Beweis: Dies ist eine Konsequenz aus Satz 2.9, angewendet auf das LTV System (2.20),
und dem Dualitétsprinzip, Satz 2.19. 0

Fiir LTT Systeme erhélt man als Konsequenz aus dem Dualitéatsprinzip und dem Hautus-
Popov-Lemma (Satz 2.12) folgende Charakterisierungen von Beobachtbarkeit und Rekon-
struierbarkeit. Da beide Begriffe nur iiber A und C' defniert werden, sprechen wir bei
Beobachtbarkeit und Rekonstruierbarkeit von LTI Systemen der Form (1.4)-(1.5) auch
von den entsprechenden Begriffen fiir Matrixpaare (A, C') € R™*™ x RP*™,

Folgerung 2.20 (Hautus-Test) Sei A € R"*" C € RP*". Die folgenden Aussagen sind
aquivalent:

a) (A, C) ist rekonstruierbar.
b) (A, C) ist beobachtbar.

¢) Fir die Beobachtbarkeitsmatrix

CA
O(A,C) = K(AT,0T)T = | CA® | ¢ groxe (2.22)

CAn—l

gilt rank (O(A, C)) = n.



2.3. BEOBACHTBARKEIT UND ENTDECKBARKEIT 23

d) Falls z # 0 Rechtseigenvektor von A ist, so muff Cz # 0 gelten.

d) rank({ A_C)\[ }) =n fir alle A € C.

Hat man nur den Ausgang y(t) beim Entwurf einer Regelung zur Verfiigung, so stellt
sich das Problem, eine Ausgangsriickfihrung

u(t) = Fy(t), FeR™?,

zu bestimmen, so dafl das vorgegebene Ziel erfiillt wird.
Aufgrund der Aquivalenz von Beobachtbarkeit und Rekonstruierbarkeit bei LTI Syste-
men verwendet man hier meist nur das Beobachtbarkeitskonzept.

Bemerkung 2.21 Wendet man die Kalman-Zerleqgung (2.18) auf das LTI System & =
ATz + CTu an, so erhdlt man eine orthogonale Matriz W € R™™ mit

AT AT ct
Tty | A1 Al rAr | G
WAW—[O Ag}, WC—{O],

wobei A;; € R™, C7 € RP*" und r = dim(O(A, C)). Dies ergibt die (orthogonale)
Beobachtbarkeits-Kalman-Zerlegung

A 0 C
T _ 1 — 1
WAW—{!Q A?’}, CVV_{O]' (2.23)
Mit dem Basiswechsel ¥ := W1z und Partitionierung analog zu (2.23) ergibt sich das

System

I(t) = Aii(t),
To(t) = Agiy(t) + Asdy(t),
yt) = Cia(t).

Die Zustandsvariablen in To haben also keinen FEinflufl auf den Ausgang, man nennt sie
daher nicht-beobachtbare Zustinde, die Figenwerte von Az die unbeobachtbaren Moden.

Auch die Beobachtbarkeit 1&8t sich abschwéchen, analog zur Abschwéchung der Steu-
erbarkeit zur Stabilisierbarkeit. Das zur Stabilisierbarkeit duale Konzept ist wie folgt defi-
niert:

Definition 2.22 (Entdeckbarkeit) Ein LTI System heifst entdeckbar, falls fir jede Losung
z(t) von z2 = Az mit Cz(t) =0 gilt: limy_, 2(t) = 0.
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Setzt man in der Definition z = = — & fiir zwei Losungen x,Z von (1.4) zur selben Ein-
gangsfunktion u, so kann man Entdeckbarkeit wie folgt interpretieren: Aus Cz(t) = Ci(t)
kann man zwar nicht z(¢) = z(t) folgern, aber lim; .. (x(t) —Z(¢)) = 0. In anderen Worten,
der nicht-beobachtbare Anteil des Zustands ist zwar nicht bekannt, aber wir wir kennen
dessen asymptotisches Verhalten.

Mit Satz 2.19 und der Beobachtbarkeits-Kalman-Zerlegung (2.23) erhélt man folgende
Variante des Dualitétsprinzips:

Folgerung 2.23 Das LTI System (1.4)—(1.5) ist entdeckbar genau dann, wenn
i(t) = ATx(t) + CTu(t)
stabilisierbar ist.
Analog zum Hautus-Test fiir die Stabilisierbarkeit erhélt man damit nun folgende Aussage:

Folgerung 2.24 (Hautus-Test fiir Entdeckbarkeit) Sei A € R"*", C' € RP*". Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) (A,C) ist entdeckbar.
b) Es existiert G € R mit A(A+ GC) C C~.
¢) In der Beobachtbarkeits-Kalman-Zerleqgung (2.23) gilt A (Az) C C™.

d) Falls z ein Figenvektor von A zu einem FEigenwert X\ mit Re(\) > 0 ist, so mufi Cz # 0
gelten.

e) rank ({ A_C)\[ }) =n fir alle A € C mit Re(\) > 0.

Will man ein LTI System stabilisieren und hat nur den Ausgang y(¢) beim Entwurf
der Regelung zur Verfiigung, so stellt sich also das Problem, eine Ausgangsriickfithrung
u(t) = Fy(t) mit F' € R™*P zu bestimmen, so dal lim; ., z(t;u) = 0.

2.4 Die Staircase-Form der Systemtheorie

In diesem Abschnitt widmen wir uns der Frage, wie man die Eigenschaften von LTT Syste-
men numerisch iiberpriifen kann. Zwar liefert der Hautus-Test dazu gewisse Moglichkeiten,
aber die Zuverlassigkeit der numerisch zu treffenden Entscheidungen dort héingt stark von
der Kondition des Eigenwertproblems fiir A ab. In diesem Abschnitt werden wir eine davon
unabhéngige Moglichkeit kennenlernen.

Definition 2.25 Folgende Transformationen sind Zustandsraumtransformationen:
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a) Basiswechsel:
x— Pz fir P eR™™ reguldr,
u— Qu fir @ €R™™ reguldr,
y— Ry fir ReRPP  regulir.

b) Lineare Zustandsriickfithrung: u — Fz +u mit ' € R™*™.

¢) Lineare Ausgangsriickfithrung: v — Gy + v mit G € R™*P.

Z.B. fiihrt ein Basiswechsel in X = R" zum &dquivalenten LTI System:

i’z[lijéu, y:éi,
mit A:= PAP™'P, B:= PBund C := CP L.

Allgemeiner kann man sich die Wirkung von Zustandsraumtransformationen mit Hilfe

A B

n+pXn+m _
c D€ R (auch System
matriz genannt) klarmachen. Basiswechsel und lineare Zustandsriickfithrung fithren zum
neuen LTT System

der einem LTI System zugeordneten Blockmatrix

AB] [P o][AB][P' 0 ] [PAP'+PBF PBQ'
{C‘ D} '_[0 R} [(J DH F Ql}_{RCP1+RDF RDQI}’
(2.24)
wéahrend man bei Basiswechsel und linearer Ausgangsriickfiihrung

A Bl [P o][A B][P' 0 ] [PAP'4+PBGC PBQ!
[C* D]"{o R} {c D] [Gc Ql}_{RCPlJrRDGC RDQl]
(2.25)
erhélt. Hierbei sind natiirlich P = I,,, Q = I,,,, R = I,, G = 0 und F' = 0 zugelassen.
Mit Zustandsraumtransformationen kann man nun versuchen, ein LTI System so zu
transformieren, dal man seine Systemeigenschaften leichter analysieren kann. Dies beruht
auf folgendem Satz.

Satz 2.26 a) Das LTI System (1.4)-(1.5) ist steuerbar bzw. stabilisierbar genau dann,
wenn die durch Zustandsraumtransformationen erhaltenen LTI Systeme (2.24) bzw.
(2.25) steuerbar bzw. stabilisierbar sind.

b) Das LTI System (1.4)-(1.5) ist beobachtbar bzw. entdeckbar genau dann, wenn das durch
Zustandsraumtransformationen erhaltene LTI Systeme (2.25) beobachtbar bzw. entdeck-
bar ist.

Beweis: Alle Aussagen kann man mit dem fiir die jeweilige Systemeigenschaft geltenden
Hautus-Test beweisen, in dem man rank ([ A—- )N B ]) = rank ([ A-)X B D bzw.

e | A ) = ranie (| A M ]) et .
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Beachte: Bei Zustandsriickfithrung kann Beobachtbarkeit bzw. Entdeckbarkeit verlo-
rengehen, wie das Beispiel

0 1 10
A:ll 0}, B:[O 1], C=[01], F=-A,

zeigt. Bei Zustandsriickfithrungen ist allerdings die Frage nach Beobachtbarkeit bzw. Ent-
deckbarkeit irrelevant, da man ohnehin davon ausgeht, dafl man den gesamten Zustand zur
Verfiigung hat.

Da wir aus numerischen Stabilitédtsgriinden nur orthogonale Transformationsmatrizen
zulassen wollen, kénnen wir z.B. A nicht auf Jordan-Normalform transformieren. Insge-
samt zeigt sich aber, daf§ wir mit Hilfe orthogonaler Basiswechsel im Zustands- und Ein-
gangsraum (bzw. Zustands- und Ausgangsraum) eine Darstellung von (A, B) (bzw. (A, C))
erhalten konnen, die es uns erlaubt, die Systemeigenschaften abzulesen. Diese Form wird
Staircase-Form genannt:

Satz 2.27 (Staircase-Form, Rosenbrock 1968, Van Dooren 1979)
Fiir alle (A, B) € R™"™ x R"™™ existieren orthogonale Matrizen P € R™™ und @ € R™*™,
so dafs

AH el e e Al,s_l Al,s n
Ay - E ; 12
PAPT — O - . - . E E ’ ,
. A372,sf2 Asf2,sfl Asf2,s Ts—2
0 e 0 AS*LS*2 As,17371 Asfl,s Ms—1
0 . 0 A, | ms (2.26)
ny ... ... Ng_2 Ng_1 Ng
[ Bl 0 T
O 0 N9
PBQ = .
0 0 N

ny m-—np,

mit rtank (B) = ny > ng > ... > ngqg > ng > 0, ng_y > 0 und Aj;oq = [X,-1 0] €
Rrxmi-1 Die 3,09 € R" ™ fiir ¢ = 1,...,5s — 1 sowie By € R™*™ sind reguldr und
Ys—1,5s—2 15t diagonal.

Beweis: Der Staircase-Algorithmus (Algorithmus 2.28) ist ein konstruktiver Weg zur
Berechnung der Staircase-Form fiir beliebige (A, B) € R™™ x R"*™. 0

Der Staircase-Algorithmus auf Seite 28 verwendet in allen Berechnungsschritten die
Singularwertzerlegung (kurz SVD, von engl., singular value decomposition), die fiir jedes
M € R™™ eine Zerlegung M = UXVT mit orthogonalen U € R™" und V € R™*™
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berechnet, so dafl 3 eine Diagonalmatrix mit nichtnegativen Diagonalelementen oy > g9 >
o 2 Omin(n,m) > 0 ist. Mit 0, > 0, 0,1 = 0 gilt » = rank (A). (Siehe z.B. [13, Section
2.5.3].)

Der Staircase-Algorithmus bricht entweder mit n, = 0 oder A,y = 0 ab, daher ergibt
sich die Staircase-Form (2.26). Da offensichtlich n; < n; ; fur alle i = 1,2, ... gilt und der
Restblock, von dem eine SVD berechnet wird, immer mindestens eine Zeile weniger hat
als im vorangegangenen Schritt, mufl eine der Bedingungen nach hochstens n Schritten
eintreten, da rank (4;,_1) > 1 solange A;, 1 # 0.

Da ausschliellich Singulérwertzerlegungen verwendet werden, ist Algorithmus 2.28 nu-
merisch riickwérts stabil, solange keine falschen Rangentscheidungen getroffen werden. Dies
ist natiirlich der kritische Teil des Algorithmus, da die akkumulierten Rundungsfehler zu
numerischen Réngen fithren kénnen, die nicht den exakten Réngen entsprechen. Der Auf-
wand des Staircase-Algorithmus betrigt schlimmstenfalls O(n*), da héchstens n Schritte
erforderlich sind und jeder Schritt héchstens O(n?) Flops kostet.

Wenden wir den Staircase-Algorithmus auf (A, B) bzw. (AT, CT) an, wobei A, B, C die
zu (1.4)-(1.5) gehorenden Systemmatrizen sind, so konnen wir alle Systemeigenschaften
aus den resultierenden Staircase-Formen ablesen.

Satz 2.29 a) Das LTI System (1.4)-(1.5) ist steuerbar genau dann, wenn ns = 0 in der
Staircase-Form von (A, B).

b) Das LTI System (1.4)-(1.5) ist beobachtbar genau dann, wenn ng = 0 in der Staircase-
Form von (AT,CT).

¢) Das LTI System (1.4)-(1.5) ist stabilisierbar genau dann, wenn in der Staircase-Form
von (A, B) gilt: A (Ass) C C™, d.h. A, s ist Hurwitz.

d) Das LTI System (1.4)-(1.5) ist entdeckbar genau dann, wenn in der Staircase-Form von
(AT, CT) gilt: A (Ass) C C™, d.h. A, ist Hurwitz.

Beweis:

a) Der Hautus-Test (Satz 2.12, Teil d)), angewendet auf die Staircase-Form von (A, B),
und Satz 2.26, besagen, dafi (A, B) steuerbar ist genau dann, wenn fiir alle A € C

[ )‘[nl — A —Aqs e c. _Al,s By 0
—Agy My, — Az : 0 0

n = rank 0

. . _Asfl,372 )\Ins_l - Asfl,sfl _Asfl,s . .
0 0 0 M, —Ass| 00

gilt. Da nach Konstruktion By, Asy, ..., As_1s—2 alle vollen Rang haben, folgt die Aqui—
valenz der Steuerbarkeit zu

rank (Al,,, — Ass) =ns VA eC.
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Algorithmus 2.28 (Staircase-Algorithmus)

INPUT: (A, B) € R™*"™ x R™"*™,

OUTPUT: A := PAPT, B := PBQ in Staircase-Form.
1: Berechne die SVD von B:

p O

0 VA mit Xp € R™*™ regulr.

B =Ug

Definiere P := Ug, Q@ = Vp und

A A

A = UEAUB = H . , A€ Rme’
A1 Ao
X 0

B = ULBvy=|"" |, B eruxm,

2: Berechne die SVD von Ay € R 1xM1;

Y91 O

Ay = Uy Vb mit Yo € R™2X"2 reguliir (Beachte: ny < myq).

Definiere P := Voi @ U}, P := PP und

A Ap Az
A = PQAPQTZ Aoy Aoy Aoz |, Ao = [ o1 0 ] € R™2XmM
0 Az Assz
By 0
B = PB=| 0 0|, By :=V}§ mitXpgeR"X™ regulir.
0 O
3: Setze i := 3.
4: while n;_; > 0 and Ai,ifl 75 0 do

5:  Berechne die SVD von A;;_1 € R—m——ni1)Xni—1,

Ei’ifl 0 T : NG XN =
Aiic1=Uii 0 Viicy mit X5 1 € R"*™ reguldr (Beachte: n; <n;_1).
6: Setze Pyi=1I,, & DI, ,D vg_l ® U{i_l, P := P,P und
[ A11 e e Al,i+1 1
Agr Aao Aot
A = PAPF=| 0o . - : ,
: A Ay ;
L 0 ... 0 Aiy1i Airrir |
Ai,ifl = [ Ei,ifl 0 ] € RMxmi-1,

7 Setze 7 : =1+ 1.
8: end while
9: Setze s :=1.
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Dies kann aber nur dann der Fall sein wenn n, = 0, da fiir alle Eigenwerte A von Aj ,
rank (A, — Ay ) < n, gilt.

b) Dies folgt mit a) und der Dualitdt (Satz 2.19) sowie Folgerung 2.20.
¢) Analog zu a) mit Satz 2.15, Teil e).
d) Dies folgt mit c¢) und der Dualitdt (Folgerung 2.23) sowie Folgerung 2.24.

O

Ein Spezialfall der Staircase-Form ergibt sich fiir Single-Input (m = 1) bzw. Single-
Output (p = 1) Systeme. (Im Fall von m = p = 1 spricht man auch von Fingrdfen-
Regelungssystemen, engl. single-input-single-output systems, kurz SISO Systeme, wéhrend
fir m > 1 und p > 1 die Abkiirzung MIMO System (von engl., multi-input-multi-output
system) gebrauchlich ist. In der Regelungstheorie spricht man in diesem Fall von Mehr-
grof$en-Regelungssystemen.)

Folgerung 2.30 (System-Hessenberg-Form) Fiir alle (A, B) € R™" x R™! existiert
eine orthogonale Matriz P € R"*", so daff der von P induzierte Basiswechsel im Zustands-
raum (A, B) in System-Hessenberg-Form

a1 A1n by

A= PAPT = | ™ | ,B=PB= (2.27)

an,nfl an,n |

transformiert.

Beweis: Dies folgt mit dem Staircase-Algorithmus sowie n; < m = 1. Falls ny # 0 mufl nur
noch eine Hessenberg-Reduktion USAS,SUST = [XH mit Uy € R™*" orthogonal berechnet
sowie mit Py := I,,_,,, ® U, die Ahnlichkeitstransformation A := P,APT und gef. P := P,P
durchgefiihrt werden. 0

Damit erhalt man aus Satz 2.29 direkt Kriterien fiir Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit
von Single-Input bzw. Single-Output Systemen.

Folgerung 2.31 a) FEin Single-Input System ist steuerbar genau dann, wenn in (2.27)
PAPT eine unreduzierte Hessenberg-Matrix ist (d.h., a;;y # 0 fir allei=1,...,n—1)
und by # 0.

b) Ein Single-Output System ist beobachtbar genau dann, wenn in (2.27), angewendet auf
(AT, CT), A eine unreduzierte Hessenberg-Matrix ist und by # 0.
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Kapitel 3

Stabilisierung, Lyapunovgleichungen
und Polvorgabe

In diesem Kapitel gehen wir der Frage nach, wie eine stabilisierende Feedback-Matrix fiir
LTT Systeme berechnet werden kann. Aus Satz 2.15 wissen wir, dafl die Berechnung einer
stabilisierenden Steuerungsfunktion w(¢) mit Hilfe von Zustandsriickfithrung moglich ist.
Dazu benotigen wir F' € R™*" so dafl A (A+ BF) C C~. Mit u(t) := Fx(t) folgt, daf die
Losungstrajektorie von

&t =Ar+ Bu= Ax + BFx = (A+ BF)x(t)

genau dann asymptotisch stabil ist, wenn F’ stabilisierend ist, d.h. A (A+BF') C C~ erfiillt.
Eine stabilisierende Zustandsriickfithrung erhélt man unter bestimmten Voraussetzun-
gen durch die Losung von Optimalsteuerungsproblemen, siehe Kapitel 4.
Hier wollen wir zunéchst zwei einfachere Methoden kennenlernen.

Direkte Methode nach Lyapunov Mit Hilfe der Lyapunovschen Stabilitdtstheorie und
der Losung eines linearen Gleichungssystem kann eine stabilisierende Feedback-Matrix
direkt berechnet werden.

Diese Methode ist ein Spezialfall einer allgemeineren Theorie fiir nichtlineare Syste-
me, die auf der Berechnung von Lyapunovfunktionen fiir nichtlineare Systeme der
Form & = f(z) (mit f(0) = 0, d.h. = 0 ist eine Gleichgewichtslage des dynami-
schen Systems) beruht. Dabei sucht man eine in einer Umgebung von x = 0 positiv
definite, total differenzierbare Funktion V : X — R, so dal die Richtungsableitung
(auch: Lie-Ableitung) von V' in Richtung f, bezeichnet mit L;V und fir z € &
berechenbar als
LiV(x) =VV - f(z),

V(0) =0und LV (x) < 0 fiir alle  # 0 erfiillt. Kann man solche eine Lyapunovfunk-
tion finden, dann sagt der Satz von Lyapunov, dal z = 0 asymptotisch stabil ist (siehe
z.B. [12, Chapter 2, §4]). La. ist es leider nicht immer einfach, eine Lyapunovfunkti-
on zu bestimmen. Der Begriff Lyapunovfunktion wird hier (also bei LTI Systemen)
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keine besondere Rolle spielen; es sei hier nur erwdahnt, dafl bei der hier vorgestellten
Methode implizit verwendet wird, dafl fiir asymptotisch stabile und steuerbare LTI
Systeme V(z) = 27 Pz, x € R" eine (quadratische) Lyapunovfunktion des freien

(ungesteuerten, d.h. v = 0) Systems ist, wobei P Losung der Lyapunovgleichung
AP + PAT + 1, = 0 ist.

Polvorgabe Im allgemeinen besteht das Polvorgabe-Problem darin, fiir eine gegeben Men-
ge L := {p1,...up} C C eine Feedback-Matrix F' € R™ ™ so zu bestimmen, daf
A(A+ BF) = L. Wahlt man £ C C~, so hat man damit das System stabilisiert.

Dieser Ansatz 1d8t sich nicht ohne weiteres auf nichtlineare Systeme verallgemeinern.
(Erinnere: Fiir LTV Systeme ist A (A(t) + B(t)F(t)) € C~ weder hinreichend noch
notwendig fiir Stabilitdt. Lokal kénnen nichtlineare Systeme durch LTV Systeme
gendhert werden, d.h., zur Stabilisierung mit Polvorgabe miifite man zumindest LTV
Systeme stabilisieren konnen, aber selbst das ist nicht ausreichend. Um mit Hilfe loka-
ler Stabilisierungen der Lineariserungen insgesamt Stabilisierung eines nichtlinearen
Systems zu erreichen, benotigt man zusétzliche Annahmen. Eine Technik, die dies
liefert, ist modellpradiktive Regelung (kurz MPC, von engl. model predictive control),
siehe z.B. [9].)

Zunichst werden wir uns mit der Methode nach Lyapunov beschéftigen. Die Darstellung
des néchsten Abschnitts orientiert sich an [19, § 13] und [14].

3.1 Stabilitatstheorie nach Lyapunov

In diesem Abschnitt werden lineare Matrixgleichungen eine wesentliche Rolle spielen. Daher
werden wir uns zunéchst mit einigen Eigenschaften solcher Gleichungen befassen. Betrachte
dazu die Sylvestergleichung

AX +XB=W (3.1)

mit A € R™", B € R™™ W € R™™ und der unbekannten Matrix X € R™*™. Bei
dieser Gleichung handelt es sich um eine lineare Gleichung in den n - m Unbekannten z;;,
i=1,...,n,j=1,...,m. Also existiert eine Darstellung von (3.1) in der iiblichen Form
Mz = w eines linearen Gleichungssystems in R™". Mit Hilfe dieser Darstellung konnen wir
sofort Aussagen iiber die (eindeutige) Losbarkeit von Sylvestergleichungen erhalten. Dazu
bendtigen wir ein Kalkiil, welches auf der folgenden Definition beruht.

Definition 3.1 FEs seien A € R"*? und B € R™*4. Dann ist das Kroneckerprodukt (Ten-
sorprodukt) von A und B definiert durch

CLHB R aLpB
A® B = : : e R,
an1B ... ap,B
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Auflerdem wird der vec-Operator definiert durch
vec : R™P = R"™ A — a1, ..., 001,012, -, Ap2y.- ., amp]T
Folgende Figenschaften des Kroneckerprodukts ergeben sich direkt aus der Definition 3.1:
a) (@A) ® B=A® (aB) = a(A® B) fur alle « € R,
b) (A+B)@C=(AxC)+ (B (),
b) AR (B+C)=(A® B)+ (A® (),
d) A (BC)=(A® B)®C,
e) (A B)l = AT ® BT,
f) (A® B)(C® D)= AC ® BD,
g) (A B)™' = A" @ B!, falls A und B invertierbar sind.

Eine weitere wichtige Eigenschaft verbindet Kroneckerprodukt und den vec-Operator,
mit dieser Eigenschaft lassen sich dann Sylvestergleichungen “vektorisieren”.

Lemma 3.2 Fir A € R™", B € R™"™ und X € R"™™ gilt:
vec (AXB) = (BY @ A) vec (X).

Beweis: Ubung. 0

Damit erhélt man sofort die gewiinschte vektorisierte Darstellung der Sylvesterglei-
chung (3.1).

Folgerung 3.3 Die Sylvestergleichung (3.1) ist dquivalent zu
((In ® A) + (B" ® 1)) vec (X)) = vec (W), (3.2)
d.h. X lost (3.1) genau dann, wenn vec (X) (3.2) lost.

Definiert man M := (I, ® A) + (BT ® In), so ist sofort klar, dal die Sylvestergleichung
genau dann eine eindeutige Losung hat, wenn M regulér ist. Ein hinreichendes und notwen-
diges Kriterium dafiir ist bekanntermaflen, dafl M keinen Eigenwert A = 0 hat. Da man mit
Hilfe des Kroneckerprodukt-Kalkiils die Eigenwerte von M explizit angeben kann, erhélt
man das gewiinschte Ergebnis tiber die Losbarkeit der Sylvestergleichung (3.1).

Die Beziehung zwischen Eigenwerten von A, B und M erhilt man mit folgendem FEr-
gebnis:
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Satz 3.4 (Satz von Stephanos) Es sei p(x,y) ein komplexes Polynom in zwei Varia-
blen, d.h. p(x,y) = ka Lty® mit xy,a € C. Fir A € C™" und B € C™™
definiere damit ein matrizwertiges Polynom, indem die Multiplikation durch das Kronecker-
Produkt ersetzt wird:

l
p(A,B) = a(A @ BY).
3,k=1

Sind die Spektren von A und B gegeben durch A (A) = {1, ..., A}, A(B) = {p1, .-\ fom },
dann gilt

A(p(A,B)) ={p(\j, ), j=1,....,n, k=1,...,m}.
Beweis: Ubung. 0

Damit konnen wir jetzt Aussagen zur Losbarkeit von (3.1) treffen.

Satz 3.5 Betrachte die Sylvestergleichung (3.1) und sei A (A) = {A1,..., \}, A(B) =
{p1, .-y fim}. Dann gilt:

o) AN(M)=A((In®A) + (BT @ L) ={\ + e, j=1,....n, k=1,...,m}.

b) Die Sylvestergleichung (3.1) und damit das lineare Gleichungssystem (3.2) haben eine
eindeutige Losung genau dann, wenn A (A)NA(—B) = 0.

Beweis:
a) Folgt aus dem Satz von Stephanos/Ubung.

b) 0 € A(M) <= Es existiert \; € A(A) und py, € A (B) mit \; = —p.
<~ AA)NA(=-B)#0. 0

Betrachte nun den Spezialfall von (3.1) mit m = n, B = AT und W = W7. Damit
erhédlt man die Lyapunovgleichung

AX + XAT =W (3.3)

Da die Lyapunovgleichung symmetrisch ist, folgt sofort dafi auch X7 Lésung von (3.3)
ist. Falls die Losung eindeutig ist, d.h. nach Satz 3.5b), falls A (A) N A(—A) = ), dann
ist diese eindeutige Losung symmetrisch. Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz
der eindeutigen Losbarkeit ist, dal A (A) € C—, also, dafl A Hurwitz ! ist. Man erhilt in
diesem Fall sogar eine explizite Losungsformel, die auch allgemeiner fiir (3.1) giiltig ist,
falls A und B stabil sind.

'Das bedeutet, dafl A ist asymptotisch stabil ist, siche Definition ??. Allerdings ist der Begriff “stabil”
fiir Matrizen mit Spektrum in der offenen linken Halbebene gebrduchlich in der Matrixtheorie und wird
deshalb auch im Folgenden derart verwendet.
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Satz 3.6 Sind A (A),A(B) C C, dann hat (3.1) eine eindeutige Lisung, die durch
X =- / MW el dt (3.4)
0

gegeben ist.

Beweis: Die Eindeutigkeit der Losung folgt sofort aus Satz 3.5b).
Definiere nun Z : [0,00) — R™ ™ als Losung der linearen matrixwertigen Differential-
gleichung

Z(t) = AZ(t) + Z(t)B (3.5)

fiir die Anfangsbedingung Z(0) = W. Aus der Theorie linearer homogener Differentialglei-
chungen folgt, dafl diese Anfangswertaufgabe fiir die Sylvester-Differentialgleichung (3.5)
eine eindeutige Losung auf ganz [0, 00) besitzt. Diese Losung ist Z(t) = e*WeP*, wie man
leicht nachrechnet: Z(0) = W und

Z(t) = AeMWePt + MW BePt = AeM'WePt + MW eP B = AZ(t) + Z(t)B,

wobei man verwendet, da8 B und e”* kommutieren. Da A, B stabil sind, gilt lim;_,, et =

0, lim;_, eP* = 0 und damit

Zo = Jim Z(t) = lim eMWePt = 0.

t—o0

Integration von (3.5) iiber [0, 00) liefert

Zo — 2(0) = A/OO Z(8) dt + /OO Z(#) dtB,

also

A/OOOZ(t)dt+/OOOZ(t)dtB:—W

Damit ist — fooo Z(t) dt eine Losung der Sylvestergleichung (3.1). Aus der Eindeutigkeit der
Losung folgt dann X = — [* Z(t) dt = — [~ e WeP! dt. 0

Betrachtet man nun ein asymptotisch stabiles LTI System & = Az + Bu und setzt
W = —BB7 in (3.3), dann erhilt man aus Satz 3.6 sofort, dafl die Steuerbarkeits-Gramsche
Matrix

pP= / BB dt
0
die eindeutige Losung der stabilen Lyapunovgleichung
AP+ PAT + BBT =0 (3.6)

ist. Daraus ergibt sich ein weiteres Kriterium fiir die Steuerbarkeit von LTT Systemen.
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Folgerung 3.7 Sei A (A) C C~. Dann ist das durch (A, B) € R™*™ xR"*™ definierte LTI
System steuerbar genau dann, wenn die eindeutige Lisung der Lyapunovgleichung (3.6)
positiv definit ist.

Bemerkung 3.8 Man beachte, dal P # lim,_., P(0,7), da dieser Grenzwert fiir A Hur-
witz nicht definiert ist. Damit ist P nicht eine “[0, oo]-Steuerbarkeits-Gramsche”. Die Be-
zeichung Steuerbarkeits-Gramsche leitet sich aus obiger Steuerbarkeitscharakterisierung
(Folgerung 3.7) ab.

Analog erhélt man eine Charakterisierung der Beobachtbarkeit fiir asymptotisch stabile
LTT Systeme {iber die positive Definitheit der Beobachtbarkeits-Gramschen Matriz, die als
Losung von

ATQ+QA+CTC =0

gegeben ist.
Im Folgenden zitieren wir die beiden grundlegenden Sétze aus der Lyapunovschen Sta-
bilitatstheorie, die im weiteren benotigt werden.

Satz 3.9 (Satz von Lyapunov, 1897) Seien AW € R™"™ mit W = WT negativ
definit. Dann gilt:

a) Ist A(A) C C~, dann hat die Lyapunovgleichung (3.3) eine eindeutige Lisung X .
Auflerdem gilt X = XT > 0.

b) Falls (3.3) eine Lisung X > 0 hat, dann ist A stabil.

Beweis: Teil a) folgt aus Satz 3.6. Fiir Teil b) siehe z.B. [14, 17, 19]. O

Aus Satz 3.9b) folgt ein Test auf asymptotische Stabilitdt bei linearen dynamischen
Systemen, den man als direkte Methode nach Lyapunov?® bezeichnet. Dazu 16st man die
Lyapunovgleichung AX +X AT = —al, fiir ein a < 0. Ist X > 0 (was man z.B. mit Hilfe der
Cholesky-Zerlegung von X iiberpriifen kann), so sind alle Losungen von & = Az asympto-
tisch stabil. Daher bezeichnet man asymptotische Stabilitdt auch als Lyapunov-Stabilitdt.
Wie bereits oben erwéhnt, erhélt man auch fiir nichtlineare Systeme eine hinreichende Be-
dingung mittels Lyapunovscher Stabilitdtstheorie, indem man eine Lyapunovfunktion fiir
i = f(z) angibt. (Im linearen Fall ist eine solche Lyapunovfunktion durch V(z) = 27 Xz
gegeben.) Allerdings ist die Bestimmung einer Lyapunovfunktion fiir nichtlineare Systeme
oft sehr schwierig und i.a. nicht durch einen einfachen Algorithmus moglich.

In der Regelungs- und Systemtheorie ist die folgende Version von Satz 3.9 wesentlich,
die auf Chen (1973) und Wimmer (1974) zuriickgeht und bei der die Definitheit der rechten
Seite der Lyapunovgleichung abgeschwéicht werden kann unter der zusétzlichen Annahme
der Steuerbarkeit.

2Der Name “direkte Methode” bezieht sich darauf, daf8 keine Losungstrajektorie berechnet werden muf,
um Stabilitdt zu iiberpriifen.
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Satz 3.10 FEs sei das durch (A, B) € R™™ x R™™ definierte LTI System steuerbar.

a) Ist A(A) € C~, dann hat die Lyapunovgleichung (3.6) eine eindeutige Lisung P.
Auflerdem gilt P = PT > 0.

b) Falls (3.6) eine Lisung P > 0 hat, dann ist A stabil.

Beweis: Teil a) ist nichts anderes als Folgerung 3.7. Fiir Teil b) siehe z.B. [19, Chapter 13].
0

3.2 Stabilisierung mit Lyapunovgleichungen

Der folgende Satz, der auf Kleinman (1970) und Armstrong (1975) zuriickgeht und friihere
Ideen von Bass aufgreift, liefert ein erstes Stabilisierungsverfahren. Im Folgenden bezeichnet
M™ die (Moore-Penrose) Pseudoinverse von M, d.h. die eindeutige Matrix, fiir die die
Moore-Penrose Bedingungen

(i) MM*M =M, (1) MTMM* =M™,
(i) (MM = MMT, (iv) (MTM)" =M+tM

erfiillt sind.

Satz 3.11 FEs sei (A, B) € R™" x R™™ stabilisierbar und € R mit § > p(A), wobei
p(A) = max{|\| |\ € A(A)} der Spektralradius von A ist. Ist X die eindeutige Losung der
Lyapunovgleichung

(A+BL)X + X(A+ 31,)" =2BB", (3.7)

dann ist F:= —BT X" eine stabilisierende Feedback-Matriz fiir (A, B).

Beweis: Sei zunichst (A, B) steuerbar (und damit natiirlich auch stabilisierbar). Da 3 >
p(A) gilt A (A+31,) € C*. Um Satz 3.10a) anwenden zu kénnen, muB (—(A+ 31,),vV2B)

steuerbar sein. Dies folgt aber sofort mit dem Hautus-Test, da

n = rank([A— M\, B]) VXeC
<~

n = rank([(A+ﬁIn)+5\In,B} {_g" \/gfm})
_ rank<[—(A+mn)—Xln, \/58]) VieC.

Also folgt mit Satz 3.10b), dafi (3.7) eine eindeutige Losung X > 0 besitzt. Da X inver-
tierbar ist, ergibt sich die Aquivalenz von (3.7) und

XY A+BL)+(A+8L)' X =2Xx"'BBT X1,
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Durch Umstellen erhalt man daraus
XY A-BB"X Y)Y+ (A-BBTX H)I'Xxt=_28Xx"1

Da X und damit X! positiv definit sind, ist die rechte Seite dieser Lyapunovgleichung
negativ definit. Damit folgt aus Satz 3.9b), dal A — BBT X! stabil ist, d.h. FF = —BT X"
ist eine stabilisierende Feedback-Matrix, da fiir invertierbare Matrizen X+ = X 1.

Sei nun (A, B) stabilisierbar. Aufgrund von Satz 3.6 wissen wir, da8 (3.7) eine eindeutige
Losung besitzt, die aufgrund der Darstellung (3.4) positiv semidefinit sein mufl. Weiterhin
wissen wir aus Satz 2.15, daf (A, B) eine Kalman-Zerlegung der Form

A Ay B,

A=V 0

v, B=V { } . (Aq, By) steuerbar, Aj stabil

3
mit V € R™" orthogonal besitzt. Multipliziert man (3.7) von links mit V7 von rechts mit
V, setzt X = VIXV = [ ))((2% ﬁi] und partitioniert analog zur Aufteilung in der Kalman-
Zerlegung, so ergibt sich

A1+BI A, X1 Xo n X1 Xo (Ar+8D0)T 0 B 2B1BT 0
0 As+BI| | XT X3 X7 Xs AT (AstsDT| | o ol

Daraus erhélt man die folgenden linearen Matrixgleichungen

(A1 + BDX, + X1(A1 + BDT + A Xy + XoAL = 2B,B] (3.8)
(As + ) X5+ X3(As + DT = 0. (3.9)

Die homogene Gleichung (3.9) hat wegen Satz 3.5b) die eindeutige Losung X3 = 0. Da X
und damit auch X positiv semidefinit ist, mufl Xy = 0 gelten. Aus der Steuerbarkeit von
(Ay, By) folgt, daB (3.8) eine eindeutige Losung X; > 0 besitzt und Fy = —BI X[ ! eine
stabilisierende Feedback-Matrix fiir (A;, By) ist. Setzt man F' := [ F, 0 } VT, so gilt

A+ B Fy Ay

VI(A+BF)V =
0 As

Y

dh. A(A+BF)=A(A;+ B F1)UA (A3) C C. Also ist F eine stabilisierende Feedback-
Matrix fiir (A4, B). Auerdem gilt

—1

F=[-BIX;" 0]vi=—[B 0] vi=-B"V

—1
At ] v

-1

Durch Nachrechnen iiberzeugt man sich, daf§ V/ VT die Moore-Penrose Bedin-

gungen bzgl. X =V VT erfiillt. Damit gilt also letztlich, da8 FF = —BT X,

O
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Der obige Beweis verwendet im Wesentlichen, dafl die nicht-steuerbaren Moden des
LTT Systems nicht stabilisiert werden miissen, so dafl das Stabilisierungsproblem auf den
steuerbaren Fall zuriickgefithrt werden kann. Damit erhélt man einen vollstdndigen Beweis
von Satz 2.15, da Satz 3.11 den Schritt “c) = b)” liefert unter der Voraussetzung, dafl “a)
= ¢)” bewiesen ist.

Algorithmus 3.12 (Bass Algorithmus)

INPUT: (A, B) € R™" x R™™ stabilisierbar.

OUTPUT: Stabilisierende Feedback-Matrix F' € R™*" d.h., A(A+ BF) Cc C™.
1: Setze 3 = 2||A||, fiir eine einfach zu berechnende Norm, z.B. p =1, 00, F.
2: Lose (3.7).
3: Berechne X+ und setze F' = —BTX.

Der Faktor 2 in Zeile 1 ist ein Sicherheitsfaktor, der bewirken soll, dafl die Eigenwerte
von A+ (1, hinreichend weit von der imagindren Achse entfernt sind. Die Berechnung der
Pseudoinversen X kann z.B. mit Hilfe einer Eigenwertzerlegung der positiv semidefiniten
Matrix X erfolgen.

Eine Alternative zur Stabilisierung mit Hilfe der Lyapunovgleichung (3.7) liefert die
sogenannte algebraische Bernoulligleichung (ABE)

ATX + XA - XBBTX =0. (3.10)
Die folgenden Ergebnisse konnten in [?] gezeigt werden:

Satz 3.13 Ist (A, B) € RV " xR™ ™ stabilisierbar und A (A)MuR = 0, dann gelten folgende
Aussagen:

a) Die ABE (3.10) hat eine eindeutige stabilisierende positiv semidefinite Losung X, d.h.
X,>0und A(A—BBTX,)cCC~.

b) rank (X,) = k, wobei k die Anzahl instabiler Eigenwerte von A ist. Damit gilt X = ZZT
mit 7 € R,

¢) A(A— BBTX,) = (A(A)NC)U—(A(A)NCH).

Damit kann auch die ABE zur Stabilisierung von linearen, zeit-invarianten Systemen ver-
wendet werden. Der in [?] angegebene Algorithmus zur Berechnung von X bzw. Z ist vom
Aufwand her mit dem Bartels-Stewart Algorithmus zur Losung von Lyapunovgleichungen
vergleichbar. Die Stabilisierungseigenschaften sind oft besser als beim Bass-Algorithmus,
da das Spektrum von A — BBX, oft weniger sensitiv gegeniiber Stérungen ist. Allerdings
beruht diese Aussage bisher nur auf empirischen Untersuchungen, eine genaue Storungs-
analyse, die dies bestétigt, fehlt noch.
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3.3 Numerische Losung von Lyapunovgleichungen

Die Losung des zur Lyapunovgleichung nach Folgerung 3.3 dquivalenten linearen Glei-
chungssystems
(A® 1)+ (I, ® A)) vec (X) = vec (W) (3.11)

mit dem Gauflschen Elimininationsverfahren wiirde %(nz)?’ = %nﬁ Flops kosten und auf

einen Speicherbedarf fiir n* reelle Zahlen hinauslaufen. Dies ist bereits fiir n = 100 nicht
mehr vertretbar. (Es wiirden bereits mehr als 800MB Hauptspeicher benotigt!) Unser Ziel
ist es, einen Algorithmus mit Rechenaufwand O(n3) und Speicherbedarf O(n?) zu ent-
wickeln. Dies gelingt, da (3.11) ein Gleichungssystem mit sehr spezieller Struktur in R"**"*
ist und durch O(n?) Daten definiert ist.

Die Idee ist, die Lyapunovgleichung (3.3) in eine Gestalt zu transformieren, so dafl
das Gleichungssystem (3.11) durch einfaches Riickwértseinsetzen mit einem Aufwand von
O(n?) gelost werden kann.

Dazu verwenden wir ein Ergebnis aus der numerischen linearen Algebra.

Satz 3.14 (Reelle Schur-Zerlegung) Sei A € R™™™. Dann existiert Q € R"*™ orthogo-
nal, so daf
Tn Tl,r r
A=QTQT, T= S mit Tj; € R n; € {1,2}, Y nj=n, (3.12)
Trr 7=l
wobei fiir nj = 1, Tj; ein reeller Eigenwert von A ist und fiir n; = 2 sind die Figenwerte
von T}; ein komplex-konjugiertes Eigenwertpaar von A.

Auflerdem kann @ so gewdhlt werden, dafi die Figenwerte von A in beliebiger Reithen-
folge auf der Diagonale von T erscheinen.

Beweis: Siehe z.B. [13, 29]. 0

Die Zerlegung von A in (3.12) heifit Schur-Zerlegung von A, T' heiit dann Schurform
von A und die Spalten von @ sind die Schurvektoren von A. Beachte, daf§ die ersten
ny + ...+ ng Spalten von @ einen A-invarianten Unterraum bilden fiir alle K = 1,... 7.
Die Schur-Zerlegung von A kann z.B. mit dem QR Algorithmus numerisch riickwérts stabil
berechnet werden, siehe z.B. [13, 29].

Multipliziert man die Lyapunovgleichung (3.3) von rechts mit der Schurvektor-Matrix
@ von A und von links mit Q7 so ergibt sich die dquivalente Lyapunovgleichung

Al A2 X1 X2 X1 X2 A,{ 0 W1 W2
0 Ay || XTI X, XD Xy || AL AT | | W oW,

mit Az € R™*" Unter Ausnutzung der Symmetrie zerféllt diese Lyapunovgleichung in
die folgenden drei linearen Matrixgleichungen:

A X+ X AT = Wy — AXT — XA =W = W (3.13)
A1X2 -+ XQA?; == W2 - A2X3 = WQ, (314)
AsXs + X3AY = W, (3.15)
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Die Gleichung (3.15) kann nun explizit aufgelost werden. Falls n, = 1, dann ist (3.15)
skalar und

W,
243’
da A3 # 0 (andernfalls wire die Lyapunovgleichung nicht eindeutig 16sbar). Im Fall n, = 2

verwendet man explizit die vektorisierte Darstellung von (3.15). Unter Ausnutzung der
Symmetrien ergibt sich das Gleichungssystem

X3 =

anfl,nfl anfl,n 0 xnfl,nfl 'wnfl,nfl/2
Qpon—1 Ap—1,n—1 + Qppn  Apn—1n Tn—1n = Wp—-1,n . (316)
0 an,nfl an,n $n,n wn,n/2

Die Losung von (3.16) sollte mit einer LU Zerlegung mit vollstandiger Pivotisierung erfol-
gen, um moglichst hohe Genauigkeit zu erzielen.

Die Losung X3 wird nun in (3.14) eingesetzt. Damit ergibt sich eine Sylvestergleichung,
die eindeutig 16sbar ist (wegen Satz 3.5 und A (A;)NA (—AL) =0, falls A (A)NA (—AT) =
(). Aufgrund der sehr speziellen Struktur dieser Sylvestergleichung kann man diese Losung
einfach durch Riickwértseinsetzen berechnen. Partitioniere dazu analog zu (3.12),

Ao Al,r—l Ty w1y
A= , Xo= . Wy = . Ty, w; € R
Ar—l,r—l Tr—1 Wr—1
Dann kann man die x; riickwérts berechnen aus
Az + ;A 3—w] ZAJZ:L‘,—U)], j=r—1,r—2,...,1
i=7+1

Bei der Losung dieser Gleichung mufl man vier Félle unterscheiden.
n; = 1,n, = 1: Die Gleichung ist skalar und z; = #.
n; = 2,n, = 1: Man erhilt ein Gleichungssystem im R? mit eindeutiger Losung,

(Ajj + Az - L)y = w;.

n; = 1,n, = 2: Man erhilt ein Gleichungssystem im R? mit eindeutiger Losung,

(Ajj . [2 + Ag).ﬁlf TI}JT

n; = 2,n, = 2: Man erhilt ein Gleichungssystem im R* mit eindeutiger Losung,

((IQ ® Ajj) + (AgT ® Ig)) vec (z;) = vec (0;) .
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Die Gleichungssysteme in den letzten drei Fillen werden mit LU Zerlegung und vollstandi-
ger Pivotisierung gelost.

Setzt man nun die so berechnete Losung von (3.14) in (3.13), so erhélt man eine Lyapu-
novgleichung in R*"~"*"~" mit Koeffizientenmatrix in Schurform. Damit 148t sich diese
Gleichung wieder aufteilen wie in (3.13)—(3.15), so daf} sich das oben beschriebene Vorge-
hen rekursiv anwenden la8t bis (3.13) eine Gleichung im R™*™ ist, die direkt aufgelost
werden kann.

Zum Schlufl mufl man noch die berechnete Losung in das urspriingliche Koordinaten-
system zuriicktransformieren. Damit erhélt man insgesamt den Algorithmus 3.15.

Algorithmus 3.15 (Bartels-Stewart Algorithmus (1972))
INPUT: A, W € R™", W = WT,

OUTPUT: Lésung X = X7T der Lyapunovgleichung (3.3).

1: Berechne die reelle Schurform von A wie in (3.12) mit Hilfe des QR Algorithmus.
2. if A(A)NA(—A) # 0 then
3:  STOP; keine eindeutige Losung.
4: end if
5: V% %2 } = Q"TWQ, Wy € R
6: k:=r
7: while £ > 1 do
8:  Lose (3.15) mit Az = Agy.
A oo A
9:  Lose (3.14) mit Ay = :
Ap—1k-1

10: W1 = W1 - A2X2T - XQA%—‘

11: k:=k—1

12: end while

13: Lose (3.13) als lineares Gleichungssystem (unter Ausnutzung der Symmetrie) im R3.

14: X :=QXQT

Der Bartels-Stewart Algorithmus benétigt ca. 32n® elementare Rechenoperationen, da-
bei entfallen auf den QR Algorithmus ca. 25n3 Flops und auf die Schritte 5 und 14 je
3n3. Der gesamte ProzeB des Riickwirtseinsetzens (die while-Schleife) benétigt nur n?
Operationen. Da sowohl der QR Algorithmus als auch das Riickwértseinsetzen numerisch
riickwiirts stabil sind und dariiberhinaus nur orthogonale Ahnlichkeitstransformationen
verwendet werden, kann der Bartels-Stewart Algorithmus als numerisch riickwérts stabil
angesehen werden.

Der Bartels-Stewart Algorithmus zur Losung von Lyapunovgleichungen ist z.B. in der
MATLAB Control Toolbox Funktion lyap implementiert.
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3.4 Stabilisierung durch Polvorgabe

Zunéchst werden wir zeigen, dafl ein System steuerbar genau dann ist, wenn es zu je-
der Menge L := {p1,...pu,} C C, die abgeschlossen bzgl. komplexer Konjugation ist, eine
Feedback-Matrix F' € R™™ mit A (A+ BF') = L gibt. Dazu fithren wir zunéchst zwei Nor-
malformen fiir Single-Input Systeme ein, die weitere Charakterisierungen der Steuerbarkeit
erlauben. Man beachte, dafl sich diese Normalformen nicht numerisch stabil berechnen las-
sen und daher eher von theoretischem Interesse sind.

Im Folgenden sei

da(x) = 2" + ap12" T+ + ag (3.17)

das charakteristische Polynom von A. Desweiteren sagen wir, daB (A, B) und (A, B) dhnlich
sind, wenn (A, B) durch einen Basiswechsel im Zustandsraum gemif Definition 2.25 aus
(A, B) hervorgeht, d.h. falls eine invertierbare Matrix 7' € R™*" existiert, so daB (A, B) =
(TAT,TB).

Lemma 3.16 FEs sei (A, B) € R™™ x R"™! und
[0 0 .0 —ap ] [ 1]
10 ... 0 —m 0
A, = 01 ... 0 —a . B, = 01 (3.18)
(00 ... 1 —apy 0 |
Dann gilt
AK(A, B) = K(A, B)A,, B =K(A,B)B,, (3.19)

wobei K(A, B) die Steuerbarkeitsmatriz von (A, B) ist. Insbesondere ist (A, B) steuerbar
genau dann wenn (A, B) und (A, Bs) dhnlich sind.

Beweis: Mit dem Satz von Cayley-Hamilton folgt (siche auch Beweis von Satz 2.11)

n—1
A== A
=0
Also gilt
AK(A,B) = [AB A2B ... A"B Yl AIB
— K(A, B)A,.

Die zweite Gleichung in (3.19) ist sofort klar.

Nun ist (As, Bs) in System-Hessenberg-Form mit A, unreduziert und damit ist (A, By)
steuerbar nach Folgerung 2.30. Ist (A, Bs) dhnlich zu (A, B), dann ist (A, B) steuerbar
nach Satz 2.26. Ist andererseits (A, B) steuerbar, dann ist (A, B) reguldr nach Satz 2.12
und somit sind wegen (3.19) (A, B) und (4, B,) dhnlich mit T := K(A, B) ™. 0
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Definition 3.17 Die Regler-Normalform eines Paares (A, B) € R™™ x R™*! st gegeben
durch

0 1 0o ... 0 0
0 0 1 ... 0 0
ArNF = : : S : . Brnp =1 |. (3.20)
0 0 0o ... 1 0
| —Qyp —0p —Q9 ... —0p_1 ] | 1 ]

Man beachte, dafl nicht jedes Paar (A, B) dhnlich zu seiner Regler-Normalform ist, wie der
néchste Satz zeigt.

Satz 3.18 (A, B) € R™" x R™ ! ist steuerbar genau dann, wenn es eine requlire Matriz
S € Rnxm glbt, SO daﬁ (ARNFaBRNF) = (SAS_l,SB)

Beweis: Zunichst beachte, dafl ¢4 das charakteristische Polynom von Agyp ist. (Entwickle
det(Arnr — Al,,) nach der letzten Zeile!) Damit gilt nach Lemma 3.16 bzw. (3.18)

ApniK(ArnrE, Benr) = K(Apnp, Brne)As, Brynre = K(Arnr, Banr)Bs.

Nun ist

0 0 1
*
K(ArnF, Brnr) =
0
1 .0 %
und damit invertierbar. Also ist (Agryr, Bryr) dhnlich zu (A, Bs). Damit folgt die Be-
hauptung mit Lemma 3.16. 0

Desweiteren werden wir noch eine Eigenschaft des Teilraums range (C(A, B)) bendtigen.
Lemma 3.19 Sei (4, B) € R x R™™ und b; = Bej, j =1,...,m. Dann gilt
range (IC(A, B)) = span{A*b; |k € No,j = 1,...,m} =: K.
D.h., range (K(A, B)) ist der kleinste A-invariante Unterraum, der range (B) enthdlt.

Beweis: Die Aussage folgt mit dem Satz von Cayley-Hamilton wie im Beweis von Satz 2.11,
da

n—1
At =3"pYAT Y eN,.
j=0

Da jeder A-invariante Unterraum, der range (B) enthilt, auch K enthalten muf}; ergibt sich
die Interpretation von range (K(A, B)) als kleinster A-invarianter Unterraum der range (B)
enthélt. 0

Beachtet man noch, daf fiir dhnliche Matrixpaare (A, B) und (A, B) = (TAT', TB)
gilt A(A+ BF) = A(A+ BF) = L fir F = FT™', so haben wir nun die notwendigen
Vorarbeiten geleistet, um den Satz von der Polvorgabe zu beweisen. Der Beweis folgt im
Wesentlichen dem Beweis von Theorem 13 in [28].
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Satz 3.20 (Polvorgabe) Es sei (A, B) € R™" x R™™ und die unsteuerbaren Moden
von (A, B) seien {\gi1,..., A\n}. Dann existiert eine Feedback-Matrix F € R™*" so, dafs
A (A+BF) = L genau dann, wenn £ = {1, ..., ey Mgty - - - A}, wobei {pg, ..., ux} C C

beliebig gewdhlt werden kann, solange {1, ..., i} abgeschlossen unter komplexer Konju-
gation ist. Im Fall m = 1 ist F' eindeutiq.
Insbesondere ist (A, B) steuerbar genau dann, wenn es fir jede Menge £ = {1, ..., lin}

mit L= L ein F € R™™ mit A(A+ BF) = L gibt.

Beweis: Sei zunéchst (A, B) nicht steuerbar. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, daf§ (A, B)
in Kalman-Form vorliegt, d.h.
A A

0 A; 0

, B= l By } . (Ay, By) steuerbar,

wobei A; € RF*F usw. Fiir ein beliebiges F' = [ F, F } gilt also
A (A —|— BF) — A (Al —|— BIFI) U A (Ag) — A (Al + BlFl) U {)\k+1, ey )\n}

Da A (Aj3) die unkontrollierbaren Moden sind, ist klar, dafl £ die im Satz angegebene Form
annehmen muf} und daf (A, B) steuerbar ist, genau dann wenn £ beliebig gewahlt werden
kann.

Es bleibt jetzt zu zeigen, daBl A (A; + By F}) beliebig gewihlt werden kann durch Wahl
eines geeigneten F. Kann man fiir eine vorgegebene Menge £ := {p1,...,u;} ein F} €
R™* finden mit A (A; + By F}) = £, dann liefert F' = [ 0 } das Gewiinschte.

Nach diesen Voriiberlegungen kénnen wir uns also auf den Fall, dafl (A, B) steuerbar
ist, zuriickziehen. Im Fall m = 1 kénnen wir wegen Satz 3.18 davon ausgehen, daf (A, B)

in Regler-Normalform vorliegt. Dann sieht man sofort, dafl mit F' = [ fi o fa ], f; eR
[ 0 1 0 o 0 i
0 0 1 e 0
A+ BF = : : : . :
0 0 0 o 1
| —aot+ fi —ant fo —aetf3 o0 —ap + fu ]
Da

Gaypr(r) = 2" + (a1 — fu)2" ' 4. 4 (a1 — o)z + (ag — f1),
ist f eindeutig festgelegt durch f; = o;_; — 8;_1, wobei

(x =) (2 = o) = 2" + Buaz™ "+ 4 Bz + fo.

Sei nun m beliebig. Wir werden dies auf den Fall m = 1 zuriickfithren. Dazu sei v € R™
mit b := Bv # 0. Wir zeigen nun, dafl ein G € R™*" existiert, so dal (A+ BG, b) steuerbar
ist. Ist dann f € R™*" der eindeutig bestimmte Vektor so dafl A (A+ BG +0bf) = £, dann
ist I':= G 4+ vf die gesuchte Feedback-Matrix.



46 KAPITEL 3. STABILISIERUNG, LYAPUNOVGLEICHUNGEN UND POLVORGABE

Es bleibt also die Existenz von G zu zeigen. Definiere nun eine maximale Menge linear
unabhéngiger Vektoren R = {zy,...,2,} C R mit

ry = b= B,

r; — Az;—; € range(B), (3:21)

wobei wir vereinbaren, dafl zo = 0. Es ist klar, daB R # (), da b € R und dimspanR = ¢ < n
und damit “¢ maximal” wohldefiniert ist. Beachte, daf§ (3.21) auch wie folgt formuliert

werden kann:
xj; = Axzj_1 + Bu fiir ein u € R™. (3.22)

Wir zeigen jetzt, dafl £ = n. Da ¢ maximal gewéhlt ist, folgt
Azy+ Bu € span{zy,...,xy} VYVueR™. (3.23)

(Sonst erhélt man mit .1 := Az, + Bu eine groflere Menge, die die Bedingungen erfiillt,
was der Maximalitét von ¢ widerspricht.)
Insbesondere ergibt sich mit v = 0, daf}

Axy € span{zy,..., 24} .
Damit folgt aus (3.23)
range (B) C span{zy,..., 2} —Azy = span{zy,..., 2}
und mit (3.21)
Azy € span{zy, ..., x}, k=1,..., L.

Damit ist span{zy,...,z,} ein A-invarianter Unterraum, der range (B) enthélt. Nun ist
aber nach Lemma 3.19 range (C(A, B)) der kleinste Teilraum von R”, der diese Eigenschaft
erfiillt. Also gilt mit der Steuerbarkeit von (A, B)

n = dimrange (K(A, B)) < dimspan {zy, ..., 2/}

und damit dimspan{zy,...,z} = ¢ =n.
Sei nun ux, € R™, k=1,...,n—1, eine Folge von Vektoren, die R wie in (3.22) erzeugt,
d.h.
SL’k—A.Tk,1 :Buk,l, /{ZZQ,...,H.

Wihlt man noch w,, € R™ beliebig und definiert
X =[x, ..., 2, | RV U:=Juy, ..., u,] € R™"

so ist G := UX ! wohldefiniert, da X reguldr wegen der linearen Unabhingigkeit der z;
ist.
Die Matrix G erfiillt
G’xk::uk, /{Z:L...,n,
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und mit (3.21) erhdlt man damit
K(A+BGb) =21 ... z,].

Also ist (A + BG,b) steuerbar und die Behauptung gezeigt. 0

Der Beweis von Satz 3.18 motiviert den Begriff Regler-Normalform, da die den Regler
bestimmende Matrix F' im Fall m = 1 direkt aus Aryp abgelesen werden kann.

Bemerkung 3.21 Bei der Berechnung der Feedback-Matriz F' muf man im Fallm > 1 die
Eindeutigkeit durch Zusatzbedingungen erzwingen. Diese Freiheit sollte man ausnutzen, die
Pole des riickgekoppelten Systems so robust wie moglich gegeniiber Stérungen zu machen.
Ein fir die numerische Rechnung geeignetes Kriterium ist, F' so zu wdhlen, daff A+ BF
diagonalisierbar und die Figenvektormatriz X = X (F') minimale Kondition hat. Es ergibt
sich das Minimierungsproblem

min cond (X (F))

FeRmxn

so daf$ (A+ BF)X(F)= X(F)
in

Das Problem der robusten Polvorgabe wurde 1985 von Kautsky, Nichols und Van Dooren
formuliert und geldst [15], wobei neben obigem Kriterium noch drei weitere untersucht
werden, mit deren Hilfe die Sensitivitit der Pole gegeniiber Storungen gemessen werden
kann.

Hier wollen wir nur einen Algorithmus fiir den Fall m = 1 besprechen. Da wir von einem
steuerbaren System ausgehen, kénnen wir nach Folgerung 2.30 annehmen, daf§ (A, B) in
System-Hessenbergform vorliegt und A unreduzierte Hessenberg-Matrix ist.

Der Algorithmus geht auf Miminis und Paige (1982) zuriick [23] und verwendet im Prin-
zip den QR Algorithmus zur Berechnung der Eigenwerte einer nicht-symmetrischen Matrix
(siehe z.B. [13, Kapitel 7]). Beachte, da8 es sich hier um ein inverses Eigenwertproblem han-
delt: Gegeben ist das Spektrum und zu berechnen ist eine Matrix in Hessenbergform mit
diesem Spektrum. Anstelle des QR Schritts im QR Algorithmus wird hier ein RQ Schritt
verwendet. Die Idee ist dabei die Folgende.

Wir verwenden die R() Zerlegung einer Matrix M € R™*"™:

M=rQ=No QQ-=1I,

deren Existenz aus der Existenz der QR Zerlegung folgt. Weiterhin benétigen wir eine
Aussage, welche in dhnlicher Form beim QR Algorithmus die Wahl von Shifts motiviert: Ist
A € A (M), M eine unreduzierte Hessenbergmatrix und M — A = RQ eine RQ) Zerlegung,
dann ist R;; # 0, j = 2,...,n und r;; = 0. Dies folgt, da M unreduziert ist und deshalb
rank (M — AI) > n — 1, andererseits rank (M —A) < n —1 (da A € A(M)). Da nun
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@ obere Hessenberg-Matrix ist und M unreduziert, folgt aus m;;_; = rj;q; -1 # 0, daB
rj; # 0 fir j = 2,...,n und aus der Rangbedingung damit ry; = 0.
Wiihlt man nun F € R™" so, daf in der RQ Zerlegung von

A—l—BF—,ulle—l—ﬁelF—,ul[

r1; = 0 gilt, dann folgt

M1
QR+ ml = QA+ BF —in)Q" + il = Q(A+ BF)Q" = :
* *
Also ist yy € A (A+ BF).
Die Matrix F' 1a3t sich damit rekursiv berechnen. Es sei
YT
A+ perF — il = RQ), Q= [ O } : (3.24)
Dann folgt (A + fe1 F' — pyl)y = 0 und
e1 (A—ml)y =—BFy (3.25)

Damit hat man eine Gleichung fiir die n unbekannten Eintrédge von F'. Allerdings kann
man y nicht wie in (3.24) berechnen, da F' ja noch unbekannt ist. Beachte aber, dafl

A—ul = RQ-BerF =RQ— BerFQTQ
= SR - ﬁelFQTZQ.

=R

Es ist also RQ eine RQ Zerlegung von A — ;1 und wir erhalten
1 =rn — Py = —pFy.

Damit konnen wir die rechte Seite von (3.25) berechnen, ohne F' zu kennen.
Da @ aus der RQ Zerlegung von A — p;1 bekannt ist, kénnen wir auch

— = 'ul .
QA+ B F)Q" = QR+ ml = | QA+ Ber F)QT

berechnen, ohne F' zu kennen. Setze nun
A=QAQT e R f=ejBQer = uf, F:=FQ".

Aus qu1 # 0 (da A unreduziert) folgt 3 # 0 und damit ist (A, B) := (4, Be;) in System-
Hessenbergform, wobei A unreduziert ist. Damit kénnen wir den RQ Schritt mit (A, B)
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Algorithmus 3.22 (Polvorgabe nach Miminis-Paige (1982))
INPUT: A€ R BeR", L={u,...,u,} mit (A, B) steuerbar, £ = L.

OUTPUT: Feedback-Matrix F' € R™™ mit A (A+ BF) = L.

1: Berechne die System-Hessenbergform von (A, B), d.h. berechne P € R"*" orthogonal
so, daf3

Ay = PTAP = N} . Biey = PTB,

wobei A; unreduzierte Hessenbergmatrix ist.
2: fork=1,...,n—1do
3:  Berechne die RQ) Zerlegung

k)1n k
(Ap = prlp—p11) = ReQp =: [Tz(j)]i,j 1 [qz(])]” 1

T

4:  Partitioniere @y =: [ Yk } Yy € RHFHL
Qr
(0

5. Setze Ty 1= 6_1 (= —Fuyi).
6:  Berechne Ay, := QkAkC?f, Bet1 = ﬁkqélf).
7: end for
8: [ = — Anﬁ cohe
9: fork=n—-1,n-2,...,1do
100 Fpi=[m Fin }Qk
11: end for
12: F = F1P

und 1o wiederholen und erhalten wiederum eine Gleichung der Form (3.25). Wiederholt
man den RQ Schritt n — 1 mal, bis man bei p, und (A, B) € R x R angekommen
ist, dann kann man die Gleichung (3.25) nach E auflésen und daraus dann riickwiirts den
gesamten Zeilenvektor F' bestimmen.

Insgesamt ergibt sich damit der Algorithmus 3.22.

Das Vorgehen bei diesem Algorithmus erldutern wir an einem kleinen Beispiel.

Beispiel 3.23 Seien

01
10

A= B:[é], L= {-1,-2).

Es ist P = Iy, da (A, B) bereits in System-Hessenbergform vorliegt, und daher A; = A,

B =1.
Berechne nun die RQ) Zerlequng

G icihn)

A s 1 1
1!112—11
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Damit ergeben sich

1 ~ 1

7 =0, ﬁQ:%’ QlZE[l 1],

Die Feedback-Matrixz F' erhalten wir nun durch

1212 = Q1A1QF{ =L

5 = _A2 —H2 1—5_2) _ _3\/5’
ﬁQ %
P o= B]Q = V-3 IEE I —F

Also ist A+ BF = und A (A+ BF) = L.

1 1 -3 -2
0] [0}{3 3 [ 1 0
Bemerkung 3.24 Algorithmus 3.22 verwendet im Wesentlichen numerisch stabile Ope-
rationen. Allerdings kann es bei der Berechnung von G,, zu Ausloschungseffekten kommen.

Prinzipiell ist das Polvorgabe-Problem ein inverses Problem. Solche Probleme sind meist
inhdrent schlecht konditioniert, so daf$ man potentiell mit grofler Sensitivitit der Pole ge-
geniiber kleinen Storungen rechnen muf. In der Praxis kann dies katastrophale Folgen
haben, wenn der Algorithmus z.B. zur Stabilisierung eingesetzt wird. Hier konnen kleine
Storungen OF in der Feedback-Matrix dazu fithren, daf$ einer oder mehrere der Eigenwerte
A(A+ B(F + 6F)) in der rechten Halbebene liegen. Damit erreicht man dann keine Sta-

bilitit des geschlossenen Regelkreises. In der Praxis konnen solche Systeme durch dufSere
Einflifie leicht “aus der Bahn” geworfen werden.




Kapitel 4

Optimale Steuerung

Fiir ein allgemeines nichtlineares System wie in Definition 1.2, also

T = f(t,z,u), x(ty) =12°,

y = glt,z,u) t & [to, ty] (4.1)

suchen wir eine optimale Steuerung u € U,q, die das Kostenfunktional J : U,y — R,

ty

T(u) = hyCalt) + [ ity (4.2
to

minimiert. Dabei ist h eine geeignet zu wihlende Funktion, die den Zustands-, Ausgangs-

und Eingangsgrofien Kosten zuweist, wahrend hy die Abweichung vom gewiinschten End-

zustand = bewertet.

Um auch hier zuzulassen, dafl wir mit einem asymptotischen Erreichen des Ziels zufrie-
den sind, also als Aufgabenstellung eine Stabilisierung des Systems vorgeben, wird ¢y = 0o
zugelassen. Zunéchst betrachten wir jedoch den Fall ty < oo, der Fall eines unendlichen
Zeithorizonts ergibt sich dann aus einer asymptotischen Betrachtung.

Bemerkung 4.1 Wahit man h = 1, hy = 0, so ergibt sich das Problem, t; zu mini-
mieren. Diese Aufgabe nennt man zeitoptimale Steuerung, es gilt also, die Steuerung zu
finden, die das System in kiirzest maglicher Zeit in den gewtinschten Zustand bringt. Diese
Aufgabenstellung wird hier nicht weiter betrachtet.

Der allgemeine Zugang zu Problemen der optimalen Steuerung beruht auf dem Lagran-
geschen Formalismus: Mochte man ein Problem der Form

)

sodafl f(z) =0
16sen, so definiert man die Lagrange-Funktion
L(z,\) = —h(z) + ' f(2),

51
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mit den Lagrange-Multiplikatoren A € R™ und entwickelt notwendige Optimalitéitsbedin-
gungen aus

L, =0, Ly =0.

Analog verwendet man bei dynamischen Nebenbedingungen das Hamilton-Prinzip. Da-
zu definiert man in Analogie zu (4.1) eine Hamilton-Funktion. Fiir autonome Systeme mit
h(z,y,u) = h(z,u) ist diese definiert durch

H(x,u,u) = —h(x,u) ~|>,qu(:L‘,u), (43)

wobel p : [tg, ty] — R™ die den Lagrange-Multiplikatoren entsprechende Kozustandsfunk-
tion bezeichnet. Beachte, dafl die dynamischen Nebenbedingungen damit als

M, =i

geschrieben werden kénnen.

Die notwendigen Optimalitdtsbedingungen ergeben sich dann aus dem folgenden Satz,
der auf Pontryagin [26] zuriickgeht und hier in der Form eines “Minimumsprinzips” wie in
25] angegeben ist, wobei zunédchst hy = 0 vorausgesetzt ist.

Satz 4.2 (Pontryagin’sches Maximumprinzip) Sei u, € U,q und z.(t) = x(t; u,)
die zugehirige Liosungstrajektorie von (4.1). Ist u, optimal fir (4.2), so erfillt u, die
notwendigen Optimalititsbedingungen

(1) H(xy, wy, pr) = infyepy,, H(z, u, p) fir alle t € [to, tf].

(ii) Die Kozustandsfunktion erfillt die adjungierte Gleichung

oH
W) = My, dho () = -2 =1 ..n
ult) = —H (1) o n
(111) p(ty) =0 (Transversalititsbedingung).
Beweis: Siehe [22, 25, 26]. 0

Der Fall hy # 0 kann auf obigen Satz zuriickgefithrt werden. Dazu verwendet man, da8

hp(e(ty)) — hy(a(to)) = / "V (a(t)) - (1) dt = / "y () - f(t), ult)) dr,

woraus sich eine neue Kostenfunktion

h(z,u) = h(z,u) + Vh(z) - (2, u)
ergibt. Damit ist also J(u) = hg(z(to)) + Lif h(z,u)dt. Da hy(x(ts)) konstant ist, kann
dieser Term in der Optimierung vernachléssigt werden, d.h. man arbeitet dann mit dem
modifizierten Kostenfunktional

Flu) = /t 7 (e, u) dt.

0
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Ersetzt man nun & durch A in der Hamilton-Funktion, so kann man Satz 4.2 auf J anwen-
den. Zu beachten ist dabei lediglich, daf§ sich die Transversalititsbedingung zu

(i) p(ty) = Vhy(z(ty))
dndert. AuBerdem sind natiirlich die erforderlichen Glattheitsanforderungen an hy zu iiber-
priifen.

Im Folgenden betrachten wir wieder LTI Systeme wie in (1.4)—-(1.5), d.h.

t = Az + Bu, x(0)=2"
y = CZL‘, te [0, tf]. (44)
Hierbei ist also
f(t,x,u) = Az + Bu,
g(t,x,u) = Cu.

Da y = Cz und damit h(t,z,y,u) = h(t,x,Cz,u) = h(t,x,u), werden wir hier 0.B.d.A.
C' = I,, annehmen. Setzen wir dann

S x
N e
hy(z) = %xTMx,

so erhalten wir ein quadratisches Kostenfunktional J und damit die folgende Aufgaben-
stellung.

Definition 4.3 (Linear-quadratisches Optimalsteuerungsproblem)
Das Minimierungsproblem

min J(u) = %(:p(tf)TMx(tf)+ fgf{x(t)TQx(t)+2x(t)Tsu(t)+u(t)TRu(t)}dt)
unter der Nebenbedingung (4.5)
© = Az + Bu, x(0)=2a",
heifst linear-quadratisches Optimalsteuerungsproblem.
In der Regelungstheorie nennt man das linear-quadratische Optimalsteuerungsproblem

auch linear-quadratisches Regelungsproblem oder kurz LQR Problem. Im Folgenden werden
wir diese Abkiirzung ebenfalls verwenden.

Bemerkung 4.4 Wie man hier sofort sieht, ist die oben getroffene Vereinbarung C = I
tatsdchlich keine Einschrinkung. Falls die Ausgdange im Kostenfunktional gewichtet werden
sollen, hdtte man bei einem quadratischen Zielfunktional Terme der Form

yTny + xTQJCx = xTCTQny + xTQJCx = xT(C’TQyC' +Q.)x

und wiirde mit Q := CTQ,C + Q. also genau ein Kostenfunktional der Form wie in (4.5)
erhalten.
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Das LQR Kostenfunktional bewertet also folgende Grofien:

e Die Abweichung des Endzustandes x(t) vom Ziel # mit Hilfe des Terms z(t7)" Mx(t;).
e Das Einschwingverhalten des Zustands durch fotf 2T Qudt.

e Die (Energie-)Kosten, die fiir u aufgewendet werden, durch den Term f(ff u” Rudt.

Im Beispiel 1.6 wiirde also M die Abweichung von ¢(t;) = 7 und ¢(t) = 0 gewichten,
der erste Term im Kostenfunktional kann dazu dienen, moglichst ein oszillatorisches Ein-
schwingverhalten zu verhindern, wihrend der letzte Term im Kostenfunktional die Ener-
giekosten fiir das angelegte Trigheitsmoment bewertet.

Der gemischte Term 27 Su ist meist nicht vorhanden. Er tritt z.B. dann auf, wenn die
Ausgangsgleichung einen Durchgriffsterm Du wie in (1.5). enthélt. Dann hat man wie in
Bemerkung 4.4

v Qu+1TQur = 27CTQ,Cx + 27Qux +u"DTQ,Cx + 27 CTQ, Du
= 27(C7TQ,C+ Q.)x + 227 CTQ,Du
=: 27Qx + 22T Su.

Durch Anwendung des Pontryagin’schen Maximumprinzips erhilt man nun die not-
wendigen Optimalitdtsbedingungen. Der Satz kann direkt bewiesen werden ohne Satz 4.2
zu verwenden, wobei die Beweisstruktur dem allgemeineren Beweis folgt. Im Folgenden
sei Uyq die Menge der auf [0, t;] stiickweise stetigen Funktionen, der Beweis fiir U,q =
L5([0, ty],R™) geht analog.

Satz 4.5 Betrachte das Optimalsteuerungsproblem (4.5). Seiu, € Uyq eine optimale Steue-
rung und sei x,(t) = x(t,u,) die zugehorige Lisungstrajektorie.

Dann gibt es eine Kozustandsfunktion p(t) : [0, ty] — R™, so daff x.(t), u(t), u.(t) das
lineare Randwertproblem

A 0 B x(t) I, 0 0 i(t)
Q AT S pit) | =10 —I, 0 fu(t) (4.6)
ST BT R u(t) 0 0 0 u(t)

mit Randbedingungen
2(0) =20, plty) = Ma(ty) (4.7)

losen.

Beachte, da3 @ hier nur formal eingeht, u also nicht differenzierbar vorausgesetzt werden
muf3.
Beweis: Der Beweis folgt im Wesentlichen dem Ansatz des “Verschwindens der ersten
Variation” aus der Variationsrechnung. Sei dazu u, die Optimalsteuerung. Betrachte eine
Storung erster Ordnung

u(t) = u.(t) + ev(t)
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mit u(t) € Uyg, € € R. Damit wird die Nebenbedingung in (4.5) zu
#(t) = Az(t) + Bu.(t) + eBuo(t)

mit Losungstrajektorie (siehe Kapitel 2)

x(t) = eAt:cO—l—/O 2B (u,(s) + ev(s)) ds

= +5/ A=) By(s )ds

0

4

—2(t)
= ,(t) +ez(t).

Dabei erfiillt z(¢) die lineare, inhomogene Differentialgleichung
Z(t) = Az(t) + Bo(t), =2(0) =0. (4.8)

Wir fithren nun den Vektor p(t) € R™ und die Hamilton-Funktion H(x, u, p) ein durch

L7 T T T

H(z,u, p) = 5 (2" (£)Qx(t) + 2x(t)" Su(t) + u(t)" Ru(t)) + n(t)" (Az(t) + Bu(t))
Damit schreiben wird das Kostenfunktional um zu
L 7 Y T,
T(uw) = 5o () Malty) + [ (Hloup) = iT5) e
0

Analog erhalten wir fiir u,, x,
L 7 Y T,
F(u) = el ) Mafts) + [ (Hlonunp) = i75.) .
0

Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt
(a:(t)TMx(t) — x*(t)TMx*(t)) li=t;

ty
+ [ ) = B ) di (4.9

0

Ly
+/ pt (&, —3) dt
0 H,—/

—€z

DO | —

J(u) = J(u) =

Wir betrachten nun die drei Terme der rechten Seite von (4.9) separat. Fiir den ersten
Term erhilt man durch Einsetzen von x = x, + €2

"My — 2 Mz, = 2T Ma, +2ea? Mz + 22" Mz — 2P Ma, = 2eal Mz + O(£%).
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Die aufwendigste Behandlung erfordert der zweite Term.
1
H(x,u, 1) — H(ws, s, pt) = 5 (2" Qx + 22" Su + u" Ru) + p' (Az + Bu)

(:c*TQ:U* + 2x*TSu* + u*TRu*) — ,LLT(ASL’* + Bu).

N | —

Wir setzen jetzt
U= Uy +EV, T =2T,+EZ

ein und erhalten
1
H(z,u, ) — H(Tw, s, 1) = 3 {xf@x* + 22t Q2+ 227 Qz — 21 Qu,
+2 (£22"Sv + af Su. + e(z] Sv + 2" Su,) — zl Su,)
+e%0" Rv 4+ u! Ru,, + 2¢(ul Rv) — uZRu*}
+ut Az, +ep” Az + p' Bu, + ep” Bv — p Az, — p Bu,
= e(@fQz+2ISv+ul STz + ul Rv+ pt Az + p' Bu) + O(€?)
= e ({7 Q +ulS" + T Ayz + {27 S +ul R + ' Byv}) + O(%).
Weiter gilt fiir den letzten Term in (4.9) mit partieller Integration

ty ty ty
—/ eplzdt = — euTz‘éf + e/ pladt = —ep” (ty)2(tr) + s/ [ zdt
0 0 0

wobei wir verwenden, dafi z(0) = 0 wegen (4.8).
Zusammen erhalten wir also

Tw) = T(w) = (3" (7TQ+ul ST+ uT A+ Ty + {aTS +ul R+ " Blo) dt
— W (t)2(tg) + 2T (t) M2(t)) + O(3)
(4.10)
Notwendig fiir ein Minimum von 7 ist nun das Verschwinden aller Richtungsableitungen
von J von u, aus, d.h.,
1
0= hH(l) B (J (us + ev) — T (uy)) fir alle v € Uyy.

Wiéhlt man p als Losung der linearen inhomogenen Differentialgleichung

lt) = —(ATu(t) + Qu. + Su) (4.11)
mit ,, Endbedingung*
pulty) = M, (ty) (4.12)
dann ergibt sich aus (4.10) notwendigerweise
2’S+ul R+ pu"B=0 Vtel0,ty] (4.13)

Fassen wir nun die Gleichungen (4.11), (4.12), (4.13) und die erste Gleichung in (4.4)
zusammen, so erhalten wir das Zwei-Punkt-Randwertproblem (4.6),(4.7). 0



27

Bemerkung 4.6 Das Randwertproblem (4.6) ergibt sich auch, wenn man das Pontrya-
gin’sche Mazimumprinzip auf das LQR Problem anwendet. Die erste Zeile von (4.6) ent-
spricht der Nebenbedingung, also 'H,, = &, die zweite Zeile ergibt sich aus der adjungierten
Gleichung (Satz 4.2(ii)), wihrend die letzte Zeile von (4.6) aus der notwendigen Bedingung
fiir ein Minimum,
H, =0,

resultiert. (Beachte dabei, daff u hier als unbeschrdinkt angenommen wird.)

Die Randbedingungen sind gerade der Anfangswert der dynamischen Nebenbedingung
in (4.5) und die Transversalititsbedingung in der Form (i) fir nicht-verschwindende
Funktion hy.

Man beachte, dafl zur Herleitung der notwendigen Optimalitdtsbedingungen keine Be-
dingungen an die das Kostenfunktional defnierenden Matrizen M, @, R, S notwendig waren.

Um nun hinreichende Optimalitdtsbedingungen zu erhalten, verwendet man im Wesentli-
chen, daf§ J,, > 0 fiir ein Minimum gelten muf}. Daraus ergibt sich, dafl M und [ SQT }SJ
zumindest positiv semidefinit sein sollten.

Als hinreichende Optimalitdtsbedingung erhélt man dann den folgenden Satz.

Satz 4.7 Seien x,, u,u, so gewdihlt, dafs [ZL] das lineare Randwertproblem (4.6), (4.7)

lost. Weiterhin gelte, dafs [SQT }S%], M positiv semidefinit sind.
Dann gilt
T() > T () (4.14)
fir alle uw € Uyg.

Beweis: Wir gehen hier vor wie bei konvexer Optimierung. Definiere dazu
O(s) = T (su.(t) + (1 — s)v(t)).

Beachte, daf sich aus der Linearitit von & = Az+ Bu durch Einsetzen von u = su,+(1—s)v
die Losungstrajektorie © = sz, + (1 — s)z ergibt, wobei z die zu v gehorende Losung von
(4.4) ist.

Die Behauptung des Satzes ist dquivalent zu der Aussage, daBl ®(s) sein Minimum bei
s = 1 annimmt fiir alle z(¢), u(x) welche (1.4) erfiillen. Da ®(s) quadratisch in s ist, hat
also ®(s) ein Minimum fiir s = 1 genau dann, wenn

dd d*®

ds ds?
Aus der Bedingung an die erste Ableitung folgt mit der fiir jede quadratische Form mit
K = KT giiltigen Identitit

& (3t 0= K sa+ - 9)

=0,

s=1

> 0.

s=1

s=1
= (s¢"Kq—sp"Kq+ (1—s)p"Kq— (1 —s)p"Kp)| _,
= ¢"Kq—p"Kq=(q—p)"Kq
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der folgende Ausdruck:

dd

I = (2, —2)"Muz,

(4.15)

t=ty

s=1
tf
+/ {(z. — 2)" Qs + ul ST (z. — 2) + (us — )" ST 2y + (up —v)"Ru, } dt
0

Multipliziert man die zweite Gleichung von (4.6) von links mit x| setzt dann die erste und
anschlieBend die dritte Gleichung von (4.6) ein, so erhélt man

2IQr, = —alATp — 2l Su, —2Tp
= u B p— iy — ) Su —alfi
—ul'STx, — ulRu, — Ty — 2T Su, — 2T (4.16)
Analog ergibt sich nach Multiplikation mit 27
2Qu, = —2TATp— 2" Su, — 2T
= o' BTy — 3" — 2 Su, — 2
= —v" STz, —v"Ru, — T — 2" Su. — 2" (4.17)
Einsetzen von (4.16), (4.17) in (4.15) ergibt
¢
Z—f » = (z.— z)TMx*}t:tf + /0 f(zTﬂ + 3 — 2l — 2T dt

= (@.(t) = 2(0) Ma.(0)],_,, + =" OuO]Z) — T Ouo]

Nun gilt nach (4.7) 2(0) = 2° = 2,(0) und p(t;) = Mx.(t;), also ‘Zl—f‘szl = 0.
Mit der Identitét
& (1 . .
70 \ gt (L =s)p) K(sq+ (1 —s)p) | = (¢ —p) K(g—p)
fir K = K7 gilt fiir die zweite Ableitung von ®
d*®

el = (x,— Z)TM<x* - z>}t:tf

+/Otf [ — 2)7, (s — )7 [SQT Z] [iji]dt

> 0,

s=1

wobei die positiv Semidefinitheit folgt, da M, [ .S% 15;

nit sind. O

} nach Voraussetzung positiv semidef-

Wir haben also den Zusammenhang hergestellt zwischen der Losung des optimalen
Steuerungsproblems und der Lésung eines linearen 2-Punkt Randwertproblems. Im Prinzip
konnten wir also die optimale Steuerung u, des LQR Problems durch Losen von (4.6), (4.7)
erhalten.

Numerisch wesentlich einfacher und giinstiger ist jedoch der im Folgenden beschriebene
Weg.
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Losung des LQR Problems durch Riccatigleichungen

Die Voraussetzungen von Satz 4.7 implizieren, dafl auf jeden Fall R > 0 im Kostenfunk-
tional gewdhlt werden sollte. In der Regel hat man sogar R > 0. Sonst gibt es kostenfreie
Steuerungsparameter, was meist physikalisch nicht sinnvoll ist. Wir wollen uns im Folgen-
den also auf den Fall einer positiv definiten Gewichtsmatrix fiir die Steuerung beschréanken.
In diesem Fall ist R invertierbar und die dritte Gleichung in (4.6) kann nach u aufgelost
werden. Man erhélt damit

u(t) = —R(STx(t) + B pu(t)). (4.18)

Damit kann man u aus dem Randwertproblem (4.6) eliminieren und erhélt

[ Z } -1 l Z } o w(0) =2 plty) = Ma(ty), (4.19)
wobei
A— BRflsT _BR*IBT
N - . (4.20)
—(Q — SR IST) —(A - BR lsT)T ]

Im Folgenden setzen wir zur Vereinfachung der Schreibweise
A:=A—-BR'ST, G:=BR'BY, Q:=Q-SR'57, (4.21)

so dal Az + Bu in dieser Schreibweise mit (4.18) zu Az — Gpu wird und wir H = [_AQ __,LXG:F}

schreiben konnen.

Definition 4.8 H € R?*"2" heifit Hamiltonisch, falls

(HJ) = (HJ)", wobei J = [ _O] I; ] : (4.22)

Aus (4.22) ergibt sich sofort, dal Hamiltonische Matrizen eine explizite Blockstruktur
besitzen.

Lemma 4.9 H € R??" jst Hamiltonisch genau dann, wenn

A -G

H:
_Q —AT

wobei G = GT, Q= Q7.

D.h. also, dafl (4.19) ein Randwertproblem fiir eine lineare Differentialgleichung mit Ha-
miltonischer Koeffizientenmatrix darstellt. Einige Eigenschaften Hamiltonischer Matrizen
werden wir spéater noch niaher untersuchen.

Mit dem Ansatz pu(t) = X (t)x(t) erhdlt man aus (4.19) und mit

o= Xo+ Xi,
plty) = X(tp)z(ty)
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die “Endbedingung” X (t;) = M sowie

T = Ar—Gu=Ar —GXz=(A—-GX)zx,
1 = —Qr—ATpu=-Qx—ATXz
= Xo+Xi=Xzr+ XAz — XGXu.

Aus der letzten Gleichung erhalten wir
Xo=—(Q+ATX + XA - XGX)z.

Da diese Gleichung fiir alle ¢t € [0, t¢] erfiillt sein muf}, ergibt sich aus der Variation von
x, daB X die Matriz-Riccati- Differentialgleichung

X(t) = —R(X(t) = —(Q+ ATX(1) + X(DA — X()GX (1)), t € [0, ;]  (4.23)

mit Endbedingung
X(ty) =M (4.24)

erfiillen muf.

Man kann zeigen, dafl (4.23), (4.24) auf [0, ¢;] eine eindeutige Losung besitzt. Da mit
X auch X7 Losung ist, folgt aus der Eindeutigkeit, da§ X (¢) = X (¢)7 fiir alle ¢ € [0, ¢/].
Weiter kann man zeigen, daf§ X (¢) auf dem gesamten Intervall positiv semidefinit ist. (Die
Beweise findet man z.B. in [17].)

Insgesamt erhélt man das folgende Resultat, welches man auch fiir LTV Systeme zeigen
kann (siehe [17]).

Satz 4.10 Falls R > 0, so gilt unter den Voraussetzungen von Satz 4.7, dafs die optimale
Steuerung u,, die das LQR Problem (4.5) lost, gegeben ist durch

u(t) = =R (ST + BT X, (t)w.(t)  Vt€]O0,ts], (4.25)

wobei X, die eindeutige Losung der Riccati-Differentialgleichung (4.23) mit Endbedingung
(4.24) ist.

Die “optimalen Kosten” betragen
1
T (uy) = é(xO)TX*(O)xO. (4.26)

Beweis: Die Form der optimalen Steuerung (4.25) ergibt sich direkt aus dem Randwert-
problem (4.6)—(4.7) und dem Einsetzen von p = X,x* in (4.18).
Die optimalen Kosten erhilt man durch Betrachtung der “Wertefunktion”*

V(x(t)) = x(t)" X (t)a(t),

!Der Begriff Wertefunktion kommt aus einem alternativen Ansatz zur Losung von dynamischen Op-
timierungsproblemen, dem “Bellmannschen Optimalitéitsprinzip”, welches hier auf dieselbe Losung (4.25)
fiihrt, aber auch im Fall nichtlinearer Systeme anwendbar ist.
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wobei X die Losung der Riccati-Differentialgleichung (4.23) ist. Es gilt durch Einsetzen
von & = Ax + Bu, (4.23) und (4.25)

d . )
—V(x,) = 2 X, +2! X2, + 27 X, 0, =207 X2, + 27 X, 2,

dt
= 207 A" X, + 2’ BT X2, — 2T (Q + ATX, + X, A - X, GX,),
= —2X.BR'BTX, —2TQux, + 2T Gz,

—x*TQx* — x:‘fG:p*.

Damit kann man das Kostenfunktional fiir die optimale Steuerung schreiben als

1 T 1 (Y d
) = gul)Mr(ty) -5 [ GVE)md

1 -

= 5 (2 Ma(ty) = Vi ()T
1

=3 (2 (ty)" M, (ty) — 2a(ts) Xu(tp)za(ty) + 2.(0)" X.(0)2.(0))
1

— ix*(O)TX*(O):L’*(O),

wobei zum Schlufl noch die Endbedingung X (t;) = M verwendet wurde. 0

Bemerkung 4.11 Man beachte, daf$ die optimale Steuerung u. in (4.25) als lineare Zu-
standsriickfihrung bzw. Feedback-Steuerung vorliegt. Man erhdlt also einen geschlossenen
Regelkreis, obwohl dies aus dem Randwertproblem (4.6)—(4.7) nicht ersichtlich ist. Der
Ansatz p = Xx erklirt sich allerdings aus der Zielstellung, eine Feedback-Steuerung zu er-
halten. Das bedeutet, dafi man im Fall einer bzgl. des LQR Problems optimalen Steuerung
eine Regelung erhdlt (siehe Bemerkung 1.9).

Damit hat man zur Losung des LQR Problems nun eine Alternative, indem man das
“Endwertproblem” fiir die Riccati-Differentialgleichung 16st. Dazu kann man die Gleichung
mit Hilfe des vec-Operators und des Kroneckerprodukts vektorisieren und Standardverfah-
ren zur Losung von Anfangswertaufgaben heranziehen, wobei man durch die Transforma-
tion t — ¢y —t aus dem Endwertproblem ein Anfangswertproblem machen kann. Sinnvoller
ist hier allerdings der Einsatz von speziellen Verfahren fiir Riccati-Differentialgleichungen,
die die gegebene Struktur ausnutzen [10, 11, 16].

Unendlicher Zeithorizont: t; = oo

Wie bereits in der Einleitung diskutiert, reicht haufig eine asymptotische Erreichung des
Steuerungsziels aus. Dies fiihrt zu der Frage nach einer optimalen Stabilisierung hinsicht-
lich des Kostenfunktionals in (4.5) mit ¢; = oo, wobei wir jetzt M = 0 setzen. Um eine
Stabilisierung des Systems iiberhaupt erreichen zu kénnen, miissen wir natiirlich die Sta-
bilisierbarkeit voraussetzen. Da wir auch hier wieder eine Losung als Feedback-Steuerung
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anstreben, legt (4.18) den Ansatz u(t) = Xxz(t) fiir eine konstante Matrix X = X7 € R
nahe. Mit diesem Ansatz erhilt man analog zum endlichen Fall
t = (A-GX)x, (4.27)
1 = —Qr—ATp=-Qz - A"Xx
Xi=X(A-GX)x.

Die letzte Gleichung ist nun dquivalent zu
(Q+A"X + XA— XGX)z(t)=0 Vte[0,00)

Durch Variation von x erhédlt man als notwendige Bedingung, dal X die algebraische
Riccatigleichung (kurz: ARE von algebraic Riccali equation)

0=R(X)=Q+A"X + XA - XGX (4.28)

erfiillen muf. Man beachte, dafl im Gegensatz zur Riccati-Differentialgleichung, (4.28) un-
endlich viele Losungen besitzen kann und sogar unsymmetrische Losungen moglich sind.
Die Struktur der Losungsmenge von (4.28) ist Gegenstand zahlreicher Forschungsarbeiten
und bisher am ausfiihrlichsten in [18] beschrieben.

Wir werden im Folgenden sehen, dafl wir eine bestimmte Losung der ARE benotigen.
Da die Losungstrajektorie einer jeden Steuerung, die aus unserem Ansatz generiert wird,
die lineare homogene Differentialgleichung (4.27) erfiillt, so dafl sich die Losung schreiben
158t als 2(t) = eA=X20 mufl notwendigerweise (siehe Satz 1.8)

A(A-GX)cCC
gelten, da sonst keine Stabilisierung des Systems erreicht wiirde. Dies motiviert folgende

Definition.

Definition 4.12 Fin Lisung X € R™" der ARE (4.28) heifit stabilisierend falls A (A —
GX)cC .

Um also eine stabilisierende Feedback-Matrix F' € R™*™ mit Hilfe des LQR Problems zu
berechnen, ben6tigen wir eine stabilisierende Losung der ARE, da

A—GX =A—-BR'B"X =A+ BF, mitF:=—-R'B'X.

Es bleibt also zu zeigen, wie man die stabilisierende Losung, im Folgenden mit X, bezeich-
net, berechnen kann. Sei dazu X eine (zunéchst beliebige) Losung der ARE (4.28) und
T := [I" 0 } Dann gilt fiir die Hamiltonische Matrix H aus (4.20) mit den Abkiirzungen

X Iy
(4.21)
) I, 0 A -G ||[L 0
T'HT =
X L || -Q -AT || X I,
[ A-GX e A—-GX -G
| -RX) —(A-GX)T | 0 —(A=GX)T
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Daraus folgt

H{)[(}:[)I(}(A—GX), (4.29)

d.h. A (A-GX) C A(H) und die Spalten von [)ﬂ spannen einen H-invarianten Unterraum
zu diesen Spalten auf. Dies gilt fiir jede Losung der ARE, fiir die stabilisierende Losung
benotigen wir also einen n-dimensionalen H-invarianten Unterraum zu den Eigenwerten in
der linken Halbebene. Zunéchst ist die Frage zu kléren, ob solch ein Unterraum iiberhaupt
existiert. Dazu benotigen wir einige Eigenschaften des Spektrums Hamiltonischer Matrizen.

Lemma 4.13 I[st H € R**" Hamiltonisch und X\ € A (H) mit zugehdrigem Rechts-
Eigenvektor x € C*", dann ist —\ € A (H) mit zugehérigem Links-Eigenvektor Jx, wobei

0 I,
J = )
—I, 0
Beweis: Es gilt nach Definition 4.8

Mo =He=HJJ 2 = (HN ' J'e =J"H T2

Multiplikation von links mit J7 und komplex-konjugiert Transponieren ergibt

—AJx)" = (Jx)"H,

womit die Behauptung folgt. 0

Da bei reellen Matrizen mit A auch X im Spektrum erhalten ist, treten Eigenwerte
Hamiltonischer Matrizen immer in Quadrupeln A, \, =\, X auf, es sei denn, es handelt sich
um rein reelle oder imagindre Eigenwerte, die in Paaaren A\, —\ bzw. w, —w (w € R)
auftreten. Insgesamt konnen wir also das Spektrum Hamiltonischer Matrizen wie folgt
schreiben:

ACH) =M, A UL =M, Re()) <0V € {1,....n}. (4.30)

Ein typisches Spektrum einer Hamiltonischen Matrix ist in Abbildung 4.1 dargestellt.
Damit eine stabilisierende Losung der ARE existieren kann, folgt also aus (4.29), da8 die
zugehorige Hamiltonische Matrix keine Eigenwerte auf der imagindren Achse haben darf,
da dann exakt n Eigenwerte von H in der linken Halbebene liegen und ein n-dimensionaler
H-invarianter Unterraum zu diesen Figenwerten existiert.
Dies kann man aber schon mit den minimalen Forderungen an ein geregeltes System
sicherstellen, wie der folgende Satz zeigt.

A -G
Satz 4.14 Sei H = QO AT e R?"2" Hamiltonisch, wobei (A, G) stabilisierbar,
(A, Q) entdeckbar und G,Q > 0 seien. Dann gilt

Re(X) #0 fir alle A € A(H).
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Abbildung 4.1: Typisches Spektrum einer Hamiltonischen Matrix

Beweis: Wir fithren die Annahme, dal A = w € A (H) fir ein w € R zum Widerspruch.
Wegen Lemma 4.13 kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl w > 0. Sei [iﬂ # 0 mit

x1, 9 € C" ein Eigenvektor zu w, dann gilt

H{xl}:zw[:ﬁ] (4.31)

X2 X2

Multiplikation von links mit [if] fithrt zu

[ 23 =} | H [ 2 } = xyAr) —25Gry — 2]Qr) — x5 AT
=« =y =0 =—«
xT * *
= [25 2} Jw l :1:; } = w(x3x1 + x]x9) = 21wRe(().

::C :Z
Da (3,v € R ist der Realteil des ersten Ausdrucks
Y+ A+ Re(a—a) =7+ 5,

wéhrend der Realteil des zweiten (rein-imaginiren) Ausdrucks Null ist. Mit 3,y > 0 wegen
G, Q > 0 folgt also f = v = 0 und daher

riQ =0, Qx; =0 und 253G =0, Gxg=0.
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Aus der ersten Gleichung in (4.31) erhélt man
wrx, = Axy — Gry = Az
und damit

{A—zw[
Q@

Analog erhélt man mit Hilfe der zweiten Gleichung aus (4.31)

] zy = 0. (4.32)

[ A-—wl, G]=0. (4.33)

Da zumindest entweder z; # 0 oder x5 # 0 gelten muB, fithrt entweder (4.32) zum Wi-
derspruch gegen die angenommene Entdeckbarkeit oder (4.33) zum Widerspruch gegen die
Stabilisierbarkeit. 0

Die stabilisierende Losung der ARE erhélt man nun wie folgt.
Lemma 4.15 Seien U = [ Uy, ..ey Up }, V= [ V1, ..., Up } € R™™ so, daf

span { [le] . [Z:} } der der n-dimensionale H-invariante Unterraum zu {A\1,...,\,}

ist (mit der Notation wie in (4.30)) und es sei Re(\;) < O fir alle j = 1,...,n. Ist U
invertierbar, dann ist X, = VU™ die stabilisierende Lisung der ARE (4.28).

Beweis: Nach Voraussetzung gilt

A -G
—Q —AT

{g] :{g]T’ AT) = { M, At

Multiplikation der ersten Blockzeile dieser Gleichung mit U~! von links ergibt
U'AU -UT'GV =T.
Damit erhélt man aus der zweiten Blockzeile
—QU — ATV = VT =VU AU — VU 'GV.

Multipliziert man diese Gleichung von rechts mit U~!, so folgt dal X, = VU ! die ARE

([ 4]) - [ ]) - [ £.])

Weiter gilt
Also ist X, die stabilisierende Losung der ARE. O

<

Die folgenden Resultate zeigen einige weitere Eigenschaften der stabilisierenden Losung
X, der ARE auf. Zunéchst zeigen wir eine Symmetrieeigenschaft, die fiir das folgende
hilfreich sein wird.
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Lemma 4.16 Seien U = [ Uy, ..ey Up }, V= [ V1, ..., Up } € R™™ so, daf
span { [“1] . [“”} } der n-dimensionale H-invariante Unterraum zu {A\q,...,\,} ist

v1 Un

(mit der Notation wie in (4.80)) und es sei Re()\;) < 0 fiir alle j = 1,...,n. Dann ist VIU
symmetrisch. Gilt zusdtzlich, daf Q und G positiv semidefinit sind, so folgt VIU > 0.

Beweis: Nach Voraussetzung gilt

i[7]-[¢):

mit A (Z) = {\i,..., \n}. Multipliziert man die erste Blockzeile von (4.34) mit V7 von
links, erhilt man

VviAU —vTav =vTUuzZz. (4.35)

Transponieren der zweiten Blockzeile von (4.34) und Multiplikation mit U ergibt
~UTQU —vTAU = Z'VTU. (4.36)
Addition von (4.35) und (4.36) ergibt
7T +vTuz = -vTGQv — Ut QU. (4.37)

Dies ist eine Lyapunovgleichung fiir die “Unbekannte” VTU. Da Z nach Voraussetzung
stabil ist, folgt mit Satz 3.6, da} (4.37) eine eindeutige Losung besitzt und

ViU = / ZHVTGV + UTQU)e? dt.
0

Da wegen eZ"t = ()T und Q = QT, G = GT der Integrand symmetrisch ist, gilt dies
auch fiir VTU. Sind G und Q positiv semidefinit, so folgt dies aufgrund des Sylvesterschen

Triigheitssatzes auch fiir den Integranden, damit fiir die gesamte rechte Seite? und somit
fiir VIU. 0

Das néchste Lemma garantiert unter den fiir das LQR Problem giiltigen Annahmen die
in Lemma 4.15 noch vorausgesetzte Invertierbarkeit von U.

Lemma 4.17 Sind U,V wie in Lemma 4.16, Q,G positiv semidefinit, und (A, G) stabili-
sierbar, so ist U invertierbar.

Beweis: Angenommen, U wire singuldr. Dann existiert ein Vektor z # 0 mit Uz = 0.
Multipliziert man nun die erste Blockzeile von (4.34) mit (Vz)” von links und z von
rechts, so erhélt man

AVTA Uz, VTGV = VTU Zz2. (4.38)

=0

2Dabei verwenden wir die Eigenschaft, daf Integration die positive Semidefinitheit nicht veréindert. —
Ist das klar??? — Wurde schon in Kap. 2 stillschweigend verwendet.
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Wegen Lemma 4.16 folgt
dVIQV 2 = VU Z2 = —(U2)'VZz=0.

Da G symmetrisch positiv semidefinit ist, folgt GV z = 0. Also ergibt die erste Blockzeile
von (4.34) multipliziert mit z von rechts UZz = 0. Da z € Kern (U) beliebig gewéhlt war,
folgt Zz € Kern (U) fiir alle z € Kern (U) und damit da8 Kern (U) Z-invariant ist. Also
existiert ein Eigenwert von Z, d.h. ein \; (1 < j < n), und ein Vektor 0 # z; € Kern (U)
mit Zz; = A;z;. Multiplikation der zweiten Blockzeile von (4.34) mit z; ergibt

—Q UZj —ATVZj = VZZ] = )\jVZj,
=0

also (A\;I,, + AT)Vz; = 0. Wir hatten schon GVz = 0 fiir beliebige z € Kern (U) gezeigt.
Dies gilt also insbesondere auch fiir z;. Damit folgt

(V) ' NI, + A,G] =0

und wegen der Stabilisierbarkeit von (A, G) mit Satz 2.15 (Hautus-Test) Vz; = 0. Also

haben wir

U

Vv Zj = 0.
Da z; # 0 folgt rank ([‘[i]) < n, was im Widerspruch dazu steht, dal die Spalten von [‘[i]
einen n-dimensionalen H-invarianten Unterraum aufspannen! 0

Damit kénnen wir nun den folgenden Satz iiber die stabilisierende Losung der ARE
formulieren.

Satz 4.18 Betrachte die ARE
0=Q+ATX + XA - XGX (4.39)

mit G = GT >0, Q = QT >0, und (A, G) stabilisierbar. Die zugehdrige Hamiltonische
Matriz H = [_AQ __AGT} mit Spektrum wie in (4.30) habe keine rein imagindren Eigenwerte
und der H-invariante Unterraum bzgl. {\y, ..., \,} werde aufgepsannt von den Spalten von

[‘[ﬂ , U,V € R"™™. Dann besitzt die ARE (4.39) eine eindeutige stabilisierende Losung X,.
Diese ist symmetrisch und positiv semidefinit.

Beweis: Zunichst gilt mit Lemma 4.17, da8 U invertierbar ist. Also existiert X, := VU !
und die erste Blockzeile von (4.34) multipliziert mit U~! liefert

A—-GX,=UzU".

Damit ist X, nach Definition 4.12 stabilisierend, da A (UZU ') = A(Z) = {\1,..., A}
Die Symmetrie folgt mit Lemma 4.16, denn mit VU = UV erhalten wir

X.=vu't=vtvtvut=v""viuvu =wvuH = X"
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Unter den gegebenen Voraussetzungen ist Lemma 4.16 VTU > 0 und aufgrund der Kon-
gruenz

U'xX,U=v"U

gilt dann auch X, > 0 nach Tragheitssatz von Sylvester.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Dazu nehme an, dafi X, und X* zwel sta-
bilisierende Losungen der ARE (4.39) sind, also

= Q+ATX, + X, A - X.GX,,
0 = Q+ATX, + X.A - X.GX..

Subtraktion beider Gleichungen ergibt

0=(A-GX,)T(X, - X, + (X, - X,)(A-GX.).

Dies ist eine homogene Sylvestergleichung und da nach Annahme A (A — GX,),A (A —
GX,) C C, folgt nach Satz 3.6 X, — X, = 0, also die Eindeutigkeit der stabilisierenden
Lésung. 0

Beachte: Neben der stabilisierende Losung existieren unter den gegebenen Vorausset-
zungen noch endlich viele weitere Losungen der ARE.
Positive Definitheit von X, erhélt man unter etwas stérkeren Voraussetzungen:

Folgerung 4.19 Gilt zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 4.18 noch, daf (A, Q)
beobachtbar ist, so ist die stabilisierende Lisung der ARE (4.39) positiv definit.

Beweis: Man kann die ARE als Lyapunovgleichung
(A—GX)'X, + X (A - GX,) = -Q — X.GX,

schreiben. Wenn wir zeigen konnen, dafl mit (A, Q) auch (A — GX,,Q + X.GX,) beob-
achtbar ist, dann folgt die Behauptung mit Satz 3.10 a), wenn man noch verwendet, daf
dann ((A—GX.)T,(Q + X.GX,)T) steuerbar ist.

Nehmen wir dazu an, (A — GX,, Q + X.GX,) wire nicht beobachtbar. Dann existiert
nach Folgerung 2.20 ein 0 # z € C" mit

(A-GX,)z=Xz und (Q+ X.GX.)z=0.
Die letzte Gleichung impliziert
zH(Q + X.GX,)z =0,
und, da sowohl @ als auch X,G' X, symmetrisch positiv semidefinit sind, auch

zHQz =0 und Z¥X.GX.z=0.
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Aufgrund der Semidefinitheit beider Matrizen gilt dann auch?
@Rz=0 und GX,z=0.
Damit erhélt man
(A-GX,)z=Az=Xz und Qz=0,
was wegen Folgerung 2.20 im Widerspruch zu Beobachtbarkeit von (A, Q) steht. 0

Bemerkung 4.20 Man beachte, daf$ man wegen Satz 4.14 die Folgerung 4.19 ohne die
Annahme Re()\;) < 0 fir alle j = 1,...,n formulieren kann. Ebenso kann man Satz 4.18
ohne diese Annahme beweisen, wenn man zusdtzlich Entdeckbarkeit von (A, Q) voraussetzt.

Insgesamt erhélt man folgenden Satz iiber die Losung des LQR Problems fiir ¢y = oo.

Satz 4.21 Seien Q —SR™'ST, G = BR™'BT positiv semidefinit, (A, B) stabilisierbar und
(A— BR7'ST,Q — SR™'ST) entdeckbar. Dann gelten die folgenden Aussagen:
a) Die ARE
Q+ATX + XA - (S+XB)RYS+XB)!'=0

hat eine eindeutige stabilisierende Lisung X, = X1 > 0.

b) Das LQR Problem (4.5) mit M = 0, t; = oo hat eine eindeutige Lisung, die durch
die Feedback-Steuerung

u,(t) = —R7Y(ST + BT X,)x.(t) (4.40)
gegeben ist. Die optimalen Kosten betragen

1
T (uy) = é(xO)TX*:EO.
Beweis: Es ist lediglich zu beachten, dafl (A, B) stabilisierbar ist genau dann, wenn
(A — BR7'ST BR7'BT) stabilisierbar ist, was aus Satz 2.26 folgt. Dann folgt Teil a)
mit Satz 4.14 sowie den o.e. Zusatziiberlegungen, Teil b) folgt analog wie im Fall ¢; < oco.

0

Bemerkung 4.22 Wdhit man ty = oo, M = 0, S = 0, in (4.5), so liefert jede Wahi
@ >0, R >0 fir ein stabilisierbares System eine stabilisierende Feedback-Matrix

F,=F.(Q,R)=-R'B"X.(Q,R),

wobei X,.(Q, R) die stabilisierende Losung der zugehirigen ARE (4.28) ist. Bei geeigneter
Wahl von Q, R erhdlt man in der Regel geschlossene Regelkreise, die weit weniger sensitiv
gegentiber Storungen sind als solche, die tiiber die Lisung des Polvorgabe-Problems oder mit
dem Bass Algorithmus (Algorithmus 3.12) berechnet werden.

Um das LQR Problem zu 16sen, bendtigen wir also Verfahren zur numerischen Losung

der ARE (4.28).

3Dabei verwende jeweils: Ist M = M™T > 0, so existiert L mit M = LTL. Aus 0 = 27 Mz = 2HLTLz =
(Lz)H(Lz) folgt damit Lz = 0 und schliefllich 0 = LT Lz = M z.
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Numerische L6sung von algebraischen Riccatigleichungen

Der erste Ansatz folgt direkt aus dem Satz 4.14. Ist H diagonalisierbar, so kénnte man
U,V aus den Eigenvektoren zu {\y, ..., A\, } konstruieren und das lineare Gleichungssystem

XU=V (4.41)

losen. Dieser Ansatz ist numerisch allerdings mit Vorsicht zu verwenden, insbesondere
wenn H fast defektive Eigenwerte besitzt, da dann die Eigenvektorberechnung schlecht
konditioniert ist.

Numerisch stabiler ist die in Algorithmus 4.23 beschriebene Methode, die auf Laub
(1979) [20] zuriickgeht.

Algorithmus 4.23 (Schurvektormethode)

INPUT: A,G,Q e R, G =GT, Q =Q".

OUTPUT: Stabilisierende Losung X, der ARE (4.28).
1: Berechne die Schur-Zerlegung

A -G

H H
:W[ . ] A(Hp) = A A}

mit der Sortierung wie in (4.30) (existiert nach Satz 3.14).
if 35 € {1,...,n} mit Re()\;) =0 then

STOP; es existiert keine stabilisierende Losung von (4.28).
end if
Partitioniere W = [W“ ng] mit W;; € R™".

Wa1 Wag
= W 11771
X* — 21 11 -

Die Schurvektormethode ist numerisch riickwérts stabil, falls || X,|2 ~ 1. Dies kann
man meist durch eine geeignete Skalierung R(X) = R(yX), v € R*, erreichen. Die Kosten
betragen ca. 20513 Flops.

Der Nachteil der Methode besteht darin, dafi sie die Hamiltonische Struktur von H
ignoriert. In endlicher Arithmetik gilt daher (4.30) i.a. nicht mehr. D.h., wenn A ein nu-
merisch berechneter Eigenwert von H ist, so ist —X i.a. nicht im berechneten Spektrum
enthalten, siehe z.B. Abbildung 4.2.

Damit besteht die Moglichkeit dal mehr oder weniger als n berechnete Eigenwerte in der
linken Halbebene liegen und damit eine stabilisierende Lésung mit der Schurvektormethode
nicht berechnet werden kann.

Dieses Problem konnte vermieden werden, wenn W in der Schurzerlegung von H so
gewihlt werden konnte, dal die Schurform wieder Hamiltonisch ist, d.h.

T T
H22 - _H117 H12 - H127
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Abbildung 4.2: Spektrum einer Hamiltonischen Matrix, einmal berechnet mit dem un-
strukturierten QR Algorithmus und einmal mit einem strukturerhaltenden Algorithmus.

wobei Hy; reelle Schurform hat. Eine solche Schurform heif3t Hamiltonische Schurform und
man kann zeigen, daf} eine solche Form selbst unter schwécheren Voraussetzungen als den
hier vorliegenden existiert [24, 21]. Allerdings gibt es bislang keinen numerisch stabilen
Algorithmus zur Berechnung der Hamiltonischen Schurform allgemeiner Hamiltonischer
Matrizen, der mit einem vertretbaren numerischen Aufwand auskommt. Einige Algorith-
men, die versuchen, die Symmetrie des Spektrums Hamiltonischer Algorithmen zu erhalten,
sind im Folgenden kurz beschrieben.

SR Algorithmus [5] Berechnet eine kondensiertere Form als die Hamiltonische Schur-
form, verwendet aber nicht-orthogonale Ahnlichkeitstransformationen und ist des-
halb nicht numerisch riickwéarts stabil.

Hamiltonischer QR Algorithmus [6] Berechnet die Hamiltonische Schurform mit ei-
nem strukturerhaltenden QR Algorithmus, ist aber nur effizient, (d.h. O(n3) Rechen-
operationen), wenn rank (G) = 1 oder rank (Q) = 1.

Multishift-Algorithmus [2, 1] Berechnet eine Hamiltonische Block-Schurform, d.h. Hy;
ist nicht in Schurform, aber A (Hy1) = {A1,..., A\, }. Allerdings gibt es hier Probleme
mit der Konvergenz fiir steigendes n, so dafy der Algorithmus nur fiir n < 100 sinnvoll
eingesetzt werden kann.

Einbettungsalgorithmus [3] Uberfiihrt das Hamiltonische Eigenwertproblem in ein Ha-
miltonisches Eigenwertproblem doppelter Grofle mit zuséatzlicher Struktur, fiir die die
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Hamiltonische Schurform strukturerhaltend und effizient ausgerechnet werden kann.
Aus dem stabilen invarianten Unterraum der Hamiltonischen Matrix in R***4" kann
man die Losung der ARE berechnen.

Hamiltonischer Jacobi-Algorithmus [8, 4] Berechnet die Hamiltonsche Schurform, al-
lerdings ist die Konvergenz der Jacobi-Iteration meist viel zu langsam, so dafi der
Algorithmus ebenfalls nicht effizient ist.

Signumfunktionsmethode [27, 7] Die Idee ist, iterativ einen Projektor auf den gesuch-
ten H-invarianten Unterraum zu berechnen und daraus die Losung der ARE zu ex-
trahieren. Wir hatten bereits gesehen*, dass die Signumfunktion einer Matrix zur
Losung von Matrixgleichungen herangezogen werden kann. Dies trifft auch auf AREs
zu. Da

P - %(IM — sign (H))

ein Projektor auf den stabilen H-invarianten Unterraum )V_ ist, ist

1
P.:=1—-P = §(Ign + sign (H))

der Projektor auf den komplementéren antistabilen H-invarianten Unterraum V.,
d.h. den H-invarianten Unterraum zu {—X\y, ..., —A,}. DaV_NV, = {0} und nach

Satz 4.18 und den Voriiberlegungen die Spalten von )I<” den Unterraum V_ auf-
spannen, gilt [ )I(”] € Kern (P, ), also
[ I, 1 . I
0= P, X ] =3 (Lo, + sign (H)) [ X, } : (4.42)
Dies ist ein iiberbestimmtes, aber konsistentes lineares Gleichungssystem. Mit der
Partitionierung sign (H) = %; %;z erhélt man X, nach Multiplikation von (4.42)
mit 2 als Losung des linearen Ausgleichsproblems
Wi ] Wi + I,
X, =- ) 4.43
l Waa + 1, | l Wo ] ( )
sign (H) ergibt sich als Grenzwert der Newton-Iteration
1 _ ‘
Hy+— H, Hj, <—T(Hj+7J2Hj b, j=0,1,.... (4.44)

J

Dabei ist 7; ein Parameter, mit dem die Konvergenz der Iteration beschleunigt werden
kann. Dazu schlagt Byers in [7]

v = | det (Z;)| (4.45)

4WS08/09: U4, H17b).
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vor, was sich fiir die Losung von AREs bewéhrt hat. Da die Summe Hamiltonischer
Matrizen Hamiltonisch ist und die Inverse einer Hamiltonischen Matrix (falls sie
existiert) ebenfalls, sind die Iterierten H; in (4.44) alle Hamiltonisch. In endlicher
Arithmetik gilt dies aufgrund der Rundungsfehler jedoch i.a. nicht mehr. Hier hilft
ein simpler Trick: Da H;J nach Definition 4.8 symmetrisch ist, schreibt man

H:' = (H;JJ") ™ = J(H;J0)~

Verwendet man zur Berechnung der Inversen (H;.J)~! eine Methode, die die Symme-
trie der Inversen garantiert, z.B. die LD L”-Zerlegung, so kann man die Hamiltonische
Struktur von H; ' auch bei numerischer Rechnung exakt garantieren, was natiirlich
auch fiir die Summe gilt. Damit wird die Iteration (4.44) zu einer strukturerhaltenden
Methode.

Allerdings gibt es Konvergenzprobleme, falls H Eigenwerte nahe der imagindren Ach-
se besitzt, da die Signumfunktion von H nicht definiert ist, wenn H rein-imaginére
Eigenwerte hat.

Ein vollig anderer Ansatz liegt darin, die ARE (4.28) als ein Nullstellenproblem fiir
die nichtlineare Funktion R(X) aufzufassen. Dazu bietet es sich an, das Newtonverfahren
anzuwenden, wobei man sicherstellen muf};, dafi man gegen die richtige Losung konver-
giert. Dies kann man aber recht leicht erreichen, wie wir im Folgenden sehen werden. Das
Newtonverfahren fiir ein gegebenes X, = X! € R™*" besteht aus der Iteration

Xipy1 = X — (Ry,) ' (R(Xy)), k=0,1,.... (4.46)

Hierbei ist Ry die Fréchet-Ableitung von R in Richtung X. Diese ist gegeben durch

R (Z) = lim % (R(X + hZ) — R(X))

h—o0
= Jlim % (Q+A"(X +hZ)+ (X +hZ)A" — (X + hZ)G(X + hZ)—
—(Q+A"X + XA - XGX))
= lim % (hATZ + hZA — hXGZ — hZGX — W ZGZ)
= (A-GX)'Z+ Z(A - GX).
Definiert man N := —(RY, )" (R(X})), so folgt, dal N die Lyapunovgleichung
(A= GX)TN, + Nip(A = GXy) = —R(Xy) (4.47)

16st. Die Losung von (4.47) kann man z.B. mit dem Bartels-Stewart Algorithmus (Algo-
rithmus 3.15) berechnen.

Unter der Annahme, daB die Iteration (4.46) gegen X konvergiert und daf alle Iterierten
A(A=GX}) C C erfiillen, folgt A (A—GX) C C~UsR. Hat die zugehorige Hamiltonische
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Matrix aber keine Eigenwerte auf der imaginéren Achse, so muf§ A (A — GX) C C gelten,
d.h. X = X, muf} die stabilisierende Losung sein. Die Konvergenz des Newtonverfahrens
fiir die ARE (4.28) ist in folgendem Satz zusammengefafit.

Satz 4.24 FEs sei G > 0, (A, G) stabilisierbar und es existiere die stabilisierende Lisung
X, der ARE (4.28). Ist Xy = X1 so gewdihlt, dafi A (A — GX,) C C~, dann gilt fiir die
durch (4.46) erzeugte Folge {X;}72 -

(i) Alle X}, sind stabilisierend, d.h. A (A — GXy) C C~ fir alle k € Ny.
(i) X, < ... < Xp < X < ... < Xy
(iii) limy_—.oo X = X,
(iv) Es existiert eine Konstante vy > 0, so dafs
[Xe = Xl <9I — X2 k21,
d.h. die X} konvergieren quadratisch.

Fiir den Beweis folgen wir i.W. [18]. Zunéchst beweisen wir jedoch ein Lemma, welches
Teil (i) des Satzes liefert.

Lemma 4.25 Sei Ny die Losung der Lyapunovgleichung (4.47). Ist G > 0 und A — GXy,
stabiP, dann gilt fiir alle t € [0, 2], dass A — G(Xy + tNy) stabil ist.

Beweis: Mit A; := A — GX}, ist die Lyapunovgleichung (4.47) dquivalent zu
AL Xy + Ni) + (X + N Ap = —Q — XpG X (4.48)

Subtrahiert man (4.48) von R.(X,) = 0 und subtrahiert X;GX, + X.GX} auf beiden
Seiten, ergibt sich

AT (X, — (X +Np) + (X = (X +N)) A = (Xs — X0)G(X, — X)), (4.49)
Da A; stabil ist und G > 0, folgt aus dieser Lyapunovgleichung mit Satz 3.6, dass
X, — (Xp +Ny) <0. (4.50)
Subtrahiert man nun auf beiden Seiten von (4.49)
ENRG (X, — (X + Ny)) + (Xo — (Xi + N,)) GENG,
so erhalten wir

(A= G(Xp +tN))" (X, — (Xp + N) 4+ (Xy — (X 4+ Vo) (A = G(Xp + tN)) =
(Xs — (Xg +tN))G(X, — (Xg +tNg)) + (2 — t) NG N, (4.51)
= W
°D.h., A (A — GX}) C C™, also eigentlich asymptotisch stabil.
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Dat € [0, 2], ist W in (4.51) positiv semidefinit.
Nehmen wir nun an, A — G(X} + tNi) hétte einen Eigenwert A mit Re (A) > 0 und
zugehorigem Eigenvektor z # 0, d.h.

(A — G(Xy +tGN))z = Az und 27 (A — G(Xi +tGN))T = X1 (4.52)
Multiplikation von (4.51) von links mit 2* und von rechts mit 2 ergibt
2-Re( N2 (X, — (X + Np))z = 2 W2. (4.53)

Die linke Seite von (4.53) ist nichtpositiv, da nach (4.50) X, —(Xz+N;) < 0und Re (A\) > 0.
Da W > 0, ist die rechte Seite von (4.53) nicht-negativ und es folgt %Wz = 0 sowie

(X, — (Xp +tN)G(X, — (Xp +tN,))z = 0.
Wegen G = GT > 0 ist G(X, — (Xj +tNg))z = 0, bzw.
GX.z = G(X + tNy)z. (4.54)
Aus (4.52) und (4.54) erhalten wir somit
A= (A—G(X+tNg))z = (A—GX,)z.
Also muss )\ ein Eigenwert von A — G X, sein, was der Stabilitdt von A — G X, widerspricht.

O

Eigentlich benotigen wir das Lemma nur fiir ¢ = 1, was dem Newton-Schritt X, =
Xk + Ni entspricht. Mit obigem Lemma l&sst sich aber ein geddmpftes Newton-Verfahren
bzw. ein Liniensuchverfahren zur Losung von AREs definieren.

Eine direkte Konsequenz des vorangegangenen Lemmas ist

Folgerung 4.26 Ist A — GX, stabil so ist unter den Voraussetzungen von Lemma 4.25
der Lyapunov-Operator R}, invertierbar fir alle k € Ny.

Beweis: von Satz 4.24 Teil (i) haben wir mit Lemma 4.25 bewiesen. Teil (ii) ergibt
sich einerseits aus (4.50), denn damit folgt X, < Xj fiir all & > 1. Die weiteren Un-
gleichungen folgen wie im Beweis von Lemma 4.25, wenn man zwei aufeinanderfolgende
Newtonschritte in der Form (4.48) (fiir £ und k& — 1) voneinander abzieht. Damit erhalt
man

AZ(XM — Xi) + (Xig1 — X)) Ay = —XieGXp 4+ Xpo1 G X1 + N1 GX + X GN 4
- NkflGNkfl. (455)
Da Aj nach Lemma 4.25 stabil ist fiir alle £ und G' > 0 folgt mit Satz 3.6, dass X1 — X, <

0, also Xy < X fiir alle £ > 1, also (ii). (Beachte: (4.55) kann nur fiir £ > 1 gebildet
werden.)
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Nun ist {X%}72, nach (ii) eine monoton fallende und nach unten beschrinkte Folge.
Damit existiert der Grenzwert X := limy_. X;. Da A, = A — GX, stabil fiir alle k£ nach
Lemma 4.25 und die Eigenwerte einer Matrix stetig von den Matrixeintragen abhéngen, gilt
A(A—GX) c C~UiR. Bildet man den Grenzwert auf beiden Seiten in (4.48), so folgt dass

X die ARE (4.28) 16st. Also bilden die Spalten von [é’g} einen fH-invarianten Unterraum zu

n Eigenwerten in der abgeschlossenen linken komplexen Halbebene. Aufgrund der Existenz
der stabilisierenden Losung und der Tatsache, dass A (A—GX,) C A (H) folgt, dass H keine
rein-imaginiren Eigenwerte haben kann. Also ist A (A — GX) ¢ C~ und X stabilisierend.
Da die stabilisierende Losung, falls sie existiert, immer eindeutig ist, muss X=X, gelten
und damit ist (iii) bewiesen. Dabei beachte, dass der Eindeutigkeitsbeweis in Satz 4.18
auch ohne die Voraussetzungen dieses Satz funktioniert, wenn wie hier die Existenz der
stabilisierenden Losung vorausgesetzt wird.

Um (iv), also die quadratische Konvergenz zu zeigen, betrachte (4.49). Wegen Folge-
rung 4.26 konnen wir diese Identitédt auch schreiben als

X, — Xen = (i)™ (X, — X)G(X. — X))
Nun sei || .|| eine konsistente Norm. Damit folgt
X = X || < 1R, HHIGIIX — X

Mit limy oo Ay = A — G X, existiert auch der Grenzwert limy .., Ry, = Ry, und damit
limy oo (R, )" = (R,)™". Sei mun p, = [[(R,)'|l, pr == [[(RY,)"ll, dann gilt auch
limy .o pr = p«. Mithin existiert eine Konstante 6 > 0 und ein kg = ko (9) so dass |p.—px| <
J fiir alle & > ko. Damit folgt (iv) mit

7 = |G| max{ps + 6, max pi}.

Die Allgemeinheit der Aussage fiir beliebige Matrixnormen folgt mit der Norméaquivalenz
auf R™*". 0

Die Kosten des Newtonverfahrens héngen natiirlich von der Anzahl der benétigten
Iterationen ab. Man kann hier verschiedene Abbruchkriterien verwenden, z.B.

[Ne[F = ([ X = Xl < 7 - 1 Xl
REX)I < 7

fiir eine vorgegebene Fehlertoleranz 7. Bei 6-7 Iterationen entsprechen die Kosten in etwa

den Kosten der Schurvektormethode. Oft werden aber mehr Iterationen benétigt, so dafl

man das Newtonverfahren meist nur zur Verbesserung einer mit einem anderen Verfah-

ren berechneten Naherungslosung einsetzt. Mindestens ein Schritt des Newtonverfahrens

sollte immer angewendet werden, da man mit dem Newtonverfahren den kleinstmoglichen

relativen Fehler N
X, = X

[ X

erreichen kann. Hierbei ist X die mit dem Newtonverfahren berechnete Niherungslosung
und kpp die Kondition der ARE.

~ U KARE



Kapitel 5

Beobachterentwurft, Kalman-Filter
und LQG Regelung

In diesem Kapitel geht es darum, den moglichwerweise bei einem Regelungssystems nicht
messbaren Zustand x(¢) mit Hilfe des gemessenen Ausgangs y(t) zu schétzen. Ein solcher
Schétzer wird allgemein Beobachter genannt. Da in der Praxis gemessene Signale in aller
Regel mit einem Rauschen behaftet sind, ist es sinnvoll, dieses gleich mit zu modellieren
und den Beobachter so zu entwerfen, dass der Erwartungswert des Schatzfehlers minimiert
wird. Dies fithrt dann zum Kalman(-Bucy)-Filter.

Da der Entwurf von Beobachtern sowie des Kalman-Bucy-Filters fiir LTI Systeme als
Spezialfall beim LTV Fall abfillt, wollen wir hier diesen allgemeineren Fall betrachten.

Zunéchst wollen wir definieren, was wir unter einem Beobachter verstehen. Dazu be-
trachten wir zunéchst das LTV System

#(t) = A()z(t) + Bt)u(t), (5.1a)
y(t) = C(t)x(t), (5.1b)

d.h. die Durchgriffsmatrix erfiillt D(¢) = 0.

Definition 5.1 Fin (Zustands-)Beobachter fir (5.1) ist eine Funktion
x:[0,00) — R",

fir die der Schétzfehler e(t) = z(t) — z(t)

lim e(t) =0  fiir alle uw € Uyg und alle z° € R"

t—o0
erfiillt.

Da der Beobachter z(t) die Trajektorie eines dynamischen Systems verfolgen soll, bietet es
sich an, den Beobachter selbst als solches zu definieren. Dies wurde von Luenberger 1966
in [?] vorgeschlagen und der resultierende Beobachter gilt als der klassische Beobachter in
der System- und Regelungstheorie, der vielfach angewendet und verallgemeinert wurde.
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Definition 5.2 Der (volistindige) Luenberger-Beobachter ist definiert als die Lisung
des dynamischen Systems

B(t) = H(t)a(t) + F(t)y(t) + G)u(t), #(0) = i, (5.2)

wobei H : [0,00) — R™" F :[0,00) — R"™P und G : [0,00) — R™™ die folgenden
Bedingungen erfiillen:

Dabei wird L : [0,00) — R™P so gewdhlt, dass z(t) = 0 eine asymptotisch stabile Trajek-
torie fir z2(t) = H(t)z(t) ist.

Satz 5.3 Der Luenberger-Beobachter ist ein Zustandsbeobachter.

Beweis: Die Beobachtergleichung fiir den Luenberger-Beobachter lautet

F(t) = (At) — LOC)2() + Lb)y(t) + Bt)u(?) (5.3a)
= A@t)a(t) + Bbu(t) + L) (y(t) — C(O)i(t), #(0) = i (5.3b)

Fiir den Schétzfehler e(t) = x(t) — 2(t) gilt damit:

et) = @(t) —z(t)

Da L(t) so gewéhlt war, dass diese lineare, homogene Differentialgleichung asympotisch
stabil ist, gilt lim; . e(t) = 0. 0

Die Schwierigkeit im zeitvarianten Fall besteht darin, die stabilisierende Funktion L(t)
anzugeben. Es wird dabei oft {ibersehen, dass es nicht ausreicht, L so zu wihlen, dafl
A (A(t)— L(t)C(t)) € C~, da bekanntermaflen fiir nichtautonome, lineare homogene Diffe-
rentialgleichungen die punktweise Stabilitdt der Koeffizientenmatrix nicht hinreichend fiir
asymptotische Stabilitat ist.

Im LTT Fall ist es jedoch ausreichend, L stabilisierend zu wéhlen, wie folgender Satz
zeigt.

Satz 5.4 Ist (A, C) € R™™ xRP*"™ beobachtbar, dann ezistiert ein Beobachter in der Form
Z(t) = (A — LO)&(t) + Ly(t) + Bu(t), (5.4)

wobei L € R™*P so gewdhlt wird, daff A — LC' Hurwitz ist.
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Beweis: Nach Folgerung 2.20 folgt aus der Beobachtbarkeit von (A, C') die Steuerbarkeit
von (AT, CT). Damit existiert nach Satz 3.20 ein F' € RP*" so dal A (AT + CTF) C C.
Also gilt mit L := —FT, da8 A(A— LC) c C~.

Fiir den Schétzfehler folgt damit

é(t) = @(t)—a(t)
= Az(t) + Bu(t) — (A — LO)&(t) — Ly(t) — Bu(t)
= (A-LO)e(t)

und damit e(t) = eA=Le(0), also limy_.o e(t) = 0 fiir beliebige u € U,q und alle Start-

werte 29, 20, 0

Ein konstruktiver Weg, einen Beobachter, den man im LTI Fall ebenfalls als Luenberger-
Beobachter bezeichnet, zu konstruieren, liefert folgender Satz.

Satz 5.5 Die Funktion z(t) = Zz(t) mit z Losung der Differentialgleichung
2(t) = Hz(t) + Ly(t) + Gu(t) (5.5)
ist ein Beobachter im Sinne von Definition 5.1 , falls
(i) Z invertierbar ist und X := Z~1 die Sylvester-Beobachtergleichung
XA—-HX=LC (5.6)
erfillt;
(ii) G = XB;
(i1i) H Hurwitz ist.
Beweis: Betrachte é(t) := Xe(t) = Xx(t) — z(t). Diese erfiillt

é(t) = Xi(t) — 2(t)
XAzx(t) + XBu(t) — Hz(t) — Ly(t) — Gu(t

)
= (XA-HX —LO)z(t)+ H(Xz(t) — 2(t)) + (XB — G) u(t)
) (z)ro i @y

= Heé(t).
Wegen (iii) folgt wie im Beweis von Satz 5.4 lim; . () = 0 und damit auch

lim e(t) = lim Zé(t) = Z lim é(t) = 0.

t—o00 t—o0 t—o00

O

Dieser Satz erlaubt die Konstruktion von Beobachtern wie z.B. in folgendem Beispiel.
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Beispiel 5.6 (Beispiel 1.6, fortgesetzt) Das inverse Pendel aus der Einleitung fihrte
nach Linearisierung auf ein LTI System mit

A:“J (1]] B:{H, C=[10], D=o.

Wihit man in (5.5) H = diag(—2,—3) und L= 2 1 }T, so ergibt die Losung von (5.6)

L[4 =2
X“E[—z 4}'

Da X invertierbar ist, erhdlt man dann den Luenberger-Beobachter mit

1] -2

Da die Qualitdt des Beobachters direkt vom gemessenen Ausgangssignal y(t) sowie
dem vorgegeben Eingangssignal und u(t) abhidngt und kleine Abweichungen méglicherwei-
se zu einem groflen Abweichen des geschétzten Zustands fithren kann, ist es robuster und
der Realitdt angemessener, Storungen in den Eingangs- und Ausgangssignalen gleich mit
zu modellieren. Dies geschieht durch Hinzunahme von Rauschtermen in der Zustandsglei-
chung (5.1a) und der Ausgangsgleichung (5.1b). Es bietet sich dann an, auch den Startwert
als verrauscht anzusehen, da auch dieser in der Praxis meist als Messung vorliegt. D.h.,
wir betrachten folgendes System

B(t) = A(t)z(t) + Bthu(t) + F()v(t), a(to) =" +n, (5.7a)
y(t) = C(t)x(t) +w(t), (5.7b)
wobei v und w als Weiffes Rauschen angenommen werden, d.h. als stationére stochastische

Prozesse von unkorrelierten Zufallsvariablen mit Erwartungswert Null, es gilt also fiir alle
t,s € R

E®)] = 0, Ew®)] =0,
Ewt)vl(s)] = Vit —s),
Elw(t)w’(s)] = Wo(t—s),

wobei V = VT > 0 und W = W7T > 0 die Kovarianzmatrizen von v bzw. w sind und
d(t — s) die Diracsche 0-Distribution bezeichnet. Aulerdem nehmen wir an, dass v und w
unkorreliert sind, also

Ewt)w’(s)] =0 Vi, s.

Die Kovarianzmatrix der normalverteilten Zufallsvariable n mit Erwartungswert Null sei
Yo € R™™ also
Elm™] = .
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Verwendet man nun einen Beobachter in der bereits zuvor definierten Form (siehe (5.7))
2(t) = A()E(t) + B(t)ult) + L(1) (y(t) — C(D)2(1)), (5-8)
so ist das Ziel, den Erwartungswert des Schétzfehlers zu minimieren, L zu bestimmen durch

min lim Efe(t)Te(t)] with e(t) = x(t) — &(t). (5.9)

L t—oo
Die Losung dieser Aufgabe liefert der Kalman-(Bucy)-Filter:

Satz 5.7 Unter den o.g. Voraussetzungen an die stochastischen Prozesse v(t),w(t) und
die Zufallsvariable n wird das Minimum in (5.9) angenommen fir L(t) definiert durch

Lt) = 2.0t W1 (5.10)
wobei Xy (t) die positiv definite Losung der (Filter)-Riccati-Differentialgleichung (F)RDE

N(t) = A +2WANT =) CH)ITWC)S(t) + FOVF®T,  (5.11)
20) = % (5.12)

15t.

Beweis: Fehlt noch.

Filter-ARE im LTI-Fall:
AL + AT —ysoctwlos + FVFT,

LQG Entwurf (fir S = 0,D = 0): G steht dabei fiir GauB, da die stochastischen Prozes-
se i.d.R. als Gauflsches Weifles Rauschen angenommen werden, d.h. die Zufallsvariablen
geniigen der Gaufiverteilung.

u(t) = —RB(t)T X, (t)a(t),
wobei 2 in (5.8) definiert ist und L(t) wie in (5.10), also

(1) = (At) = BO)RT' B X.(1))2(t) + Z.()CO)T W (y(1) — C()(1)) ,
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