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Kapitel 1

Einfithrung - Definition und
Beispiele partieller
Differentialgleichungen

1.1 Grundbegriffe

Wir wiederholen zunéchst den Begriff einer gewdhnlichen Differentialglei-
chung. Gesucht wird hier eine Funktion u = u(z) einer reellen Verdnderlichen
x € (a,b), so dass die Gleichung

F(z,u(z),d(z),...,u™(x)) =0, € (a,b)

erfiillt ist. Sie wird gewdhnlich Differentialgleichung m-ter Ordnung genannt,
wenn m > 1 gilt und «(™ wirklich auftritt, also die Gleichung nach u(™
umgestellt werden kann. Gegeben ist eine Funktion F' = F(z,yo, ..., Ym) :
(a,b) x R™! — R sowie das Gebiet G = (a,b), in welchem der betrachtete
Vorgang ablauft.

Durch die Differentialgleichung selbst ist die Losung w nicht eindeutig be-
stimmt, deshalb braucht man zusétzliche Bedingungen, etwa Anfangs- und
Randbedingungen.

Beispiel
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Mit der Methode der Trennung der Verédnderlichen erhélt man die Losung

B 1
1=’

u(z) 0<z<l.

Dieses so harmlos aussehende Beispiel zeigt, dass die Existenz von Losun-
gen nicht trivial und gegebenenfalls nur lokal gesichert ist. Hier hat u eine
Singularitét bei = 1 (“blow up in finite time“). Im Beispiel war F' =
F(xay(]ayl) = — y(2)7 G = (OJ OO)

Bei partiellen Differentialgleichungen ist eine Funktion w von mehreren Ver-
dnderlichen gesucht,

u=u(xy,...,x,), u:G—-R, GCR"

Die Variablen xy,...,z, fassen wir zu einem Vektor x zusammen, x € G.
Anstelle der Ableitungen ', ...,u™ treten nun partielle Ableitungen auf,
z.B.

ou 0%u Pu

Ors’  0Ox,0xy 03
usw. Offensichtlich steigt damit der Schreibaufwand, und wir benétigen eine
elegante Notation.

Definition: (Verwendung von Multiindizes)

Dj' a

Beispiele:

ou
o,
0*u
Ox?

J

0 ([ ou

Dju =

2, _
Djuf

Multiindex: o = (o, ..., ), @; € NU {0}
Bedeutung: «; gibt an, wie oft nach z; partiell abgeleitet wird.
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Betrag von a: |of :=ag + ... +
entspricht der Differentiationsordnung

Differentialoperator D¢: das z steht hier fiir die Differentiation nach z

D¢ = (D7, ..., Do) der letzte Eintrag bedeutet z.B., dass a,-mal nach x,
abgeleitet wird.

Beispiel: u = u(xq,..x5), n =5

Pu
- D D2 — D~
8.1’1833% e 2t
mit a = (1,2,0,0,0) und || = 3.

Nun koénnen wir den Begriff der partiellen Differentialgleichung einfiihren.
Dazu brauchen wir ein Gebiet G € IR"™ und eine Funktion F : GxR*"' — IR,

F = F(xay07 Y15 -0 yk)
Definition: Fine Gleichung der Form
F(z,u(z), D" u(z), ... D u(z)) =0, z€Gq,

heifit partielle Differentialgleichung in n reellen Verdnderlichen. Dabei sind

al, ..., a™ Multiindizes, also jeweils Vektoren der Dimension n. Gilt |a’] <

m, i = 1.k, und existiert ein o/ mit |a/| = m, so heiBt die Gleichung von
m-ter Ordnung. Dabei wird stillschweigend vorausgesetzt, dass nach D%
umgestellt werden kann, diese Ableitung also wirklich auftritt.

Beispiel: n = 2, u = u(xq, x2)
Wir schreiben vorteilhafter x := xq, y := xs.

x(Dyu)? + DxDzu =0, 2*+y*<1
ist eine partielle Differentialgleichung im Einheitskreis.
G ={(z,y)| 2* +y* < 1}

F=xy+y, a;=(1,0), ay=(1,2)
Ordnung: m = 3
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Analog gibt es Systeme von partiellen Differentialgleichungen. In diesem Fall
sind F und u Vektoren, F : G x R - R v :G — RY.

Definition: (linear/semilinear/quasilinear/nichtlinear)

1. Eine partielle Differentialgleichung der Form

> aa(r)Dju = f(z)

lor| <k
mit gegebenen Funktionen a, und f heifit linear.

2. Hat eine partielle Differentialgleichung die Form

3" ao(x)Deu+ F(x, D, ..., D% u) =0,

laf=k

wobei alle in F' stehenden Ableitungen die Ordnung kleiner als k be-
sitzen, so heiit sie semilinear. (“Hauptteil ist linear.)

3. Hat sie die Gestalt

3" aa(x, D2, ..., DPu)D%u + F(x, D u, ..., Du) = 0,
la|=k

wobei |al|, ..., ||, |BY, .., |8P] < k — 1 gilt, so heifit sie quasilinear
(hoéchste Ableitungen kommen nur linear vor).

4. Trifft keiner der vorigen Félle zu, so heifit die PDE nichtlinear.
Vereinfachung der Schreibweise: D := D
PDE steht fur partielle Differentialgleichung (partial differential equation).

Beispiele: 1. Vu(z) = f(z) f: G — R" gegeben
Lineares System 1. Ordung, ausgeschrieben

Dywuw = fi

Dnu = fn
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2. 23DyD3u+ Diu =0
Homogene lineare PDE 2. Ordnung. Anders aufgeschrieben:

ao D+ DPu =0
mit o = (0,1,1), a, = 23, = (1,0,0).

3. ZL‘?DQD:))U + (D1U)2 =0
Semilineare PDE 2. Ordnung

4. xi’(Dngu)(Dlu)z =0
Quasilineare PDE 2. Ordnung

5. (Dyu)? 4+ (Dqu)? = 0
Nichtlineare PDE 1. Ordnung

Um nicht in Formalitdten zu ersticken, wollen wir einige einfache Beispiele
16sen bzw. diskutieren.

6. u=u(z,y)

0
Gegeben sei die Gleichung 8—u =0, kurz
x

ug(2,y) =0,

womit wir noch eine alternative Bezeichnungsweise fiir partielle Differential-
gleichungen ins Spiel gebracht haben ...
Losung: Alle Funktionen der Form u = u(y).

7. u = u(x,y)
2

u
=0,k
20y , kurz

Gleichung
Uay(,y) =0 (1.1)

Losung: Wir formulieren um zu

0 (0du
3 (309 -

0
und setzen v := —u(x, y). Fiir v ergibt sich

dy

/Ux(x7 y) = 07
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also nach 6. die Zwischenlésung v = v(y). Somit folgt

uy(z,y) = v(y)

und daraus

u(a,y) = [ vly) dy = fy) +c

Wir miissen beachten, dass ¢ von x abhédngen darf. Also erhalten wir die
Losung

u(z,y) = g(x) + f(y) (1.2)

Jede Funktion dieser Bauart mit differenzierbaren Funktionen g und f 16st

unsere Gleichung.
ou\* (ou)' _,
ox oy

Aus (Vu, Vu) = 0 folgt Vu = 0 also u(z,y) = c.

8. u=u(z,y)

Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen sind durch die Gleichung im-
mer bis auf Konstanten bestimmt. Diese miissen dann durch Anfangs- oder
Randbedingungen bestimmt werden. In den Beispielen 6. und 7. haben wir
gesehen, dass Losungen partieller Differentialgleichungen noch frei wahlbare
Funktionen beinhalten. Aber auch diese kénnen bei geeigneten Anfangs- oder
Randbedingungen ermittelt werden.

1.2 Die Warmeleitgleichung

Diese Gleichung beschreibt die Warmeausbreitung in Kérpern, modelliert
aber auch die Diffusion von Substanzen in gegebenen Bereichen. Sie wird
deshalb oft auch als Diffusionsgleichung bezeichnet.

Das betrachtete Ortsgebiet sei Q € R?, x = (1, 72, v3) € Q. AuBerdem spielt
die Zeit t > 0 noch eine Rolle. Gesucht ist

u=u(x,t) = u(xy, 9, x3,1),

die Temperatur im Ortspunkt z € € zur Zeit t.
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Physikalische Grundlage fiir die Warmeausbreitung in €2 ist das Fouriersche
Gesetz. Wir betrachten hier die Anderung der inneren Energie Q5 — Q1.
Diese Anderung ist gleich dem WirmefluB iiber die Oberfliche S in dieser
Zeit. Daher gilt

Qs —Qr = / /k:Vu ASdt = /t /k—det

Dabei ist v die Normale auf S. Der Warmestrom ist also proportional zum
Temperaturgradienten. Diese Formel gilt fiir isotrope Korper. Das bedeutet,
dass die Warmeleitfahigkeit unabhingig von der Ortsrichtung ist. Die Grofle
k = k(z) heift Warmeleitzahl.

Herleitung der Wéarmeleitgleichung

Wir betrachten ein kleines Teilgebiet D C Q im Zeitraum [¢y,¢2]. Dazu ver-

wenden wir die Grofien:
c=c(r) spezifische Warme
0= o(z) Dichte
v auBlere Normale an S = 0D

Zunéchst gilt fiir die innere Energie die Formel

Q(t) :/chu(x,t)dx

und daher ergibt sich

/ch(u(m,tg) u(z, tl))dx—/tl /k—det

Wir nehmen an, daf§ die Anwendung des Gauflschen Integralsatz erlaubt ist
und wenden diesen fiir das Vektorfeld kVu an

/ch(u(a:,tg) —u(z,ty))dr = /:/Ddiv (kVu)dzdt.

Aquivalent dazu ist die Formulierung
to to
/ / cg— dodt — / / div (kVu)dadt,
t1 t1 D

t2 ou .
/t1 -/D(CQE —div (kVu))dzdt =0

woraus wir auf
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schlieen. Aus der Beliebigkeit von t;, to und D folgt
ou )
oy = div (kgrad u) t>0,reQ

die Wirmeleitgleichung. Ausgeschrieben:

ou 3.0 ou

Ist €2 homogen, d.h. ¢, o, k sind von x unabhéngig, dann gilt

codu = Pu
Py Au. (AU—Z&EZ).

c
Wir transformieren ¢t = Egt’ und erhalten

ou

U _ A
v~ U

als Grundform der Warmeleitgleichung. Bei der Diffusionsgleichung steht «
fiir die Konzentration und k fiir den Diffusionskoeffizient.

1.3 Die Schwingunsgleichung

Mit der Schwingungsgleichung werden Schwingungen von gewissen Medi-
en bzw. die Ausbreitung von Wellen beschrieben, daher auch der Name
“Wellengleichung“. Wir leiten die Gleichung fiir den Fall einer in der ver-
tikalen Ebene schwingenden Saite her (Gitarre als Hintergrund).

Saite: “Elastisch gespannter Faden, der Biegungen keinen Widerstand entge-
gensetzt.*

Wir stellen uns einen Schnappschuss der Saite vor

e Saite eingespannt zwischen x =0 und z = {

e Ortspunkt z € [0, ]
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o Zeitt >0

e u(z,t): Auslenkung der Saite im Punkt x zur Zeit t

Herleitung der Schwingungsgleichung

Vereinfachende Nédherung: Groflen hoherer Ordnung von tana = wie
2

zum Beispiel a—u , werden vernachlassigt. Wegen fehlendem Biegewider-
x

u
ox’

stand wirkt die Kraft auf jeden Punkt der Saite immer tangential. Wir be-
trachten nun die Situation fiir ein kleines Saitenstiick der Lénge dz. Die
Lange des ausgelenkten Stiicks betragt nach unserer Néherungsannahme

r+dx r+dx
l:/ 1+u§dmz/ dx = dz.

Aus dem Hookeschen Gesetz kann man ableiten:
|T(x,t)| = To.

Wir denken uns nun die auf das Saitenstiick vertikal wirkende Kraft in einem
Punkt konzentriert und erhalten nach dem 2. Newtonschen Gesetz (F' = m-a)

O*u(x,t)
o2’
Dabei sind p die Massendichte und F' die Kraftdichte duflerer vertikal angrei-

fender Krifte. In die Massenberechnung ging bereits die Formel | ~ dx ein.
Aus unserer Ndherungsannahme folgt

Tosinay — Tosinog + F(z,t)de = o(z)dx

i tan o ou
siha = — ~ tanoa =

V1 +tan? o or’

woraus wir auf

Pulz,t) 1 (au<x +drt) @u@"v”) L F

MY o
e ot? 0 dx ox ox

schlieen. Wir nehmen nun « hinreichend glatt an und folgern aus dem Mit-

telwertsatz 52 (.1 |
u(x,t U
L =Ty—— ddx, t)d F.
e ot? 0da:83:2(w+ T, t)dr +
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Der Grenziibergang dx — 0 ergibt
0*u(zx,t) 0%u

——==Ty—+ F.
ST "Baz
Ist o konstant, so erhalten wir mit a = /Ty /0
0u(z, 1) 0%
o Yo

die (6rtlich) eindimensionale Schwingungsgleichung. Analog stellt man die
Gleichung in hoheren Ortsdimensionen auf:

0*u(z,t) D*u  *u
‘3?‘2“@ﬁ+@ﬁ+f

Die zweidimensionale Schuingungsgleichung beschreibt das Schwingunsver-
halten einer Membran. Die dreidimensionale Schwingunsgleichung

O?u(w,t) o (0*u  O*u  J*u
oz o Taptaz)

beschreibt Phénomene wie Schallausbreitung und elektromagnetische Wellen.
Alle Dimensionen kénnen einheitlich durch

O*u(x,t)
ot?
beriicksichtigt werden, wobei wie bei der Warmeleitgleichung der Laplace-

Operator A nur in Ortsrichtung wirkt. In sehr vielen praktischen Anwen-
dungen kann der Term f der duleren Krifte vernachléssigt werden.

= a’Au+ f

1.4 Die Laplace-Gleichung

Betrachten wir als Beispiel eine Kugel, die fest im All schwebt und permanent
auf einer Seite durch die Sonne beschienen wird. Fiir ¢ — oo stellt sich ein
stationdrer Temperaturzustand u = u(z) ein, der nicht mehr von ¢ abhéngt.
Die Wérmeleitgleichung geht iiber in die

Au=0 in €
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Laplace-Gleichung. Dies ist eine homogene Gleichung. Bauen wir eine inho-
mogene rechte Seite f ein, so entsteht die Poisson-Gleichung

Au=f in Q.

Interpretiert man die rechte Seite als Ladungsverteilung, so beschreibt die
Poisson-Gleichung das zugehorige elektrische Feld.

Wiérmeleitgleichung, Schwingunsgleichung, Laplace- und Poisson-Gleichung
sind lineare PDEs zweiter Ordnung. Vom Typ her sind sie génzlich verschie-
den, namlich parabolisch, hyperbolisch bzw. elliptisch (die letzten beiden)
und haben entsprechend verschiedenes Losungsverhalten. Wie man auf die
Typeinteilung kommt, das verrit das néchste Kapitel.
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Kapitel 2

Klassifikation und
Charakteristiken

2.1 Koordinatentransformation

Wir untersuchen hier partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit
linearem Hauptteil

> aijDiDju + ®(z,u, Vu) = 0. (2.1)
ij=1

Gegeben sind n? stetige Funktionen a;; : G — R sowie die Funktion @, die
uns hier nicht weiter interessiert. Wir diirfen Symmetrie annehmen, a;;(x) =
aj;(z), denn ansonsten symmetrisieren wir durch

- 1
aij = 5 (ai; + az:)

und erhalten den selben Wert des Hauptteils, weil fiir u € C?(G) der Satz

von Schwarz gilt.

Wir fassen die a;; zu einer Matrix A zusammen

aj(z) ... ap(x)
A= Az) = )
an1(x) oo app(T)

17
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und konnen A als symmetrisch voraussetzen.

Beispiele 1. Laplace-Gleichung

2. Wirmeleitgleichung

3 92
0y Ou
—— =0 &=-
;8@2 ot h
t entspricht hier x,.
1000
01 00
A= 0010
0000
3. Wellengleichung
3.0%u 9%
——=0 =0
;8:3? ot?
1 00 O
010 O
A= 001 0
000 —1
4. Tricomi-Gleichung
Pu  u
—+—=0 &=
Yor? oy?
_(y 0
= (i1)
5. Burgers-Gleichung
2
—— 2a—u+ a—u:() D= —u +u-uy

ot "o T
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a’> 0
(5 9)

Oft ist es nicht sinnvoll, in den gegebenen kartesischen Koordinaten zu rech-
nen, sondern man zieht andere Koordinaten vor, je nach Beschaffenheit des
Gebietes GG. Dann muss man die PDE transformieren.

Gegeben sei die Koordinatentransformation

() 1
y=F(x) = , = .. (2.2)

Yn () T,
Beachte: F': 1+ vy, also 7! y— x.
Beispiel Polarkoordinaten
T=7rcosp, Yy=rsiney
Keiner verwendet hier die obige Schreibweise. Wir haben
(2)-0)()-(0)

2 y )\ v ¢ )’
somit ist F~1 gegeben.
Frage: Wie sieht der Laplace-Operator

AU = Ugy + Uy,

in den neuen Koordinaten aus ? Diese Koordinatentransformation ist mit viel
Rechnen und mehr oder weniger grofSer Wahrscheinlichkeit des Verrechnens
verbunden. Wir diskutieren zuerst die einfachste direkte Methode fiir den Fall
der Polarkoordinaten und behandeln den allgemeinen Fall eleganter.

u(z,y) = u(z(r, ), y(r,p)) = v(r, )

v v
Wir berechnen zunéchst v, = Ir und v, = 90 fir die neue Funktion v:
r ¥

Up = Ug * Ty + Uy * Yp = Uy COS P + Uy SiD

Vp = Uy * Tip + Uy - Yoo = Uy (—T 81N ) 4 w1 COS
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Wir lesen das als lineares Gleichungssystem zur Bestimmung von u,, u, und
16sen auf. Es ergibt sich

sin @

Uy = UpCOSY — Vy

cos

u, = v.sing+ Vg (2.3)
Auf diese Weise haben wir u,, u, durch r und ¢ dargestellt. Um u,, dar-
zustellen, betrachten wir die rechte Seite der oberen Gleichung von (2.3)
als neue Funktion o(r, ¢) und wenden die eben durchgefithrte Prozedur zur
Bestimmung von u,, an:

sin ¢ _
Ve

Uge = (Uy )y = Uy COSQ — "

Nun heifit es also o, und ¥, ausrechnen, Gleiches fiir w,, auszufiihren und
dan g, + uy, zu berechnen. Man erhélt bei korrekter Berechnung

1 1
Uy + Uyy = Vpp + ﬁ”w + ;vr = ;(T’UT)T + T—va.
82 2
Somit ergibt sich der Laplace-Operator A = Ere + £ in Polarkoordinaten
T Y

in der Form
A_lo (o) 1o
~ror Uor r20p?’

Umrechnung im allgemeinen Fall

Wir transformieren jetzt den Hauptteil von (2.1) geméf der Transformation
y = F(z).

Somit erhalten wir

ou " OJv 0Oy

axi =1 aT/l ‘ amz
nach dem Satz iiber das totale Differential. Véllig analog noch einmal
u 0 ($ov oy
Ox;0x; N Ozx; \i= Oy Ox;
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& 0 (0v Oy
N Z Ox; <8yl 83@)
L ov oy Ov %y
N ; {8% (83/1) ox; + oy O0x;0x;
{( d%v ayk) Oy N v Py }
= Olye Ox;) Oxy Oy Ol

v 8y18yk+ = Ov 0y
Oy Oyx Ox; Ox; = Oy Ox;0x;

Nun wird es wirklich uniibersichtlich, so sieht es schoner aus

D,-Dju = Z Dilejyk Dle’l} + Z DiDjyl Dﬂ).
k=1 =1

Wir setzen das in den Haupteil von (2.1) ein

Z CLz’jDz‘Dju = Z (Z aijDilejyk) D, Dyv + Z <Z aijDiDjyl> Dv.

ij=1 kl=1 \4,j=1 =1 \ij=1

Die erste Klammer beschreibt die Koeffizienten des neuen Hauptteils. Die
zweite Summe enthélt nur Terme niedrigerer Ordnung.

3 WO,
ij=1 3@ 8xj K
n ale

b - i
: Z 3%8%@]

ij=1

aw(y) =

(2.4)

Die nichtlinearen Terme ®(x, u, Vu) transformiert man zu d(y, v, Vo).

Bemerkung: In (2.4) steckt noch ein Stolperstein. Die Ausdriicke rechts hén-
gen alle von z ab und miissen geschickt durch y ausgedriickt werden.

Auflerdem ist die Beziehung (2.4) noch recht unhandlich. Wir setzen

~ C~L11 aln
A=

apl .- Qpp
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und konnen leicht nachrechnen, dass die obere Gleichung von (2.4) dquivalent
ist mit
A= F'(2)AF' ()",

wobei F” die Jacobi-Matrix von F ist

Diyr ... Dun

F' =

Dnyl Dnyn
Die Koordinatentransformation kann so mit folgendem Schema ausgefiihrt
werden:

1. F" aufstellen
2. A und b berechnen

3. Wenn noch nétig, x durch y ausdriicken

Spezialfall: Transformation des Laplaceoperators

Somit gilt

Wir halten fest
bl = Ayl = 1, ...

Beispiel Laplaceoperator in Polarkoordinaten - Zweite Methode

Wir wenden die gebrduchlichen Bezeichnungen an, d.h. zy, xs, y1, y2 heiflen
jetzt wieder x, y, r und ¢.

T =T COS P, =rsingp
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(b)=r(0)=¢(2)

Aus G’ konnten wir F’ mittels F' = (G’)~! berechnen.
o [ cosyp T sin @
~ \ sinp rcosy
Wir benutzen dazu die Invertierungsformel fiir 2 x 2-Matrizen

a b\ 1 (d —b
c d "~ ad — be —c a )’

det G' = r und erhalten

Damit gilt

ja < Cos ¢ sin ¢ )
= 1 1 .
—sing S cosy

Somit ergibt sich
A:Fﬁﬁf:(éi).
r2

Das ist aber noch nicht alles, wir brauchen noch b, und b,. Wir wissen schon,
dass fiir den Laplace-Operator by = Ar und by, = Ay gilt. Wir benétigen
also Ableitungen von r und ¢ nach z und y. Diese Ableitungen finden wir
im Jacobian F”.

1
Tor = (T2)e = (COS ), = —sing - @, = —sin® p
r

: 1
ryy = (ry)y = (sinp)y, = cosp - ¢, = - cos? @

1
Somit gilt Ar = —. Aus
r

L. L . 1 2 .
%x:(——SIDSO)x:—Zsmgo-?"x——coscp-cpx:—2s1ncpcosgp
r r r r
und

1 1 1. 2 .
Oyy = (;COSQO)y = 5Cospery — Csing gy =~ singcosy
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folgt Ap = 0.

_82v+ 1 82v+1 8v+0 ov
Or2 2 dp? r Or Op
Wir erhalten also wieder

21 10_10(0) 1 o

Au

A:

a2 oz T rar ror\or) T 2ag

Beispiel: Laplace-Operator in Kugelkoordinaten

x = rsindcosy
= rsinvsing

z = rcosv

Die Herleitung der Formel erfolgt in der Ubung. Wir geben hier nur das
Ergebnis an.

A 10 (4,0 n 1 0 sind 0 n 1 0?
==-—|r"— ——— | sinv— -7

r2 Or or r2 sin v U oY r2 sin ¥ p?
Beispiel: Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten

A_lo(oy 18 &
“ror \or r20p? 02?2

2.2 Kilassifikation linearer PDEs 2.0rdnung

Gegeben ist die Gleichung

N " 0
> g+ bila) 5+ ela)u = f(@), (25)

i,7=1

wobel wir wieder A = (a;;) setzen. A wird wieder als symmetrisch vorausge-
setzt und besitzt daher nur reelle Eigenwerte.

Definition: (elliptisch/hyperbolisch/parabolisch)

Die Gleichung (2.5) heifit in x
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e clliptisch, wenn alle Eigenwerte von A(x) positiv oder negativ sind, d.h.
wenn A(x) positiv oder negativ definit ist,

e hyperbolisch, wenn ein Eigenwert von A(x) positiv und die anderen
negativ sind oder ein Eigenwert negativ und die anderen positiv sind,

e parabolisch, wenn mindestens ein Eigenwert 0 ist.

In allen anderen Féllen wird die PDE haufig als ultrahyperbolisch bezeichnet.

Bemerkungen:

e Der Typ von (2.5) kann durchaus von x abhidngen (siche Tricomi-
Gleichung).

e Im Fall n = 2 kann die Typbestimmung mit Hilfe der Determinante von
A erfolgen: Aus det A(x) > 0 folgt, dass die Gleichung elliptisch ist,
det A(z) < 0 impliziert, dass (2.5) hyperbolisch ist, und bei det A(z) =
0 ist die Gleichung parabolisch.
Beispiele:
1. Laplace-Gleichung

A = I und besitzt daher den n-fachen Eigenwert 1. Die Gleichung ist somit
elliptisch.

2. Warmeleitgleichung

1 000
0100
A= 0010
0000
Die ersten drei Eigenwerte sind 1 und der vierte ist 0. Die Gleichung ist daher

parabolisch.

3. Wellengleichung (3D)

100 O
010 0
A= 001 0
000 -1
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Die ersten drei Eigenwerte sind 1 und der vierte ist —1. Die Gleichung ist

somit, hyperbolisch.
_(y 0
(i)

Die Matrix besitzt die Eigenwerte y und 1. Der Typ ist daher

4. Tricomi-Gleichung

> (0 elliptisch
y4q =0 parabolisch
< 0 hyperbolisch

Man sollte schon vor dem (numerischen) Rechnen wissen, von welchem Typ
die Gleichung ist. Dies beeinflufit oft den Erfolg oder Miflerfolg einer nume-
rischen Methode.

Bemerkung: Alle Beispiele 1.-4. lagen in Normalform vor, d.h. ohne gemischte
partielle Ableitungen. Die Matrizen hatten Diagonalgestalt und wir konnten
die Eigenwerte einfach auf der Hauptdiagonalen ablesen.

2.3 Die Charakteristikenmethode fiir quasili-
neare Gleichungen erster Ordnung

Vorgegeben ist die Gleichung
a(z,y,w)u, + b(z,y, w)u, = c(x,y,u) (2.6)

in einem Gebiet G C R?, also eine quasilineare PDE erster Ordnung. Wir
werden die sogenannte Charakteristikenmethode geometrisch herleiten, oh-
ne sie allerdings exakt zu begriinden. Dazu verweisen wir auf SMIRNOV,
Band IV. Wir erhalten auf diese Weise eine erste Vorstellung vom Begriff der
Charakteristik.

Zunéchst formulieren wir (2.6) um zu
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Bekanntlich ist der Vektor (uy,u,, —1)" Normalenvektor zur Fliche u =
u(x,y). Folglich liegt der Vektor (a, b, c)” jeweils in der Tangentialebene zum
Punkt (z,y,u(z,y)).

Wiéhrend die Flache v = u(x,y) unbekannt und gesucht ist, kennen wir den
Vektor (a,b,c) in jedem Raumpunkt (z,y,u) € R®. Somit definiert (a,b, c)
ein Vektorfeld, und wir konnen dessen Feldlinien bestimmen. Dies sind Kur-
ven

(s

2(s)
v(s)=| yls) |,
u(s)
dessen Tangentialvektoren an der Stelle (x(s),y(s),u(s)) parallel zur Rich-
tung (a(z,y,u),b(x,y,u),c(r,y,u)) sind. Daraus leiten wir die folgenden
Gleichungen ab:

w'(s) = a(x(s),y(s), u(s))
Y'(s) = blx(s),y(s), u(s)) (2.7)
u'(s) = cla(s) y(s), uls))

Die Losungen bezeichnet man als Charakteristiken oder charakteristische
Kurven. Diese Kurven fiillen das gesamte Raumgebiet aus. Wir wollen aber
mit ihnen eine Fliche u = u(x,y) aufspannen. Es liegt auf der Hand, dass
zur Fixierung einer Losung von (2.6) weitere Daten benotigt werden.

Dazu geben wir eine passend gewiihlte stiickweise glatte Kurve £ in R?® vor
und verlangen, dass die gesuchte Fléche u durch £ geht. Jetzt ldsst sich diese
Fliche leicht konstruieren. Wir betrachten all jene Feldlinien, die £ schneiden.
Ist £ nicht gerade ungeschickt gewihlt, dann spannen diese Feldlinien eine
Fléache auf.

Nach Konstruktion definiert die Flidche eine Losung w von (2.6), denn iiberall
ist (ug,uy, —1)T senkrecht zur Fliche. Es sei I' die Projektion von £ auf die
x — y-Ebene. Dann haben wir geometrisch folgendes Problem gelost:

Gesucht ist eine Losung u von (2.6), stiickweise glatt, so dass u(z,y) € L fiir
alle z,y e I'.

Definition: Das eben definierte Problem heifit Cauchyproblem fiir (2.6).

Wir wollen nicht genauer auf die Fragen von Existenz und Eindeutigkeit von
u eingehen und verweisen dazu auf SMIRNOV, Band IV Nr. 99-102. Eines
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ist aber geometrisch klar - gibt man £ ungeschickt vor, dann sind Existenz
und Eindeutigkeit nicht gesichert.

Schlechte Wahl: £ ist selbst charakteristisch.

Beispiel: 3(u — y)?u, — u, = 0.
L={(zr,y,u)|x=0,y=t u=t teR}

t ist der Parameter fiir £ und s der fiir die Charakteristiken. Wir erhalten
die charakteristischen Gleichungen:

2'(s) = 3(u(s) —y(s))*

y(s) = —1
u'(s) = 0
Der Anfangswert
z(0) Zg
y(0) | =1 v
u(0) U
ist unbekannt und spéter festzulegen. Wir erhalten
u(s) = ug
y(s) = —s+wo
2'(s) = 3(up+s—1yo)?
z(s) = (up+s—uy)+ec

Fiir s = 0 gilt 29 = (uo — yo)> + ¢, also ¢ = g — (up — yo)>. Um die richtigen
Feldlinien auszusondern, lassen wir (z, yo, o) entlang £ laufen:

20=0, y=u =t

Somit gilt
u(s) =t, y(s)=t—s, x(s)=s"

Nun bleibt noch u in der Form u = u(x,y) darzustellen. Sei (z,y) gegeben.
Dann folgt s = z'/% und daraus
t=y+s=2a" 14y, u:t:xl/3+y.

1/3

Sie priifen nach, dass u = x'/° 4 y wirklich Losung ist.

Bemerkungen:
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1. w ist nicht stetig partiell differenzierbar bei x = 0.
2. Allgemein ergibt die Methode
r=ux(s,t), y=y(s,t), u=u(st).

Zur Darstellung v = u(z, y) muss (s,t) nach (x,y) auflosbar sein. Des-
halb wird vorausgesetzt (Satz iiber implizite Funktionen)

Ts Tt

0
Ys Yt ?é

Im Beispiel erhiilt man als Determinate 3s2. Trotzdem hat es funktio-
niert.

3. Analog behandelt man Gleichungen hoherer Ortsdimension,
ar(z,u)Diu+ ... + ap(x, w)Dyu = apyq (T, u)
mit x € IR", sieche Smirnov, Band IV.

4. In einigen Fillen kann man den Parameter s schon bei der Losung von
(2.7) “herauswerfen“. Dazu mehr in der Ubung.

2.4 Cauchyproblem und charakteristische
Gleichungen

Wir betrachten die allgemeine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
der Dimension n:

n n

> ay(e) 5 ax] Y b g + (o = o (23)

ij=1 i=1

Fiir n = 1 reduziert sich (2.8) auf die gewohnliche Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung

ar1 (x)u (x) + by (2)u' (x) + c(z)u(z) = f(z).
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Um die Losung festzulegen (es sei aq; # 0), geben wir Cauchydaten in x = x
vor:

u(zg) = wo

u'(z0) = w.

Diese Aufgabe nennt sich Cauchyproblem. Wie kann man dies fiir (2.8) ver-
allgemeinern 7

Cauchyproblem fiir (2.8): Gegeben sei im IR™ eine glatte (n—1)-dimensionale
Mannigfaltigkeit S

S ={x e R™| F(x) =0},

wobei VF(z) # 0 Vx gelten soll. In jedem = € S sei eine Richtung 0 # | =
[(x) € R™ definiert, die nicht tangential zu S ist.

Definition: (Cauchyproblem)

Gesucht ist eine Losung u = u(x) von (2.8) mit

u(z) = up(x) zes
ou
E(x) uq () xes

Bemerkungen:

e Die auf S gegebenen Funktionen ug, u; heiflen Cauchydaten.

) % = (Vu, 1) (Richtungsableitung)

Es zeigt sich, dass diese Aufgabe nur dann fiir beliebige Cauchydaten losbar
ist, wenn die Flache S nicht falsch - ndmlich nicht charakteristisch - gew#hlt
ist. Um dies zu verdeutlichen, wollen wir der Einfachheit halber voraussetzen

oen =2
e S ist eine Gerade im R?

eb=clx)=f=0
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e [ ist konstant Z0und [ &€ S

Wir konnen also S beschreiben in der Form:
. _ .. (N
St (f,r)=c mit f= I # 0.
2

AuBlerdem gilt

lz(?), (/1) 0.

2

Fiir F ergibt sich F(xq,22) = (f,z) — ¢ = firy + foxg — ¢ = 0. Als Cauchy-
problem erhalten wir

0%u 0%u 0%u
alla—x% + 2a12 0105 + Qg2 02 =0
w(zy,xe) = wup(xy,xy) auf S
ou
E(Il’ x9) = wup(x1,m9) auf S

und setzen
aix a2
A= .
Q12 Qa2
Wir transformieren nun S zu einer Horizontalen und wollen 0.B.d.A f; # 0
voraussetzen.

1 = T
Y2 = F($1,$2):(f7$)_c

Die transformierte Gleichung lautet dann

9%v 9%v 0%
11— + 2a a =0. 2.9
an 8x% T i1 0x18x2 +az 8%% ( )
Dabei gilt
fl _ 1 0 aix a2 1 f1
fl f2 Q12 Aa22 0 f2 ’
insbesondere

d22:fTAf:(f>Af)-
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Wir transformieren nun die Gleichungen fiir die Cauchydaten:

relS & yeX={(y ) y.=0}

Wir erhalten aus der Kettenregel

Vu =y (z)" Vv = < (1) g ) Vo.

Fiir die Richtungsableitung ergibt sich
ou 1 fl
e l
ol (( 0 >V>
1 0
= |V, l
( ° (fl f2> )

ov ov

= —-lbh+=—"-(f1).
Oy ' 2 (f)

Der Term (f,1) war laut unseren Voraussetzungen verschieden von Null. Fer-
ner folgt
ui(w1, w2) = ui(21, 9(21)) = vi(21) = vi(y1)
mit ¢ = 0,1 und
1
2

Somit erhalten wir die transformierten Cauchydaten

T (¢ — fixy) =: p(x1).

v(y1,0) = vo(y1) (2.10)

o D 0) - (11) = o). (2.11)

—(y1,0)l1 +
a?h(yl )1 0ys

Wir betrachten nun zwei Falle:
Fall 1: ags # 0 (gutartiger Fall)

Aus (2.10) folgern wir
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und aus (2.11)

v v 1 , 1
8_y2 = (v1(y1) — lla—yl(ylao)) ' m = (ilyn) = heo(wn)- (f.0)

Die Differentiation dieser Gleichung nach y; liefert

82?/ _ 1 / "
aylayQ - (f’ l) (Ul(yl) - llvO (yl))

2

Nur a—g bekommen wir so nicht, dafiir aber aus (2.9)
Y2
v 1 (. 9% 9 0*v
—=——|ans5 +2a .
Iy3 dz \ Iyt ” Y10y

Somit bekommen wir alle zweiten Ableitungen von v und keine Einschrankun-
gen an vy und vy.

Fall 2: g2 = 0 (ungiinstiger Fall)

2

Hier konnen wir a—g nicht aus (2.9) berechnen. Im Gegenteil, es folgt aus
Ya

(2.9) eine Einschrankung an die Cauchydaten:

_ 0% 9 0% 0
A —— Ao —F— =
11 0 12 910 )
das heif3t )
anvg (Y1) + 26112@(”3(%) — Ly (1)) = 0.
Folgerungen:

1. Im Fall 2 ist das Cauchyproblem nicht uneingeschrénkt losbar.

2. Probleme gibt es fiir Richtungen f (f = VF'), welche die Gleichung

(f, Af) =0

16sen.
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Wir kehren nun zum allgemeinen Fall zuriick:

e Mannigfaltigkeit F'(xq, ..., z,)
o A= A(x)
e 0.B.dA. oF #0
ox,,
® 4y, = (VF(z),A(x)VF(x))

Definition: Ein Punkt z € S = {z| F(z) = 0} heiit charakteristischer Punkt
und S heif3t charakteristisch in x, wenn

(VF(z), A(x)VF(z)) =0
gilt. S heifit charakteristisch, wenn dies iiberall auf S gilt.

Folgerung: Auf charakteristischen Mannigfaltigkeiten (Kurven bei n = 2,
Flachen bei n = 3, ...) ist es nicht sinnvoll, Cauchydaten vorzugeben.

Wir wollen nun das Problem umgekehrt stellen: Wie muss eine Funktion F'
aussehen, damit die zugehorige Fliche S charakteristisch wird ? Wir schauen
uns das fiir n = 2 an, F' = F(z,y): Es muss gelten

(VF, AVF) = CLHP;2 + 2(112F33Fy + CLQQF; = 0.

Wir werden sehen, dass die Bestimmung von F' dquivalent dazu ist, die cha-
rakteristische Gleichung

anndy? — 2a1pdzdy + agedzr® =0
zu 10sen.

Folgerung: Durch die Losung der charakterischen Gleichung gewinnen wir
Funktionen, welche charakteristische Mannigfaltigkeiten erzeugen.

Einige Beispiele fiir charakteristische Fliachen

1. Laplace-Gleichung
Au=0
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Die Richtung f = VF miifite die Gleichung
fPe . +f2=0

erfiillen, was nur fiir f = 0 gilt. Die Laplacegleichung hat daher keine reellen
Charakteristiken und das Cauchyproblem ist stets sinnvoll.

2. Schwingungsgleichung (1D)
Uy — P Uyy = 0
Wir erhalten die Gleichung
g =0
Die charakteristischen Fldchen sind demzufolge ¢t = ax und t = —ax.
3. Schwingunsgleichung (2D)
Uy — @*(Ugg + Uyy) = 0

Aus der Gleichung

fi—a*(fi + f5) =0
erhalten wir die charakteristische Fliche ¢* = a?(x* + y?) (charakteristischer
Kegel).

4. Warmeleitgleichung (1D)
Uge = Ut

Wir erhalten aus der Gleichung

daB f; beliebig gewéhlt werden kann und somit die Charakteristiken f(t) = 0
oder t = const.. Es ist daher sinnlos, die Cauchydaten u(z,0) und w,(z,0)
vorzugeben. Aus beiden Daten heraus kénnten wir ndmlich Informationen
iiber u,,(z,0) gewinnen ...

Abschlielend sei bemerkt, dass das Cauchyproblem auch bei nichtcharakte-
ristischen Flachen sehr schwierig ist, oft inkorrekt gestellt. Auskunft {iber die
Losbarkeit gibt der beriihmte
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Satz 1 (Kowalewskaja) Sind alle gegebenen Grofien analytisch und ist S nir-
gends charakteristisch, dann besitzt das Cauchyproblem in der Klasse der
analytischen Funktionen lokal genau eine Lisung.

Bemerkung:

e Es kann andere, nicht analytische Losungen geben.

e Die Losung braucht nur lokal zu existieren.
Der Beweis ist sehr aufwindig und wird mit Potenzreihenansétzen und nach-
folgendem Koeffizientenvergleich gefiihrt.

Literatur: Petrowski, Michlin

2.5 Transformation linearer partieller Diffe-
rentialgleichungen von zwei Verinderli-
chen auf Normalform

Wir betrachten die Gleichung
A11Ugg + 2a12Ugy + 22Uy + D1ty + bouy +c-u+ f=0 (2.12)

mit gegebenen Funktionen a;; = a;;(z,y), b = bi(z,y), ¢ = c(z,y) und
f = f(x,y) in einem Gebiet der x — y-Ebene. Nun wird eine Koordinaten-
transformation angewendet (Ziel: Normalform),

=o(z,y), n=1vy).
Dann gilt u(x,y) = v(&,n) = v(e(z,y),¥(x,y)). Nach Transformation ent-
steht
(3,111)&‘ + 2&121]517 + &221)7777 + d=0

mit

ann = anél + 21266, + a225§
a2 = allgwnw + alQ(éxny + gynw) + a22£y77y
Gy = @117 + 201277 + (122775
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und ® enthélt alle Terme niederer Ordnung. Unser Ziel: Wir wollen ¢ so
wihlen, dass a;; = 0 gilt. Das ergibt eine partielle Differentialgleichung fiir

z =, y):

an ()25 + 2a12(2,y) 202 + ana(@,y)z, =0 (2.13)
Lemma 1 z = ¢(x,y) ist genau dann (partikuldre) Losung von (2.13), wenn
@ = ¢ allgemeine Losung der gewohnlichen Differentialgleichung

an (,y)dy® — 2a15(z, y)drdy + axndr® =0 (2.14)

1st.

Das ist die bereits avisierte charakteristische Gleichung.

Beweisgedanke: Wir zeigen nur (2.13) = (2.14). Dazu wollen wir annehmen,
dass ¢(z,y) = ¢ nach y auflosbar ist, d.h. wir wollen ¢, # 0 voraussetzen.
Es sei z Losung von (2.13). Division durch ¢, ergibt

2
aiy <ﬁ> — 2a12 <—&> +axp =0.
Py Py

Wir betrachten nun die implizite Funktion y = y(x), welche durch ¢(z,y) = ¢
definiert ist. Implizite Differentiation liefert

dy _ _ ¢e
= . / = 0 ! = - — .
Pu 9y -y (2) T YT T,
Oben eingesetzt und mit dz? durchmultipliziert ergibt das (2.14). 0

Eine genaue Diskussion findet man bei Tikhonov/Samarski. Die Losungen
der charakteristischen Gleichung sind wieder unsere Charakteristiken.

Wir gehen jetzt von der Form
a1 (y')? — 2a129' + a2 = 0

von (2.14) aus. Wir erhalten zwei Losungen

, B a2 (z,y) + \/bez(% y) — ann(z, y)asn(z,y)
y'(z) = @) (2.15)

, B aa(w,y) — \/Q%Q(% y) — a1 (z, y)asn(z,y)
y(z) = oD (2.16)
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Folgerung: Wir haben (i.a.) zwei verschiedene Losungen y;(x) und yo(x) der
charakteristischen Gleichungen. Dem entsprechen zwei verschiedene Funktio-
nen ¢(z,y) und ¢ (x,y). Wir bemerken ferner, dass der Koeffizient g durch
das selbe Polynom wie a;; berechnet wird. Setzen wir aber £ = ¢(z,v),

n = Y(z,y) so folgt a1 = Gz = 0.

Bemerkung:

1. (2.15) und (2.16) sind symmetrisch beziiglich a1;, as. es ist daher
gleich, ob wir die charakteristische Gleichung durch y = y(z) oder
xr = z(y) auflosen.

2. Die Wurzel entscheidet in (2.15) und (2.16) iiber den Typ der Glei-
chung. Wegen a2, — ajjas = —det A = —\; )\, ist der Typ der Glei-
chung

e hyperbolisch, falls a2, — ajya99 > 0
e parabolisch, falls a% — ay1a99 = 0

e clliptisch, falls a?, — ajjag < 0

Transformation auf Normalform:
a) Hyperbolische Gleichungen

¢ und ¢ seien Losungen von (2.15),(2.16).

E=o(r,y), n="v(x,y) = a1 = a2 =0.

Dann kann nicht auch noch a5 verschwinden, sonst wére nur der Term & da,
welcher die Ordung < 1 besitzt. Riicktransformation ergébe eine Gleichung
erster Ordnung im Gegensatz zu unseren Annahmen.

Wir konnen deshalb durch a1, teilen und erhalten die kanonische Form der
hyperbolischen Gleichung

U&n = F(€7777U,U§>Un)~

Diese Form benotigen wir spéter fiir die d” Alembertsche Formel. Die Schwin-
gungsgleichung hat nicht diese Form. Transfomieren wir aber nochmals

E=atp n=a-f§ sa=(E+n) f= 1)
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und bezeichnen wir die neue gesuchte Funktion mit w, so entsteht

Waa — Wap = G, B, w, w,, wg).

b) Parabolische Gleichungen

Wir erhalten hier nur eine Funktion & = ¢(x,y). Das ist nicht tragisch. Man
wihlt fiir ¢ eine beliebige von ¢ linear unabhéngige Funktion. Dabei ergibt
sich, daB @1 auch 0 wird. Warum das so ist, werden wir in der Ubung sehen.
Am Ende folgt die kanonische Form der parabolischen Gleichung

Uy = F(€,m,0,v¢, vy).

c) Elliptische Gleichungen

In diesem Fall kann a;; = 0 nicht erreicht werden. Man kann aber das Ele-
ment a5 zu Null machen. Das dikutieren wir hier nicht.
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Kapitel 3

Einige elementare
Losungsmethoden

3.1 Schwingunsgleichung

3.1.1 Anfangs- und Randbedingungen

Wie man sofort sieht, ist die Losung der Schwingungsgleichung
Uy (7, 1) = a* gy (2, 1) (3.1)

nicht eindeutig bestimmt. Jede lineare Funktion 16st zum Beispiel diese Glei-
chung. Deshalb gibt man sich zusétzliche Bedingungen vor, welche physika-
lisch motiviert sind.

1. Anfangsbedingungen

u(z,0) = ¢(x) Anfangsauslenkung
u(z,0) = P(z) Anfangsgeschwindigkeit (3.3)

Wird (3.1) fiir alle z, d.h. auf ganz R gelost, dann legen (3.2)—(3.3) die
Losung fest. Die Aufgabe (3.1)—(3.3) heiBt Cauchyproblem fiir (3.1).

2. Randbedingungen

41
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Wird (3.1) wie bei einer Saite, nur in einem beschrinkten Gebiet 2 = (a, b)
betrachtet, dann benétigt man zusétzlich zu den Anfangsbedingungen noch
Randbedingungen. Géingige Randbedingungen sind

u(a,t) =u(b,t) =0 Enden fest eingespannt (3.4)

u(a,t) = uy(b,t) =0 linkes Ende fest, rechtes frei (3.5)

3.1.2 Die d’ Alembertsche Methode fiir das Cauchy-
problem bei der eindimensionalen Schwingungs-
gleichung

Wir betrachten hier das Cauchyproblem

up(r,t) = aPuge(z,t) (z,t) € R?
w(r,0) = l2) (36)
uy(2,0) = P(x)

mit gegebenen Funktionen ¢, ¢ und a € IR. Um die Gleichung in Normalform
zu bringen, bestimmen wir die Charakteristiken (Abschnitt 2.4, Beispiel 2)
und nehmen davon ausgehend die Koordinatentransformation vor (wie in
2.5),

E=x+at, n=ux—at.

Dann erhalten wir fiir v(¢,n) = u(x,t) die Normalform
Ven = 0.

Diese Gleichung kennen wir schon aus Abschnitt 1.1 (Beispiel 7). Die allge-
meine Losung war

v(&n) = f(&) +gn),
also

u(z,t) = f(x + at) + g(x — at).

Die unbekannten Funktionen f und g werden aus den Anfangsbedingungen
bestimmt:

u(x,0) = f(x) +9(x) = p(z)
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u(2,0) = af'(z) + ag'(x) = P(=),
also erhalten wir nach Integration der zweiten Gleichung
f)+g(x) = ()
1 T
J@) = gl@) = [ ) dy+e
zo

Wir erhalten somit die Losung

f@) = o)+ [v) dy+

2 2a Jag 2
1 1 = c
o) = Sel@) =g [ w)dy—3
und somit
o(x+at)+ o(x —at 1 z+at z—at
ety = AEH AT Ly ay - [T ) ).
2 2@ x0 xo
Daraus folgt unmittelbar die d’Alembertsche Formel
z+at
r+at)+ oz —at 1
(et = ATEDTLE DAL gy @)
z—at

Jede Losung von (3.6) muss dieser Formel geniigen. Umgekehrt iiberzeugt
man sich leicht, dass die d’Alembertsche Formel eine Losung liefert. Wir
haben gezeigt:

Satz 2 Sind ¢ € C*(R) und v € C'(IR) vorgegebene Cauchydaten, so be-
sitzt das Cauchyproblem (3.6) fir die eindimensionale Schwingungsgleichung
genau eine zweimal stetig partiell differenzierbare Losung w, welche durch die
d’Alembertsche Formel (3.7) gegeben ist.

Physikalische Interpretation Die Anfangsgeschwindigkeit ¢ sei Null. Dann
gilt

o(x + at) —;— o(x — at) (3.8)
Wir betrachten v(x,t) = ¢(x — at). Offenbar beschreibt v eine nach rechts
mit Geschwindigkeit a laufende Welle. Analog steht ¢(x + at) fiir eine nach
links laufende Welle. Damit setzt sich u zusammen aus beiden Wellen, jeweils
mit halber Hohe.

u(z,t) =

Weiterfithrende Betrachtungen und Beispiele dazu: Tikhonov/Samarski S.54—
61.
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3.1.3 Die Spiegelungsmethode fiir die Halbgerade

Bisher hatten wir {2 = IR, also ein unbeschrénktes Ortsgebiet. Jetzt wollen
wir {2 = IR betrachten, also die Halbgerade. Die Situation ist sofort vollig
anders. Zu losen sei

uy(z,t) = a*ug,(z,t) (z,t) € R%
u(z,0) = ¢(z) (3.9)
u(r,0) = P(x)

bei homogener Randbedingung
u(0,t) =0 (3.10)

oder
u,(0,¢) =0 (3.11)

(3.10) steht fiir ein eingespanntes linkes Ende der Saite und (3.11) fiir ein
frei schwingendes. Grundlage fiir die Methode ist folgendes

Lemma 2 FEs sei p und v auf ganz IR definiert, xq € IR fest vorgegeben und
u(zx,t) durch die d’Alembertsche Formel gegeben. Dann gilt

(i) u(zo,t) =0 vVt € IR,
falls ¢ und v ungerade Funktionen beziiglich xq sind,
(i1) Uz (x0,t) =0 vVt € R,

falls ¢ und ¢ gerade Funktionen beziiglich xqy sind.

Den Beweis heben wir uns fiir die Ubung auf. Nun fillt es leicht die Losung
von (3.9)—(3.10) zu konstruieren.

Losung von (3.9)—(3.10): u(0,¢) = 0.

Wir definieren die ungeraden Fortsetzungen
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Um eine sinnvolle Losung zu erhalten, miissen wir ¢(0) = ¢”(0) = ¢(0) =0
voraussetzen, sonst sind die Funktionen ¢ und 1 nicht glatt genug, um Satz
2 anwenden zu konnen.

Nach der d’Alembertschen Formel definiert man auf ganz IR

z+at
(e, ) = PEHATATZD L) ay,

Dann 16st u das Problem speziell u das Problem speziell fiir x > 0, ¢t > 0. Es
erfiillt die die Anfangsbedingungen und wegen Lemma 2 auch die Randbe-
dingung.

Wir schreiben nun noch einmal die Losung des Problems auf, ohne die Fort-
setzung zu benutzen:

x+at

desatipstect) 4 L] U(y) dy. v >0, at <a

u(:v, t) = at+x

w_;_%aim Y(y) dy. x>0, at > z.

Analog behandelt man:

e die Randbedingung (3.11)

e beschriankte Ortsgebiete 2 = (0,) - Hier ist eine Spiegelung an bei-
den Réndern erforderlich. Dabei konnen verschiedene Randbedingun-
gen von Interesse sein, zum Beispiel

@) u(0,8) =u(l,t) =0,

(73)  u.(0,t) =wu(l,t) =0.
Auf diese Aufgabenstellung wird in der Ubung néher eingegangen.
3.1.4 Trennung der Veridnderlichen - Fouriermethode

Die Fouriermethode ist eine der zugkraftigsten Methoden fiir die analytische
Behandlung von partiellen Differentialgleichungen. Wir betrachten hier die
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Aufgabe
Uy = AUy (3.12)
u(z,0) = ¢(x) (3.13)
u(z,0) = ¥P(x) (3.14)

mit den homogenen Dirchletschen Randbedingungen
u(0,t) = u(l,t) = 0. (3.15)

Die Idee besteht darin, die Losung aus (unendlich vielen) partikuldren Losun-
gen der Form
u(z,t) = X(x)T(t) (3.16)

zusammenzusetzen, welche die Randbedingungen (3.15) erfiillen. Dazu setzen
wir (3.16) in die Schwingunsgleichung (3.12) ein, erhalten a*X"T = XT”,
also

X"x) 111

X(z) @ T@)
In dieser Gleichung laufen x und ¢ unabhéngig voneinander, daher {iber-
legt man sofort, dass beide Seiten ein und der selben Konstanten gleich sein
miissen. Diese sei —\.

X"(x)+ XX (z) =
T'(t) + a*XT(t) = 0.

Zusétzllich miissen die beiden Randbedingungen (3.15) erfiillt sein, d.h. 0 =
X(0)T'(t) = X(I)T'(t) fiir alle ¢t. Daraus schlieft man

denn sonst miisste 7'(t) = 0 gelten. Wir erhalten auf diese Weise eine Sturm-
Liouwillesche Figenwertaufgabe: Gesucht sind Werte A, fiir welche die Aufga-
be

X(0) = X(1) 0 (3.17)

eine nichtriviale Losung hat.
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Diskussion von (3.17)

(i) Fall A < 0: X = c1eV M 4 cpe™ V7 erfiillt nur dann die Randbedingungen
in (3.17), wenn ¢; = ¢ = 0 gilt.

(ii) Fall A = 0: Allgemeine Losung ist X = ax + b. Die Randbedingungen
ergeben sofort X = 0.

(iii) Fall A > 0: Wir bekommen die allgemeine Losung
X = ¢ cos Vz + Co sin Vz.
Einarbeiten der Randbedingungen:
X0)=0 = ¢ =0.

X(=0 = snVX=0 = VN=d2nr
mit n € IN. Nichttriviale Losungen erhalten wir demnach fiir die Eigenwerte
2
Ay = (%) n € IN.
Zugehorige Figenfunktionen sind

Xn(x) = sin <nl7rx> n € IN.

(Fiir —n € IN ergeben sich zu X, linear abhingige Funktionen.)

Bestimmung der zugehorigen T,,(¢):

T, (t) = A, cos (a?t) + By, sin (a?t) :

Die Konstanten A, und B, sind noch frei wiahlbar, um die Anfangsbedin-
gungen an u zu erfiillen. Unsere Partikulédrlosungen sind nun

up(z,t) = sin (?w) (An cos (a?t) + B, sin (a?t)) .

Unser Ansatz fiir u(t, x) ist

u(z,t) = ilun(x,t). (3.18)
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Zunéchst bestimmen wir formal A,,, B,,, indem wir (3.18) unbekiimmert diffe-
renzieren bzw. den Grenziibergang ¢t — 0 gleich unter der Summe vollziehen.
Wir rechtfertigen dieses Tun danach.

u(z,0) Z un(2,0) = ) Ay sin (HTW;E) (3.19)
n=1

wn(2,0) = (@) = 3 (Dyun)(2,0) = 3 B, sin (”7%)

n=1 n=1

Andererseits konnen wir - fiir hinreichend glatte ¢, 1 - die Fourierentwicklung

:ngnsin<nf ), On l/ sm( ; y) dy
n=1

und eine analoge fiir 1) mit Koeffizienten 1,,. Der Koeffizientenvergleich ergibt

l
/4n::<Pn7 B, = ____dh-
nma
Somit haben wir formal folgende Losungsdarstellung erhalten:

u(z,t) = i %sin (nTW:U> oS (anTﬁt) /Ol ©(y) sin <n77ry> dy (3.20)

n=1
+ nz:l%sm (73:) sin (a—t)/ »(y sm< / Z/) dy.

Nun diskutieren wir, ob solche Funktionen w wirklich Losungen unseres Pro-
blems sind.

Satz 3 Sind Funktionen p € C*0,1] und v € C'[0,1] mit homogenen Rand-
werten ¢(0) = (1) = ¥(0) = (1) = 0 gegeben, dann konvergiert die Reihe
(3.18) gleichmdfig auf [0,1] x IR. Folglich ist u stetig und es gilt

u(z,0) = ¢(x), u(0,t) =u(l,t)=0.

Beweis: Aus der Theorie der Fourierreihen folgt, dass die oben angegebenen
Fouriereihen fiir ¢ undy absolut und gleichméBig konvergent sind. Folglich
sind konvergent

s .onr s .onr
> lallsinTal, 3 lllsin " al
n=1 n=1
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Fiir die u,, folgt die Abschétzung
lun(z,t)] < |Au|lsin(...)|| cos(...)| + | Byl| sin(...)|| sin(...)]

l
< JpallsinC.) |+ ——[gulsin...)

Damit iibertrégt sich die gleichméBige Konvergenz auf (3.18). Stetigkeit und
Randbedingungen fiir v folgen daraus sofort. O

Viel ist das noch nicht, insbesondere soll ja u(x,t) auch noch die Wellenglei-
chung erfiillen. Wir miissen uns dazu noch mehr gleichméflige Konvergenz
erkaufen ...

Satz 4 Folgende Voraussetzungen seien erfillt:

(i) @ ist dreimal, v ist zweimal differenzierbar
(ii) "', " sind von beschrdinkter Variation
(111) o, ¢" und 1p haben homogene Randwerte.

Dann stellt (3.20) eine Lisung der Wellengleichung (3.12) dar, welche auch
die Anfangs- und Randbedingungen (3.13)—(3.15) erfiillt.

Beweis: Differenzieren wir die Darstellung von u(t, z) zweimal nach x oder
t, so soll die differenzierte Reihe gleichméfig konvergieren. Durch die Diffe-
rentiation entsteht ein Faktor der Ordnung n?, der irgendwie kompensiert
werden muss, damit letztlich vor den trigonometrischen Funktionen ein Fak-
tor der Ordnung 1/n? steht. Wir fiihren das fiir den Anteil mit ¢ vor: Partielle
Integration ergibt

l . nm l nm : L nrm
1= [ wsin“Tydy = |~ cos“Tyuly)| +—— [ cos “Tyu/(y) dy
0 l nm l o nmJo l
[ nrm
= — [ cos—y¢'(y) dy
nm Jo l
wegen 1(0) = ¢(l) = 0. Einen Faktor 1/n haben wir schon gewonnen. Fort-

setzung unter Beachtung, dass die Sinusterme am Rande Null ergeben, liefert

1\
I = —<—) /Osin?yw"(y) dy

nm
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() Lo
- (%)3{[&'@) cos Z—ﬂy];—/ol cos nl—ﬂy dw”(y)}-

Somit ergibt sich
1
] <c- 3

2
und zusammen mit dem Term —— in (3.20) steht ein Faktor der Ordnung
nmwa

1/n* in dieser Reihe. Nach zweimaligen Differenzieren bleibt immer noch
1/n?. Analog behandelt man den Teil mit . Hier muss man einmal mehr

2
partiell integrieren, weil der Faktor —— fehlt. O
nma

Die Reihenentwicklung (3.20) kann mit Hilfe einer Greenschen Funktion noch
priagnanter dargestellt werden. Dazu betrachten wir die inhomogene Wellen-
gleichunyg.

Uy = @ Uge + f(x,t)  in (0,1) x (0,7)

u(z,0) = p(x)
w(z,0) = Y(z) (3.21)
u(0,t) = u(l,t)=0

Zunéchst nehmen wir ¢ = 1 = 0 an. Wir gehen wie eben vor und entwickeln
fir jedes ¢, f(z,t) in eine Fourierreihe,

9
u(z,t) =Y up(t)sin @x, un(t) = 7/ u(y,t) sin nlly dy
0

font) = fltysn a0 =7 [[ S )sin T

Nach Einsetzen dieses Ansatzes und Koeffizientenvergleich erhélt man die
Differentialgleichungen

a0+ (D7) walt) = 1u(0)
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mit n € IN. Die homogenen Anfangsbedingungen liefern w,(0) = u,,(0) = 0.
Die Losung dieser Gleichung kann man in der Form

un(t) = L tsin #(t —5) fu(s) ds

nmwa Jo

darstellen, so dass man am Ende die Formel

> nt Ll [t . nma
t) = in—z—— | sin——(t —s) fu(s) d
u(z,t) nz_:lsm ;O | sin— (t—$) fuls) ds
> [t 2
= nz::lsinn;r$mm ; sin—mlm(t—s) (l/o f(y,s)sinnl—ﬂy dy) ds
9 < 1 t ol
= —Z—sin@x//sin@(t—s)f(y,s)sinﬂydyds
Ta o n [ Jo Jo [ [
t
0 Jo
erhélt mit
G(z,y,t) = 2 i lsin " sin Ty sin " at
U e = T I

Definition: Die oben definierte Funktion G heifit Greensche Funktion zur

Aufgabe (3.21).

Es zeigt sich, dass wir sie auch fiir ¢ # 0, ¥ # 0 verwenden kénnen. Addieren
wir die Reihenentwicklung von (3.20), die ¢ und 1 beriicksichtigt, so sehen
wir nach Vertauschung von Summation und Integration

ae,t) = [ Do) dy+ [ Gy v dy
+ /Ot /Ol G(z,y,t —s)f(y,s) dy ds. (3.23)

In dieser Darstellung sieht man besonders schon, wie sich die Losung linear
aus den einzelnen Vorgaben zusammensetzt.

Beispiel: Schwingung einer fest eingespannten Saite

=1, a=19p=0f=0¢(x)=2(1—-2)
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FEinsetzen in die Losungsdarstellung ergibt

ae,t) = [ Gl 00— y) dy

2.1 1
= =) —sinnmz sinnwt | y(1 —y)sinnry dy.
Tion 0

Fiir das Integral berechnen wir

L . 4/(n373), n ungerade
/0 y(1 —y)sinnmy dy = { 0 n gerade

also g oo .

3.2 Warmeleitgleichung

3.2.1 Anfangs- und Randbedingungen

Wir betrachten die Warmeleitgleichung
uy(z,t) = a*Au(w, t), in@Q=Qx(0,7T)

in einem Koérper € R3. Es ist physikalisch einleuchtend, dass die Tempera-
tur im Koérper bei Fehlen innerer Wéarmequellen eindeutig durch die Anfang-
stemperatur und den Wiarmeaustausch mit der Umgebung an der Oberfléache
bestimmbar sein sollte. Deshalb gibt man vor: Eine Anfangsbedingung

u(z,0) = ¢(x) Vo € Q

sowie Randbedingungen auf I' = 0€). Géngige Randbedingungen sind:

1. Dirchletsche Randbedingung oder Randbedingung 1. Art
u(z,t) = g(x,t) V(z,t) e ' x (0,T) =%

Hier ist g eine als bekannt vorausgesetzte Randtemperatur.
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2. Neumannsche Randbedingung oder Randbedingung 2. Art

g;b(x,t) —g(z,t) V(1) €T x(0,T) =%

g steht hier fiir den Warmefluss oder Temperaturgradienten am Rand.
3. Randbedingung 3. Art

%(m,t) =a(g(z,t) — u(x,t) V(z,t) eT'x (0,T) =%,

wobei g die Auflentemperatur und « die sogenannte Widarmetibergangs-
zahl bezeichnet.

Dirichletsche Randbedingungen werden héufig auch als wesentliche Randbe-
dingungen bezeichnet. Im Gegensatz dazu spricht man bei Randbedingungen
2. oder 3. Art dann von natiirlichen Randbedingungen.

Unter verniinftigen Voraussetzungen bestimmen Wirmeleitgleichung, An-
fangs- und Randbedingungen die Losung u eindeutig. Im Fall Q = (0,1)
miissen die Bedingungen sinnvoll modifiziert werden, weil I" in zwei Punkte
0 und [ zerfallt. Wir erhalten fiir die Dirchletbedingung

u(0,1) = go(t), u(l,t) = g(t),
fiir die Neumannbedingung
—uz(0,8) = go(t)  ua(l;t) = au(t)
und fiir die Randbedingung 3. Art
—ue(0,1) = algo(t) — u(0,1))  ua(l,t) = algu(t) —u(l,t)).
Die Bedingung

8u_

@—0 auf X

steht fiir Warmeisolation.
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3.2.2 Fouriermethode fiir die eindimensionale Warme-
leitgleichung

Wir betrachten dazu das Anfangsrandwertproblem mit Dirichletscher inho-
mogener Randbedingung

Uy = Uge + f(x,t) in (0,1) x (0,7)

u(r,0) = ¢(x)
u(0,t) = g1(¢) (3.24)
u(lt) = gat)

mit gegebenen hinreichend glatten Funktionen f, ¢, g1, g2, so dass alle weite-
ren Umformungen erlaubt sind. Diese Aufgabe entspricht einer unendlichen
Platte mit den Oberflichentemperaturen g;, g» und Warmequellen f in der
Platte.

Wir fithren dieses Problem auf ein Problem mit homogenen Randbedingun-
gen zuriick, indem wir eine Funktion

Ulz,t) = g1 (t) + (92(1) — (1))
einfithren. Offenbar erfiillt U die Randbedingungen. Wir machen den Ansatz
u(z,t) = Uz, t) + v(z,t)
und miissen noch v(x,t) bestimmen. Einsetzen in die Gleichung ergibt

Uy = Ve = f— (U — Usz)
= [ = (i + (95— g)x) = f(a,1)
v(z,0) = ¢(x) = (91(0) + (92(0) — g1(0))z) = p()
v(0,t) = w(1,t) =0.

Wir erhalten somit das neue Anfangsrandwertproblem

VUt — Vg = f
v(z,0) = @(z) (3.25)
v(0,t) = wv(1,t) =0.

Nun gehen wir vollig analog zur Schwingungsgleichung vor.
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In Stichpunkten:

Ansatz fiir Partikularlosungen
v(x,t) = X(2)T'(t)

Einsetzen in die Warmeleitgleichung

T/ X//
_— = — = —>\
T X
Nichttriviale Losungen X = X,,:
A = (nm)?, X, (x) = sinnmz
Reihenentwicklungen
v(z,t) = Y v,(t)sinnrx (3.26)

3
Il
—

fn(t) sinnra

h
B
=

I
NE

1

S
Il

i
©

I
K

Op SINNTL

I
—_

n

wobei f,, @, bekannt sind, aber v, (t) unbekannt. Auswertung der Anfangs-
bedingung und Koeffizientenvergleich,

Un(o) = ©n

Einsetzen in die Warmeleitgleichung und formales Differenzieren

o0 o0 o0
S uh () sinnrz + Y v, (t)nPrPsinnrr = > fo(t) sinnrr
n=1 n=1

n=1
Koeffizientenvergleich
V() = —nPrtu,(t) + fult)
va(0) = &

ergibt eine gewohnliche Differentialgleichung fiir v,,. Diese besitzt die Losung

t _
Up (2, 1) = e’"QﬂQt@n —|—/ 67"2”2“’8)]””(3) ds.
0
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Nun Einsetzen in (3.26) unter Beachtung der Formeln fiir die Fourierkoeffi-
zienten

O = 2/ y)sinnmy dy
fuls) = 2 / (y, s) sinnmy dy

un das Ganze etwas umformen ...
Endergebnis:

ae.t) = [ Gl tvety) du+ [ [ Glayt =975 dy ds

t oG t oG
|,y 00t = han(s) ds — [ 551t = s)ga(s) ds

mit der Greenschen Funktion

G(z,y,t) =2 Z sinnwr sinnmy e

n=1

—n2n2t

Die Frage, unter welchen Bedingungen an f, ¢, g1, go dies wirklich eine
Losung ist, wollen wir hier nicht erértern.

Beispiele:

Lo=1,f=0,91=9g2=0

00 1
u(z,t) =2 sinnmx e_”2”2t/ sinnmy dy
0

n=1

Wegen

/1 sty du — 0 n gerade
0 yay = 2/nm  n ungerade
ergibt sich

() = 42 sin(2k + 1)mx o (2k 1)t

= QE+ D)7

Aufgrund der Inkompatibilitdt von ¢ mit den Randdaten g; und g, ergeben
sich Probleme fiir £ | 0. Man beachte u — 0 fiir t — oo.
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2'@:()7]0:0791:0792:1

t 9
u(z,t) = —/0 2m Z nsin(nmr) cos(mrl)e_”%?(t_s) -1ds
n=1
o0 n )
= 21 ) n27r2(_1)n sin(nmz)(1 — e ™Y
n=1
2 % (—1)nt! 9 o (1)t
= -2 ik sinnrr — = ) (it sinnax e L
T n=1 n n=1 n

T
Die erste Reihe ist eine bekannte Fourierreihe mit der Summe 57 (Bronstein).

Also gilt
-1 ) n+1

—n?n2t

sinnmz e

Fiir t — oo strebt die Temperatur gegen die stationidre Temperaturverteilung
u(zx,t) = x, was durchaus einleuchtet.

u(z,t)

Aber auch hier wiirde eine sorgfiltige Untersuchung der Losung Probleme
hervorbringen.

3. Randbedingungen 2. und 3. Art

Uy = Ugp + f
u(z,0) = ¢
u(0,t) = 0
uz(1,t) = algt) —u(l,1))

Der Wert « ist immer gréfler Null, damit die Warme in die richtige Richtung
flief3t.

> 1
G(z,y,t) = N CO8 HnT sin pu,y e 4t
n=1 n

Dabei sind die pu,, die positiven Losungen der Gleichung
ptan p = «
und . o
sin 24,
+ =
2 4y,
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Wir erhalten die Darstellung

ae,t) = [ Gl tiot) dy+ [ [ Glayt =S5 ds
+ a/ol G(z,1,t — s)g(s) ds.

Bei diesem Problem taucht also keine Ableitung der Greenschen Funktion
auf.

3.3 Laplace-Gleichung

3.3.1 Randwertaufgaben fiir die Laplace-Gleichung

Sei u = u(z), z € Q C R", Losung der Laplace-Gleichung
Au=0 in

d.h. " 52

) 8—3 = 0.

i=1 O%i
Natiirlich ist u nicht eindeutig festgelegt, jede lineare Funktion 16st diese
Gleichung. Deshalb fordert man zusétzliche Randbedingungen und kommt so

zu den Randwertaufgaben.
Beispiele von Gebieten €2 und ihren Réndern I sind im Fall n = 2:

1. Einheitskreis: Q = {(z,y)] 2> +y*> < 1}, T = {(z,y)| 2*> + y* = 1}
(beschrénkt)

2. Halbebene: Q = {(z,y)| > 0}, I' = {(x,y)| x = 0} (unbeschrénkt)
3. Parabel: Q = {(z,y)| y > 2}, T = {(z,y)| y = 2*} (unbeschrinkt)

Die Begriffshildung fiir die Randwertaufgaben erfolgt voéllig analog zu der
Wiérmeleitgleichung;:

Erste Randwertaufgabe, Dirchlet-Problem:
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Gegeben: Stetige Funktion f auf I'
Gesucht v € C?*(2) N C(Q) mit
Au(z) = 0 Vo € Q
u(z) = f(x) Ve el

Zweite Randwertaufgabe, Neumann-Problem:

Gegeben: Stetige Funktion f auf I'
Gesucht u € C?(Q) N CH(Q) mit

Au(z) = 0 Vo € Q

ou
%(1’) = f(z) Ve el

Dritte Randwertaufgabe:

Gegeben: Stetige Funktionn «, 5, f auf I
Gesucht u € C?(Q) N CH(Q2) mit

Au(z) = 0
a(z)z (@) + B@)ulz) = f(z)

3.3.2 Losung des Dirchletproblems fiir einen Kreis

Wir 16sen die Aufgabe

Au = 0 in Q2
u = f auf I"

fiir den Einheitskreis

Q= {(z,y)] 2> +y* < 1}.

YV € Q)
Ve el

99

In diesem Fall fithrt man am besten Polarkoordinaten ein und sucht u(r, ¢).
Die Funktion f habe die Form f = f(¢) mit f(0) = f(27). Nach Transforma-
tion der Differentialgleichung in Polarkoordinaten erhalten wir die Gleichung

Upp + — Uy + —U = 0
r r2 7Y

u(l,p) = flp)

(3.27)
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0<r<1,0<p< 27

Wieder wenden wir die Fouriermethode an und machen fiir partikulére Losun-
gen den Ansatz
u= R(r)®(y).

Nach dem nun bereits bekannten Schema ergeben sich fiir R und ¢ die Glei-
chungen

"+ A = 0
r?R"+rR — AR =
Man nutzt die 2m-Periodizitét fiir die Randbedingungen von ¢
®(0) = d(27), P'(0) =d'(2n)
und erhiilt am Ende A\ = 0 oder A\ = n?. Es ergeben sich die Eigenfunktionen
®,, = a, cosnp + b, sinny

und @y = ag/2. Die Gleichung fiir r hat die Lésungen 7" und r~". Die zweite
Losung ist singulér bei r = 0, also wahlen wir r",

un(r, o) = 1"(a,cosng + b,sinng), nelN
Qg

'LL[)(T', 90) = 5

Insgesamt setzen wir also an
u(r, @) = % + Y r"(an cosne + by, sinne) (3.28)
n=1

mit unbekannten Koeflizienten a; und b;. Diese Koeefizienten sind schnell aus
der Fourierentwicklung von f bestimmt:
1 27
a, = —/ f(p)cosnp dp, n=0,1,2,...

mJo

1 2m
b, = —/ f(p)sinne dy, n=12 ..
wJo

Wir untersuchen zunéchst die Konvergenz der Reihe (3.28) mit dem Majo-
rantenkriterium von Weierstrafl. Wegen r < 1 ist

a (o]
00 4 5% Janl + I
n=1
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eine Majorante. Ist sie konvergent ? Dazu sei f’ stiickweise stetig. Dann folgt
zum Beispiel fiir b,,:

1 2m 1 o
b, = {—— cos ngp} + —/ cosnpf'(p) de
nm o nmJo

1
= 0+ _ﬁna
n

wobei 3, die Fourierkoeffizienten von f’ sind. Weil f’ insbesondere quadra-
tisch integrierbar ist, folgt aus der Theorie der Fourierreihen

i%<w
n=1
Das ergibt
z|b|—z |ﬁn|<z (5 + ) <o

Analoges gilt fur . Damlt ist (3.28) gle1chmassig konvergent und wu(r, ¢)
stetig in €2. In Q, d.h. fiir r < 1, erzeugt der Faktor r™ die gleichmissige

Konvergenz der entsprechenden Ableitungen von u. Es gilt daher Au = 0 in
Q.

Folgerung: Fiir stiickweise glattes f mit f(0) = f(2m) stellt (3.28) eine
Losung des Dirchlet-Problems (3.27) dar.

Es gilt jedoch sogar der

Satz 5 Sei f eine beliebige auf [0,27] stetige Funktion mit f(0) = f(2m).
Dann stellt (3.28) eine Lisung des Dirchlet-Problems (3.27) dar.

Analog zu unserer fritheren Vorgehensweise formen wir nun (3.28) um, indem
wir die Formeln fiir a,, und b,, einsetzen:

1 2 1 & n 2 ) )
u(r,gp):%/o f(?ﬂ)d@b%—;?;r /0 f(¥)(cos nip cos np+-sin ni sin ne)dy

Mit Hilfe von cos ni cos ny + sin ny sin ngp = cosn(y — ¢) formt man weiter
um

u(r,p) = o /27r ) dip + — Z / ) cosn(y — ) dip

= o [T Y eosn(s — )

21 Jo =1
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Jetzt verwendet man die trickreiche Umformung
o0 [e.e] .
Z r'cosnw = Z r"Re e
n=0 n=0

= Re ) (re™)"
n=0
1

= R A
el — rew
und erhalt nach etwas Rechnen
142) rcosn(p —¢p) = —1+2> r"cosn(y — o)
n=1 n=0
1—1?

1+7r2—2rcos(v — )

Am Ende ergibt sich so das Poissonsche Integral

1 2 1—r?
u(r) = o | IO g e — )

Fir einen Kreis mit Radius R lautet die Formel

1 2 R* —r?
ulr, @) = o /0 U R? + 712 —2Rrcos(v — ) .

Schauen wir uns die Formel noch etwas genauer an, dann kommt man noch
zu einer anderen Darstellung

! 2~ JaP
rd) = 5o [ 16 as,
1o}

Br
Bemerkung: Fiir die Kugel gilt

L lg1* — |2
u(rd,0) = & / f(y) i
OBrR

oder

ri.9) = = [ ) e
WYY =R 7 (R? + r2 — 2Rr cos y)3/?

dBR

ds,,
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wobei v der Winkel zwischen den Punkten (7,9, ¢) und (R, ?', ¢’) ist.
Beispiel: Stationdre Warmeleitung

Wir betrachten das Ganze zweidimensional fiir einen Kreis mit Radius 1.
Auf der einen Hélfte liege die Temperatur T" an, auf der anderen die Tem-
peratur 0. Der Prozess sei so lange gelaufen, dass wir von einer stationdren
Wiérmeleitung sprechen konnen.

Losung: Wir legen das Koordinatensystem so fest, dass

T fir0<y <7
f(¢)_{0 fir m <4 <27

gilt. Nach unserem Reihenansatz vor der Poisson-Formel gilt
1 27r
ulryg) = 5 [ FW) di+— Z [ 5w cosn(w — @) do:

Mit unserem speziellen f erhalten wir

T T u

u(r,p) = — + — ZT"/ cosn(y — ) di.

2 7w = Jo

Wir berechnen das Integral

“sinn(v - )]

S|~

[Foosnts =1 do -
(sinn(m — @) — sin(—ny))
(sin(nm — ng) — sinne)

(cos nr sin(—ng) — sin )

(—1)"sin(—nyp) — sinnyp)

0 n gerade,
2 .
=sinny n ungerade.

— 3|33 I3

Das Ganze eingesetzt ergibt

T T
u(r, @) = = 5T~ Z erH | sin(2k + 1)¢.
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T
Fiir ¢ = 0 und ¢ = 7 erhalten wir den Mittelwert u = 7 Fiir ¢ = 7/2 und
r = 1 ergibt sich

T T 2
Lm/2) = = +=3Y. —1)*
T T m
- —_419.2.°
2+ T 4
= T.



Kapitel 4

Klassische Theorie elliptischer
Differentialgleichungen

4.1 Die Laplace-Gleichung

Definition: Eine Funktion u € C?(Q2), welche die Laplace-Gleichung 16st,
heif3t harmonisch in €.

Laplace- und Poisson-Gleichung sind Musterbeispiele elliptischer Gleichun-
gen. Allgemeinere Vertreter dieses Typs werden wir spéater diskutieren. Die
Laplace-Gleichung ist rotationsinvariant. Das heifit, wenn v = wu(x) har-
monisch ist und 7" eine orthogonale Koordinatentransformation, so ist auch
v = u(Tz) harmonisch. Deshalb ist es sinnvoll zunéchst radialsymmetrische
Losungen der Laplace-Gleichung zu suchen. Dazu sei z° € R" ein fester
(Mittel-) Punkt,

" 1/2
= rta) = e a7 = (St )

i=1

und v als Funktion von r angenommen, also u = u(r) = u(|z — 2°[). Man
bestétigt leicht (sieche Ubung) den folgenden Sachverhalt: Ist w harmonisch
und u = u(r), dann gilt

U(T)_ Cl+7ﬁ_z2a nZ3
| g+ elnr n=2.

65
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Definition: Die Funktion ¢ : R" \ {0} — R,

—=Infz[, n=2
1 n > 3.

@@g:{

n(n—2)vy, |z|"—2

nennt sich Fundamentallosung fiir die Laplace-Gleichung. Dabei bezeichnet
v, das Volumen der Einheitskugel des IR".

Bemerkung: Den Grund fiir die Wahl der Konstanten sehen wir spéter.

7.[_n/2

T+ n/2)
Man beachte die Singularitdt der Fundamentallosung im Nullpunkt.

Fiir das Folgende wiederholen wir einige Sétze aus der Vektoranalysis: 2 C
IR™ sei ein Gebiet mit Rand I', a : 2 — IR" ein Vektorfeld und alle Grofien
hinreichend glatt. Grundlegend ist der Gaufische Satz

/divadx:/a-l/dS.
Q r

Dabei ist v die nach aufien zeigende Normale an I'. Fiir a = ue; (u: Q — IR,
e;: i-ter Einheitsvektor) ergibt sich mit

/Diu dx:/uyidS:/ucos(u, e;)dS
Q r r

die Formel der partiellen Integration. AuBerdem leitet man aus dem GauB-
schen Satz (siehe Ubung) die 1. Greensche Formel

/QuAvdx:/F?udS—/QVu-Vvdx

14

her. Als unmittelbare Folgerung daraus ergibt sich die 2. Greensche Formel

/Q(UAU —vAu) dx = /F(ua - va) ds.

Bezeichnungen bei den mehrdimensionalen Integralen:

e B(z,,r)={z € R"| |xr — x,| <1} (offene Kugel mit Radius r um x,)



4.2. POISSON-GLEICHUNG 67

o S(z,,1) = 0B(x,,r) (Sphére, Kugeloberfliche)

e |B(z,7)|, |S(x,r)| bezeichnet Raum- bzw. Oberflicheninhalt der Kugel
bzw. der Sphére.

Aus dem Cavalieri-Prinzip folgt

1 1
Uy = / dx:/ / dedr:/wnr”’l dr = ﬁ,
0

n
i< 0 Jaj=r

also

BO,1] = +15(0, 1),

4.2 Poisson-Gleichung

Wir werden spéter sehen, dass sich A® wie die sogenannte d-Distribution
verhilt, d.h. es gilt

| A0@)f(2) dz = f(0)
o

bei hinreichend glatter Funktion f. Die Funktion ®(x) ist harmonisch, somit
auch ®(x — y) bei festem y und folglich auch ®(z — y)f(y). Integrieren wir
iitber R", so erwartet man deshalb, dass auch

u@) = [ @~ y)f(y) dy (4.1
e

harmonisch ist, indem man formal

Bu(x) = [ A0 —y)fy)dy= [ 0-f(y)dy=0
R" R"
rechnet. Diese Heransgehensweise ist nicht nur inkorrekt, sie fithrt sogar zu
einem falschen Ergebnis. Die Funktion ® hat eine Singularitét der Ordnung
|#|*>~™ und ist damit problemlos integrierbar. Nach zweimaliger Differentiati-
on sieht die Situation anders aus. Die Ordnung ist nun |z|~" und das Integral
existiert nicht mehr. Im n&chsten Satz sehen wir, was wirklich passiert. Dazu
definieren wir noch C3(IR™) als die Menge aller zweimal stetig auf R" differen-
zierbaren Funktionen, die aulerhalb einer kompakten Menge verschwinden.
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Satz 6 Es sei f € C3(IR") und u durch die Formel (4.1) gegeben. Dann gilt

u € C*(R") und
—Au=f in IR". (4.2)

Beweis: (i) u € C?

Wir schreiben um,
u@) = [ @@ -y i) dy= [ @)w-y)dy
Rn Rn

Da ® auf R" integrierbar ist, kann man Grenziiberginge und Integration
vertauschen (Lebesgues Satz iiber die dominierte Konvergenz, Integration
iiber eine kompakte Menge)

Du(r) = [ ®y)Dif(x—y) dy
]R"n
DiDju(x) = [ ®(y)DiD;f(w ~ y) dy.
Rn
Wegen f € C? ist offenbar auch D;D;u stetig, daher u € C?.
(ii) Formel (4.2)

® hat eine Singularitdt bei Null. Deshalb miissen wir folgende wichtige Me-
thode anwenden:

Bux) = [ ®@)Af(x—y) dy

RTL

= [ oAy Ayt [ WAL -y)dy
B(0,) R"\B(0,e)

- I€+JE

I. wird mit ¢ klein, denn

L1 < el afleqrry [ 12wl dy <
B(0,e)

c-&lngl n=2
c-e? n>3
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Bei J. integrieren wir partiell und verwenden die Kurzschreibweisen B, =
B(0,¢), I'. = 0B..

L= [ WAy dy
R"™\B.
= [ oA -y dy
R"™"\B.
of
= oG-y ds,— [ VeWV,fw—y)dy
e R"™\B.
= K.+ L,

K. wird wieder mit ¢ klein, denn

c-ellneg|l n=2

K| < c|ny||C(Rn)/|®(y>! S, < { c-e n>3
I

Bei L. integrieren wir noch einmal partiell, um A® = 0 ins Spiel zu bringen

L= — [P —vyds,+ [ Av)fa—y) dy
r. R\ 5.
0P
= —F g(y)f(:r—y) dSy,

weil ® auflerhalb des Nullpunktes harmonisch ist. 5 berechnen wir wie
v
folgt:

1
Vq)(y):——i, y=—»"~ =Y auf I'..
noy, [y|" || €
0P 1 yl? 1
YDy = - .
ov v nv, el nu,en1
Damit gilt
1
L. = _nvnan_l /f('r - y) dSy
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= —f(z)- [ fla—y) - f(@) ds,

nu,en 1
" r

Hier haben wir schon

/dSy = nu,e" !

benutzt. Der letzte Term wird auch klein mit e:

/ F(@=y) = J@) ds,

nu,en 1 nu,en1

[1@=y - @ as,| <

1
< IV llom / as,

nu,en1
< ||vf||c(IR") ’

Vollziehen wir nun den Grenziibergang ¢ | 0, so erhalten wir

was dquivalent zu (4.2) ist. O

Im Sinne dieses Satzes konnen wir formal schreiben
—Ad = §

(6o - Dirac-MaB3 oder 4-Distribution) und rechnen formal

~Au(@) = =4, [ O -y)f) dy
_ / —A,®(z —y)f(y) dy
.
= /f(y)
o
— f(x)

Im Abschnitt Distributionen werden wir diese intuitive Herangehensweise
prézisieren.
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4.3 Mittelwertsatz und Maximumprinzip fiir
harmonische Funktionen

Die beiden Sétze liefern den Schliissel zur Beantwortung der Eindeutigkeits-
frage von Losungen fiir Randwertprobleme bei elliptischen Gleichungen.

Satz 7 (Mittelwertsatz fiir harmonische Funktionen) Es sei Q C IR" ein
Gebiet und w € C*(Q). Dann gilt fiir jede Kugel B(x,r) C Q

1 1
0= e J 005 |B<fvr>|3<x/r) uw s
Beweis: Wir setzen
o) = — [ uty)as _ [ e trz)ds
EE I N GRS -
Dann gilt
, 1
—= - . d 2
o' (r) |S(Oa1)|s(0/1) Vu(z +rz)-zdS
1 Yy—
|S(a:,r)|s/ Vuly) - = dS,
(zr)
1
- v dS
|S<x,fr>|s(z/r Vs,
1
= Au d
|s<x,r>|3(z/r) R

=0
nach der 1. Greenschen Formel. Damit ist ¢ konstant fiir alle » > 0, also
1

A= s, / o) 45y =)
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womit der erste Teil bewiesen ist. Die zweite Formel folgt aus der ersten

/ u(y) dy:/or / u(y)ds, dr:/Oru(x)\S(a:,r)]dr:u(:zc)\B(:zc,r)\.

B(z,r) (z,r)

mit Hilfe des Cavalieri-Prinzips. O

Die Auswirkungen des Mittelwertsatzes sind gravierend. Das sehen wir am
Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen.

Satz 8 (Starkes Maxz'mumpm’nzip) Eine in einem Gebiet Q0 harmonische
Funktion u € C*(Q2) N C(Q) nimmt ihr Mazimum oder Minimum in keinem
inneren Punkt von € an, es sei denn, u ist konstant in 2.

Beweis: Es sei z, € Q ein Punkt mit u(z,) = a&cu(m) = M. Da z, ein
Te

innerer Punkt ist, kénnen wir eine Kugel B(z,,7) um z, legen, die ganz in
Q2 liegt. Der Mittelwertsatz liefert

1 / 1
Ty u(y) dy < ;77— M - [B(w,,7)| = M,
Bl ) | [B(zo7)

M =u(z,) =

falls u irgendwo in B(z,,r) kleiner als M waere (da u stetig ist), also einen
Widerspruch. Folglich muss u(x) = M in B(x,, r) gelten. Sei x; ein beliebiger
anderer Punkt in 2. Wir zeigen

u(o) = u(r1),

womit der Satz bewiesen ist. Wir wenden dazu das Kreiskettenverfahren an.
Wir verbinden z, und z; durch eine ganz in Q verlaufende Kurve (Q ist
als Gebiet zusammenhéngend). Dann gibt es ein r > 0, so dass alle Punkte
der Kurve einen Abstand grofler als » von 92 haben. Wir wéahlen nun den
Schnittpunkt von S(z,,7) mit der Kurve als Mittelpunkt fiir die néchste
Kugel mit Radius r. Nach endlich vielen solchen Schritten liegt 1 im Inneren
einer solchen Kugel. In allen Kugeln ist u konstant gleich M, also gilt dies
auch fir x;. O

Bemerkungen: Es gilt also

(i) Das Maximum (Minimum) von u wird stets auf dem Rand angenommen
(Mazimumprinzip).

(ii) Ist w nicht konstant, dann wir das Maximum (Minimum) nur auf dem
Rand angenommen (starkes Mazimumprinzip).
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Folgerung 1 Ist u € C*(Q) N C(Q) eine Lisung von

Au = 0 in Q
u =g auf T, (4.3)

dann folgt aus g > 0 auf I' auch u > 0 in €. Ist zusdtzlich g irgendwo auf I’
positiv, so gilt u(x) > 0 fir alle z € Q.

Denn: Erstens kann u nicht negativ sein, weil sonst das Minimum nicht auf
dem Rand lidge. Zweitens wiirde u(z,) = 0 mit z, €  ein inneres Minimum
sein, damit v = 0. Daraus wiirde aber g = 0 folgen.

Folgerung 2 (Eindeutigkeit) Es seien g € C(I') und f € C(Q) vorgegeben.
Dann existiert hichstens eine Lisung u € C*(Q) N C(Q) des Problems
—Au = f in
u = g auf T. (4.4)

Beweis: Existieren zwei Losungen u; und ug von (4.4), dann 16st die Differenz
u1 —ug das Dirichlet-Problem (4.3) mit homogenen Randdaten g = 0. Daraus
folgt offenbar u; — us = 0, d.h. u; = uo. O

Folgerung 3 Ldst u das Dirchlet-Problem (4.3) und gilt |g(z)| < ¢ auf T,
dann gilt auch |u(x)| < ¢ in .

Folgerung 4 FEs seien uy und uy Losungen des Dirichlet-Problems (4.3) zu
g1 und go. Dann folgt aus |g1(x) — go(x)| < & auf T die Eigenschaft

lui(z) —ug(z)| < 0 in Q).
Damit hingt die Losung des Dirchlet-Problems stetig von den Daten ab.

Folgerung 5 ) sei beschrinkt und {u,} eine Folge harmonischer Funktio-

nen in Q, u, € C(Q). Konvergiert u,, gleichmaf$ig auf I', so auch in Q.
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Wir betrachten nun noch das Neumann-Problem. Mit u(z) 16st auch u(x) +
¢ das Problem, da jede Konstante das homogene Neumann-Problem 16st.
Die Losung kann also nur bis auf eine Konstante bestimmt sein. Kann die
Unbestimmtheit noch gréfier sein ?

Lemma 3 Sei Q C R? ein Kreisgebiet, u harmonisch in Q und stetig in Q,
(o, Yo) sei Randpunkt von Q. Es gelte

u(z,y) > u(o, Yo) V(x,y) € Q.
Die Richtung v bilde mit der inneren Normalen an (x,,v,) einen spitzen

0
Winkel. Existiert a—u in (xo,Y,), dann
v

ou

%(aro,yo) > 0.

Beweis: siehe Petrowski.

Bemerkungen: (i) Ausgehend von (z,,y,) muss u in Richtung v ansteigen,
deshalb scheint die Aussage auf den ersten Blick plausibel zu sein. Doch
Vorsicht !

n=1, wulx)=2* u0)=0 ulx)>0 Vr#0 aber u'(0)=0.

(ii) Im Fall n = 1 sieht man dies sofort ein. Harmonische Funktion: u = u(x)
mit u”(z) = 0. Kreisgebiet entspricht hier einem offenen Intervall (a, b).

() =01n (a,b) & u(z) =cz+cy

Dann ist entweder u konstant, oder u besitzt einen nicht verschwindenden
Anstieg.

Lemma 4 Wir setzen voraus, dass I' in jedem Punkt von einem Kreis be-

riihrt werden kann, der ganz in Q liegt. Ist u € C(Q) nicht konstant und
harmonisch in 0 und nimmt u in P, sein Minimum (Mazimum) an, dann
qilt in P,:

ou

— <0 (>0

o (>0)

0
(n: aufere Normale), falls a—u existiert.
n
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Beweis: Wir legen einen Kreis B von innen an P, = (x,, y,). Nach dem starken
Maximumprinzip fiir € gilt u(z,, y,) < u(z,y) fiir alle Punkte (z,y) € . Der
Rest folgt dann aus Lemma 3. Analog fiir ein Maximum. O

Satz 9 FErfillt I' die Voraussetzungen von Lemma 4, dann unterscheiden
sich Lésungen des Neumann-Problems nur um eine Konstante.

Uy

= f auf I'. Dann ist auch
n

Beweis: Seien uw; und u, harmonisch und

. ou . .
U = u1 —Uus harmonisch und — = f—f = 0 auf I'. Wenn u nicht konstant ist,

on
0
dann liegt das Minimum nur auf I". Aus Lemma 4 folgt dann aber G—U(PO) #0
n

und damit ein Widerspruch.

Bisher haben wir die Frage nach der Existenz einer Losung des Dirichlet-
Problems nur fiir 2 =Einheitskreis beantworten konnen. Allgemein ist die-
se Frage nicht einfach zu l6sen. Fiir das folgende Gebiet Q@ C R? existiert
ein Beipiel mit stetigen Randdaten f(x), so dass keine Lisung des Dirchlet-

Problems existiert:
- er x>0
#le) = { 0 z=0

Wir lassen diese Funktion um die y-Achse rotieren. Das ergibt einen sehr
spitzen Trichter. Im Beispiel von Lebesgue ist §2 eine Kugel mit herausge-
nommenen Trichter (siehe Zachamanoglu/Thoe).

Solche zu spitze Ausschnitte muss man vermeiden, um die Existenz von
Losungen zu erhalten. Es gilt: Ist I' hinreichend regulédr und f stetig, dann
existiert eine Losung des Dirichlet-Problems. Hinreichend regulér: zum Bei-
spiel Kegelbedingung: Jedes z € I' kann durch einen Kegel K von auflen so
beriihrt werden, dass in einer hinreichend kleinen Umgebung B,(z) gilt

{2} = QN K N B,(z),

d.h. der Kegel und das Gebiet haben nur den Scheitelpunkt des Kegels ge-
meinsam.
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4.4 Die Greensche Funktion

Wir haben in 4.2 eine Darstellung der Losung der Poisson-Gleichung herge-
leitet, allerdings nur fiir den Fall €2 = IR". Hier werden wir den schwierigeren
Fall eines beschrinkten Gebietes €2 mit Rand I' der Klasse C! behandeln,
und zwar fir (4.4),

—Au = f in €2
u = g auf I

Dazu sei u € C2(Q) beliebig gegeben, € > 0 und x €  beliebig fixiert. Wir
integrieren dann iiber

V. =0 \ B(LE, 8)
(¢ so klein, dass B(xz,e) C 2). Wir erhalten
[ u)A0—a) by Auty) dy = [ ul) ()~ 0y—) (),

Ve T'ul'e

nach der zweiten Greenschen Formel. Die Integrale {iber I'. behandelt man
wieder wie im Beweis von Satz 6 und erhélt fiir £ | 0

[~ x)%(y) ds, — 0, /u(y)g—(f(y — 2) dS, — —u(z).

£

Wegen A® = 0 fiir x # y verschwindet der entsprechende Term. Deshalb
ergibt sich nach € | 0 die Beziehung

ue) = [®ly— 538 dS, ~ [uln)5 (o) ds,
= [y - »)Auly) dy. (4.5)
Q

Diese Formel gilt fiir jedes u € C?(Q).

Bemerkung: Rein intuitiv hitten wir (4.5) mit folgender, nicht ganz sauberer
Rechnung bekommen: Wir wissen —A®(y — x) = J,. Damit folgt aus

/A@(y—x)U(y)—CP(y—x)AU(y) dy = /U(y)g—f(y—w)—@(y—x)%(y) dsS,

r
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direkt (4.5).

Nun wenden wir (4.5) auf die Poisson-Gleichung an: Wegen —Awu = f in Q
und u = g auf I fehlt uns nur noch du/dv auf I', um u im Inneren zu bestim-
men. Leider haben wir den Term Ou/0v nicht. Mit einem Trick kann dieser
Term aber eliminiert werden. Wir definieren dazu eine Korrekturfunktion

®*(y) durch

-A®* = 0 in Q
®* = O(y—=x) aufl

und nehmen einfach an, dass diese Losung existiert. Formal:

—/@x(y)Au(y) dy = —/uACI)”” dy+/a(pmu— g ds,

— /@q)x /@ ) (4.6)

Definition: Die Funktion G,

Gz, y) =Py —z) —°(y), z,yeQ z#y,

heiBt Greensche Funktion. Was leistet sie (falls wir sie konstruieren konnen)?
Addieren wir (4.5) und (4.6), so fallen die Terme mit Ou/0v weg,

u = /u<8@$_€;_<5< —a:)) dSy—F/((I)I—CI)(y—J:))Audy

v
= —/u(y)ﬁa—lcj(x,y) dSy — /G(z,y)Au(y) dy, (4.7)
mit PYe
5, @y =V,Gly)-v(y)  aufl.

Daraus folgern wir

Satz 10 Ist u € C?(Q) eine Losung von

—Au = f in
u = g auf T,
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dann besitzt u die Darstellung

/g (z,y) dS, —{—/f ) dy. (4.8)

Bemerkungen: (i) Der Satz sagt nichts iiber die Existenz von u aus. Auch
die Existenz von G(z,y) wird angenommen.

(ii) Die Greensche Funktion wurde wie folgt konstruiert: Fiir festes x be-
trachtet als Funktion von y, gilt

—AG = 0, in Q
G =0 auf I'.
Die Korrektur ®* erfolgt so, dass G die homogene Randbedingung erfiillt, was

® selbst nicht gewahrleistet. Entsprechend verfiahrt man auch bei anderen
Randbedingungen.

Nun bleibt die Frage: Wie erhalten wir G 7 Das geht nur bei einfachen Geo-
metrien. Im letzten Kapitel haben wir bei Intervallen (2 die Fouriermethode
benutzt. Weitere Beispiele sind der Halbraum und die Kugel.

1. Greensche Funktion fiir den Halbraum - Spiegelungsmethode

Q={z=(x1,...,2,)| &, > 0}

Wir spiegeln den Punkt x an der z,-Achse und erhalten den Punkt = =
(1, ...,—x,). Als Ansatz fiir die Greensche Funktion wihlen wir

G(r,y) =Py —z) — d(y — 7).

Da Z auBerhalb von (2 liegt, besitzt ®(y — Z) keine Singularitét in 2. Somit
gilt
AG(z,y) = APy —z) — AP(y — T) = —0,
und auf I"
Y1 — 2 Y1 — T
G(z,y) = - =0,
00—z, 0+ z,

da aus der Radialsymmetrie der Fundamentallésung unmittelbar die Sym-
metrie beziiglich einzelner Koordinaten folgt.
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Spezialfall n = 2:

1

G<I7y) - T 5

QW(IH \/(?Jl —71)? + (Y2 — 12)? —In \/ (11 — 21)% + (y2 + 22)?)

Wir gehen nun besser zu den gebrduchlichen Variablenbezeichnungen
1\ _ (= i\ _ (¢
Lo y )’ Y2 n)’

iiber (man bezeichnet die Integrationsvariablen meist mit griechischen Buch-
staben).

Gl ,6,m) = 5= (€~ 22+ (n— 92 ~ I\ (€~ 2 + (n + 9)?)

Fiir die Normalenableitung erhalten wir

oG _ _ 1

ov. T m(E—a)+y?
Wir betrachten nun die Lésung u von

Au = 0 in R x (0, 00)
u(z,0) = g(x) inIR.

Aus (4.8) folgt

[e.o]

u(e,) =~ [ 9O (2,y,6,0) de

—00

und damit die Poissonsche Integralformel fiir die Halbebene.

Y7103
“(way)——;[omdf-

Ahnliche Formeln ergeben sich fiir hoherdimensionale Halbriume (Strauss,
Evans):
Q:{xelR”]xn>O}

2z, _
x / z €N
Conv, ) e — yl”
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Definition: Die Funktion

heifit Poissonscher Kern fiir den Halbraum.

2. Greensche Funktion fiir die Kugel

Auch hier fithrt die Spiegelungsmethode zum Ziel.
Definition: Es sei x € R"™ \ {0}. Dann heifit der Punkt

. x
T=—
|z
Spiegelpunkt zu x.

Wir machen wieder den Ansatz

G(r,y) =@y — ) — ().

Die Korrekturfunktion wird nun wieder mit Hilfe des Spiegelungspunktes
konstruiert. Dabei benutzt man, dass die Funktion

*(y) = o(|zl(y — 7))

wieder harmonisch ist. Auf dem Rand der Kugel y € S(0, 1) erhalten wir

5 1 1
|w[2\y — x\Q = \:U]Q(l — 2y - ch + W) = \:E]z —2y-x+ ]y\Q = |z — y\z.

Da ® nur vom Betrag des Arguments abhéngt, gilt deshalb fiir y € S(0,1)
*(y) = O(|z|(y — 7)) = 2y — )
und daher hat unsere Greensche Funktion wieder homogene Randdaten.
Definition: Die Greensche Funktion fiir die Kugel ist
Gla,y) =y —2) = (lzlly —2)  (n=2).

Wir betrachten nun das Dirchlet-Problem auf der Einheitskugel

Au = 0, lz] <1
u = g, |z| = 1. (4.9)
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Aus (4.8) folgt

ly|=1

Wir wissen bereits aus der Ubung

Y
Viyl = .
vl
Weiter geht es wie folgt:
1 1 1
Vo(y) = \Y =— ,
R T T T
also 50 . ( )
1y (y—=
8V(y 7) = nv, |y —axz*
Fiir den zweiten Term ergibt sich
0o - Ly lzlly —2) 1y (Jzfy — =)
—(lzlly — 7)) = —— o[- = — Ea—
v nu, = |z|*y — | nu, |y — x|

Dabei haben wir wieder |z||ly — Z| = |y — | auf S(0,1) benutzt. Fir G folgt
daraus

oG 1 y-(y—2)—vy-(|z|*y—= 11—z
%6 (a) = - y-y—z)—y-(zly—2) |z]

n,, ly — x| no, ly — x|’

woraus wir die Formel

_ 1z 9(y)
u(w) = nuy, |Z1 ly —z

= 45,

ableiten. Fiir eine Kugel mit Radius r folgt durch Transformation

r? — |zf® 9(v)
u(z) = nuy, / ly — x| 45,

ly|=r

die Poissonsche Formel fiir die Kugel. Diese hatten wir fiir den Fall n = 3
bereits am Ende des dritten Kapitels angegeben.
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Kapitel 5

Schwache Losungen elliptischer
Differentialgleichungen

5.1 Distributionen

5.1.1 Motivation

Wir rufen noch einmal die Warmeleitgleichung zuriick. Sie wurde unter der
Annahme hergeleitet, dass keine inneren Warmequellen im betrachteten Orts-
gebiet vorhanden sind. Im Unterschied dazu sollen nun solche Quellen mit
der Dichte f(z,t) (Warmemenge pro Volumen- und Zeiteinheit) vorliegen.
Ein Vergleich zur Herleitung ergibt dann die Warmebilanz

/: /D(ut — div kgrad u) dzdt = /: /D f(z,t) dedt
und schliellich wegen der Beliebigkeit von t;, D
w(x,t) — div kgrad w(z,t) = f(x,t) in Qx (0,7).
Dieser Zugang funktioniert nur fiir integrierbares f, d.h. f € LY(Q), Q =

Qx(0,T). Punktformige Warmequellen f konnen damit nicht erfasst werden.
Wire die Quelle auf z, € Q konzentriert, so miissten wir D = {x,} wéhlen,

33
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und bei der Integration entstiinde

/:///f(a:,t) dadt = 0,

also wieder die homogene Warmeleitgleichung. Um hier sinnvoll vorgehen zu
konnen, betrachten wir zunéchst eine Warmequelle mit zeitlich konstanter

Dichte
0  x¢ B(x,e¢)
x € B(x,,¢)

fl) =9 1
|B(20,€)]
Jetzt ist der Warmeinhalt von 1 genau auf die e-Kugel um z, konzentriert.
AufBlerdem wollen wir die stationdre Warmeleitung annehmen (u(z,t) = u(z),
up = 0),

—div kgrad u.(z) = fo(x) in Q.

Wir multiplizieren mit einer stetigen Funktion ¢ :  — IR durch und inte-
grieren. Dann entsteht

/Q —p(z)div kgrad u.(x) dz = / fe(x)o(z) do

B(zo,e)

Jetzt vollziehen wir den Grenziibergang ¢ | 0. Was die Losung u. dabei
macht, ist momentan unklar. Aber die rechte Seite strebt gegen

1
1' c d = 1 4/ 1 . d — o
im Bm’g}f (@)p(x) da LR TEmS T . p(x) do = o(z,)

Der Grenzwert ordnet jedem ¢ € C(€2) den Wert ¢(x,) zu und ist damit ein
lineares stetiges Funktional. Mit Funktionalen dieser Bauart werden wir es
im Weiteren zu tun haben.

5.1.2 Begriff der Distribution

Im Weiteren sei Q € R” ein Gebiet und ¢ : Q — R eine Funktion.

Definition: Die Menge

supp ¢ = {x € Q| p(z) # 0}
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heifit Triger (support) von ¢. Es ist die kleinste abgeschlossene Menge, au-
Berhalb der ¢ identisch verschwindet.

Definition: C*(€), 0 < k < oo, ist die Menge aller k-mal stetig differenzier-
baren Funktionen ¢ : 2 — IR mit kompaktem Triger in 2.

Beispiel
I.N=1,Q=(-2,2)

B e:cp(—ﬁ) lz] <1
plx) = { 0 sonst

gehort zu C(Q)(—2,2).

C*(Q2) kann nicht normiert werden und ist folglich auch kein Banachraum.
Wir benétigen einen Konvergenzbegriff in C5°(2). Die Menge C5°(£2), verse-
hen mit diesem Konvergenzbegriff, nennen wir D().

Definition: Seien ¢, ¢ € C°(Q). Die Folge ,, konvergiert in D(£2) gegen ¢,
wenn gilt:

(i) Es gibt eine kompakte Menge K C ) mit supp ¢, C K, Vn € IN, supp
p C K

(il) D%pp, < D%p auf K (gleichméBige Konvergenz) fiir alle Multiindizes «.

Definition: Eine Distribution ist eine lineare Abbildung von D(2) in R, die
beziiglich des oben eingefiihrten Konvergenzbegriffes stetig ist, d.h.

D(©)
on — ¢ = T(pn) — T(p)

Beispiele
2. Diracsche 0-Distribution, T = 4,

0alp) = @(a)  (a € RY, fest)
3. T(p) = (DYp)(a) ist eine Distribution.
Mathematisch besser zu behandeln sind requldre Distributionen:

4. Lllo (€2) =Menge aller lokal integrierbaren Funktionen f: Q — R, d.h. f
ist meBbar und [i f(z) dz < oo fiir alle kompakten K C €. Sei f € L .(Q)
gegeben. Dann ist

Ty(¢) = [ f@)e(a) dn
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eine requldire Distributionen, die durch f erzeugte Distribution.

Definition: Mit D'(€2) bezeichnet man den Raum aller Distributionen auf €2,
versehen mit folgendem Konvergenzbegriff:

D/(

7,797 o T (o) BT veeD)

5.1.3 Ableitungen von Distributionen

Vorbetrachtung: Es seien f € C*(a,b), ¢ € C>(a,b). Dann gilt

[ 7o) dr= f@e@l ~ [ 106w dr = [ f@)a)

Analog gilt

/fn) z) do = (-1 )”/bf(l“)so(”)(x)dx, 1<n<k
sowic fir 0 € RY, f € CH(@), ¢ € D()

L@ p@)e(e) de = (~D)" | f@)D°p(x) dz. o <k

Diese einfache Betrachtung ist der Schliissel zu folgender weitreichender Ver-
allgemeinerung des Ableitungsbegriffs:

Definition: Es sei T' € D'(2) eine Distribution und « ein Multiindex. Die
Ableitung 7™ von T ist definiert durch das Funktional

T(p) = (~1)IT ()

Mit ¢ € C®(Q) gilt auch @ € C=(9), damit ist T(p(®) definiert. Man
sieht sofort ein: T(®) € D'(Q) fiir alle a. Damit besitzt jede Distribution alle
Ableitungen beliebig hoher Ordnung.

Beispiele 1. @ =R, T'= 0 (a = 0) Diracsche d-Distribution (§(¢) = ¢(0)).

T'(p) =-T(¢') == (0)  T™M(p) = (=1)"p"(0)

Wir wollen nun auch regulére Distributionen 7" vetrachten.
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2. Q =R, f ist die Heaviside-Funktion

=11 150

T =Ty, d.h. wie definiert

Ty(e) = [ f@pla) do= [~ [(@)ea) do.

Somit gilt fiir die Ableitung

Ti(p) = —Ts(¢') = — /Ooo f(@)¢'(z) dv = —p(00) + ¢(0) = ¢(0)

da ¢ kompakten Trager besitzt.
= Tie)=¢0)=d(p) = Tp=90

“Die Ableitung der Heaviside-Funktion ist d-Distribution.“ Wie ist dieser
letzte Satz zu verstehen ? Wir identifizieren die (richtige) Funktion f mit der
durch sie erzeugten Distribution T%. Die distributionelle Ableitung von 77 ist
. In diesem Sinne gilt f' = 4.

3.Q=RR, feCHQ), T =Ty, |o| <k

T ) = (1) | fa)p® da
andererseits:

Ty = [ fO@)p(@) do = (~1)! | fa)p® da

Folgerung: T]Ea) = T} Die (distributionelle) Ableitung der reguldren Distri-
bution 7% ist gerade gleich der Distribution, welche durch f (@) erzeugt wird.
Wir kénnen also die distributionelle Ableitung von f mit f(® identifizieren.

4.a <c<b Q= (ab), f € Cla,b], AuBerdem sei f € C'a,c] und f €
C'[c,b]. Wir bezeichnen die Teilfunktionen mit f; bzw. fo. T = T}. Dann
gilt:

T(o)=— [ fed @ dr = ([ i@ det [ b)) )
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= (7¢O = hl@e(@) = [ fi@)e(a) do
FRO0) ~ hAee) — [ R )

= /ac fi(z)¢ () dx + /ab fa(x)¢'(x) da
= [ r@et) ds

vy ) fi aufa,(
f(z) _{ #5auf (c, b

Folgerung: Die distributionelle Ableitung der gegebenen Funktion ist eine
regulédre Distribution. Die Ecke von f stort nicht.

Konkretes Beispiel:

B z auf [0, 1] N 1 auf [0, 1]
f(x)_{Q—a: auf (1,2] f(a:)_{—l auf (1, 2]
5. Sei Q = UQZ, int O Nint Q; =, falls i # 5. f € CQ), fla, € CH().
Wir setzen fZ = flg,- €% seien Normalgebiete, so dass der GauBsche Satz
anwendbar ist. T' = T
0
iy o - _
Oz () / fl@ (%cj
0
: 0fi
= =X, M) costna) du = [ S @)pla) da)

£, S

0 i
Also gilt auch hier wieder %Tf(gp) = Ty, (p) mit fo (z) = (x) auf

, Ox

j j
Q);. Damit handelt es sich hier erneut um den Fall, dass die distributionelle
Ableitung wieder eine reguldre Distribution ist, d.h. durch eine Funktion
erzeugt wird.
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5.2 Schwache Ableitungen - Sobolevridume

Definition: Sei f € Lj (), 1 < p < oo und «a fest. Die Funktion w € L ()
heifit schwache Ableitung w = D® f, wenn

| @) @) dz = (1)l [ w(a)p@) de Ve CF(Q),

Das bedeutet: Die distributionelle Ableitung T ist regular und wird durch
die Funktion w erzeugt T = T.,.

Definition: Sei 1 < p < oo, k € IN. Unter W}(Q) versteht man den Raum
aller f € LP(Q), die alle schwachen Ableitungen D®f besitzen fiir || < k
mit D*f € LP(Q2) V|a| < k, versehen mit der Norm

1/p
[ fllkp = (Z /QIDafIP dx) .
la| <k

Die Raume W}f sind Banachraume und werden als Sobolevrdume bezeichnet.
Fiir unsere Zwecke geniigt der Fall p =2, k = 1.

Definition: H*(Q) := W¥(Q). Speziell gilt fiir k = 1

il = fwie) ot [0 ) ds
= /Qw2(x) dx—i—/Q(Vw,Vw) dr

= /wQ(x) dx+/ IVw|? dz
0 Q

Satz 11 Durch Finfiihrung des Skalarproduktes
(w, )1 = /Q (w(z)v(z) + (Vw, Vo)) dz

wird H(Q) zu einem (reellen) Hilbertraum.

Den Beweis findet man in verschiedenen Biichern (Necas, Michlin, Gajew-
ski/Groger/Zacharias,...). Die anderen H-Réume sind ebenfalls Hilbertrdume.
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Im Raum H'(Q) liegen alle Funktionen aus L*(Q), deren erste schwache
Ableitungen siamtlich existieren und wieder zu L*(Q)) gehéren.

Beispiel 2 = B(0,1) € R" (offene Kugel mit Radius 1) Wir betrachten die
Funktion
u(@) =] 2 #0

in 2. Der Nullpunkt ist eine Menge vom Maf3 Null, féllt also in LP-Radumen
nicht ins Gewicht. Fiir welche X gehért w zu W, () 7

’x‘)\+2

Diju = = |Vu| =

’x‘)\+1

Wir bestimmen zunéchst die distributionelle Ableitung von u Sei ¢ € C5°(£2)
und € >). Dann gilt

/ uD;p dxr = / upr;dS + /O s — / pDu dx
Q\B(0,¢) 9B(0,¢) o9 O\B(0,)

Nun weil man aber, |z|~* € L'(Q) fiir @ < n. Somit gilt |Vu| € L'(Q) fiir
A+1 < n. Damit ist der letzte Term gutartig, d.h. integrierbar in €2. Fiir den
ersten Term gilt

/ upr;dS| < ||l (q) - / eMdS <" 50
B(0,¢) 9B(0,¢)
falls A + 1 < n. In diesem Fall folgt also fiir € | 0
/ uD;p dx = —/ wD;u dz,
Q Q

damit ist die distributionelle Ableitung von u eine regulédre und durch obige
Formel gegeben.

In welchem LP-Raum liegt |Vu| 7
Vul € L(Q) & (Ja*)" = [2|*P e LYQ) & A+ Dp<n
Folgerung: Es muss gelten A\ < % —1= %.

e[ eWHQ) & A< ?

Fiir p > n kann also |z|* nicht in W) () liegen.

Man kann nun weiter zeigen (siehe Evans, 5.2.3 ff.)



5.3. REGULARE GEBIETE 91

u € WHQ) = Dou € WHIl(Q) (ja < k)

D*(D%u) = D?(D%u), |o] + 18] < k

Ist © beschrinkt, so liegt C*°(Q2) dicht in W} (Q2). Prézise: Zu jedem
u € WP(Q) gibt es eine Folge von u,, € C*(Q) N WP(Q) mit u,, — u
in W7 (Q)

Ist ' = 09 von der Klasse C', dann gilt diese Aussage sogar mit

Uy € C*(2) (alle Ableitungen sind stetig bis zum Rand).

Definition: Mit W¥?(€)) bezeichnet man die AbschlieBung von C(€2) in
p

uw € WEP(Q) & Fu, € CZ(Q) ¢ ||t — uHW;(Q) — 0, m — oo.

Im gewissen Sinne enthélt der Raum W}?(Q) genau die u € W} (€2), welche
auf dem Rand I' verschwinden mit allen Ableitungen bis zur Ordnung k£ — 1.
“Dw=0auf I, V|ja| < k — 1¢

Das wird im Abschnitt Spursétze prézisiert.

Definition: H* = W*?2(Q) speziell H} = W12(Q)

5.3 Regulire (Gebiete

Die Losbarkeit von Randwertaufgaben hiangt entscheidend davon ab, wie der
Rand des Gebietes beschaffen ist, in dem die partielle Differentialgleichung
lebt.

Definition: Ein Gebiet 2 C IR"™ besitzt einen reguldren Rand I'; wenn eine
unendliche offene Uberdeckung {U;} von T', endlich viele offene (beschrinkte)
Kegel K; und ein ¢ > 0 existieren, so dass

(i) Fiir jedes x € I gibt es ein U;, so dass B(x,¢) C U;.

(ii) Jedes = € U; N Q ist Spitze eines Kegels, der ganz in  liegt und durch
Translation eines der Kegel K; entsteht.

Diese Kegelbedingung geht auf Caldéron zuriick.
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Lemma 5 FEin beschrinktes Gebiet 2 C IR hat genau dann einen requldren
Rand ', wenn Konstanten R > 0, L > 0 existieren, so dass Folgendes gilt:
Zu jedem xq existiert U(x,) welche durch Verschiebung oder Drehung aus der
Ungebung

Up={y = (W1s s )| /92 + e+ 42_1 < R, |ya| < 2LR}

hervorgeht, wobei folgende Bedingungen erfillt sind:
(i) y =0 € U, geht iber in x,
(i1) U(x,) N T entspricht einer Fliche mit der expliziten Darstellung

Yn = f<y17 "'73/71*1)7 ‘(yla ynfl)‘ <R

mat einer lipschitzstetigen Funktion f.
(111) U(z,) N2 entspricht

v e Usl (w1, - m-1)| < R, f(y1,-,Un—1) < Yn < 2LR}

Bemerkungen:

(i) Beschrinkte konvexe Gebiet haben regulire Rénder.

(ii) Damit kann man auf U(x,)NI" das Lebesguesche Oberflachenmaf ((n—1)-
dimensional) definieren

mes(U(z,) NT) = / V1I+I|VL?dy...dys,

[(y1,-yn—1)I<R

(iii) In fast allen Punkten z € I existiert der dufiere Normalenvektor v.
(iv) Der GauBsche Integralsatz ist anwendbar auf €.

Fiir die spéter zu beweisenden Spursétze reicht die bisher definierte Regula-
ritdt von I' nicht aus.

Definition: Ein beschriinktes Gebiet 2 C R" gehort zur Klasse C*! (k € NU
{0}), wenn endlich viele lokale Koordinatensysteme Si, ..., Sy, Funktionen
hy,...hyr sowie a,b > 0 existieren, so dass gilt:

(i) Alle h; sind auf dem (n — 1)-dimensionalen Wiirfel

Qn1 =1y =W, Vo)l lysl <a, i=1.n—1}

k-mal stetig differenzierbar mit Lipschitz-stetigen Ableitungen der Ordnung
k.



5.4. SPURSATZE 93

(ii) Zu jedem P € T gint es ein i € {1,.., M}, so dass P im Koordinatensy-
stem S; die Darstellung

P = (y7hz(y))v Yy € Qn—l

hat.
(iii) Im lokalen Koordinatensystem S; gilt

(yayn) €l & y e anla hl(y> <y< hl(y) +b
(Y, 9n) Q& y € Qu, hily) —b <y < hi(y)

Bedingung (iii) bedeutet anschaulich, dass das Gebiet nur auf einer Seite
vom Rand liegt. Riénder der Klasse C%! heifien Lipschitz-Rand. Ein Gebiet
der Klasse C*! ist regulir. Fiir k& = 0 gilt auch die Umkehrung (sieche Ga-
jewski/Groger /Zacharias).

5.4 Spursitze

Bei unseren elliptischen Randwertaufgaben treten Randbedingungen auf,
z.B. ulp = 0 oder ulp = g. Was soll aber fiir u € W, () bedeuten, dass
u = 0 ist auf I' 7 Auf den ersten Blick erscheint das trivial, auf den zweiten
fast unlosbar, denn I' ist eine Menge vom Mafl Null, und auf solchen Men-
gen kann man Funktionen nicht voneinander unterscheiden. Zum Gliick kann
man zeigen:

Satz 12 Es sei Q beschrinkt und I' ein Lipschitz-Rand. Dann existiert ein
linearer und stetiger Operator T' : W, (€2) — LP(T') mit folgenden Eigenschaf-
ten:

(i) Tu = ulp falls uw € C(Q)N: W(Q)

(@) | Tull ory < ellullw o) Yu € W, () wobei ¢ = c(p, Q).

Beweis: Wir beweisen den Satz der Einfachheit halber fiir p = 2 und n = 2

auf einem Randteil I'; bei dem jeder Randpunkt P = (z,y) in der Form

(x, h(x) dargestellt ist. Auf 'y gilt u(z,y) = u(x, h(x)), = € [a, b]. Weiter gilt
h

ulw, b)) = [ @)uy(,y) + u(e,7),

T
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h(z) — 8 < 7 < h(x). Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
ergibt

, Mo ] Y2 /b . 1/2
w(x, h(x))| < / U / 1 + |u(z, T
et < ([ ) ([ ) e

Das zweite Integral besitzt den Wert 3. Aus der Youngschen Ungleichung
folgt

Wz, h(z)) < 2 (ﬁ /h(x) uZ dy + u(a:,7)2> .

h(z)-p

Wir integrieren zuerst beziiglich 7:

h(x) h(x)
u?(x, h(z <2<2/ u? d +/ um,72d7'>
sy <2 (97 g [t

und danach beziiglich z

ﬁ/ dq:<2<ﬁ2// u dydx—i—// dea:>

Die rechte Seite konnen wir mit der H'-Norm abschitzen

8 [, b)) do < clullp oy

Nun miissen wir nur noch die linke Seite zur Norm |ju|[z2(r,) in Beziehung
setzen. Es gilt

lull oy = /ab W, h(@))y1+ W (2)? de < K/ab (2, h(z)) dr.

da h lipschitzstetig ist (folgt aus Lipschitz-Rand). Oben eingesetzt ergibt das
lellzacry < éllelln o
Die im Satz postulierte Abbildung 7" ist gegeben durch
w=ulz,y) — ule,h(x)).

Diese Abbildung ist zunéchst fiir stetige Funktionen u definiert. Unsere Ab-
schiitzung zeigt, dass sie stetig auf H'(Q) fortgesetzt werden kann. O
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Beweis fiir den allgemeinen Fall: siehe Evans.

Definition: Die oben definierte Abbildung T': W}(Q) — LP(I') heiBt Spur-
operator (T wie trace) und Tu heifit Spur von u auf I'. Kurzbezeichnung:
Tu = ur.

Man sieht sofort ein: Ist u aus W!?(Q), dann gilt ulr = 0. Umgekehrt gilt
fir C*-Rénder T

ueWr( Q) Aulp =0 = ue W*(Q),
also folgt eine neue Darstellung fiir W!?,
W, (Q) = {u € Wy (Q)] ulr = 0}
(T Klasse C'). Beweis: Evans, Adams.

Wie sieht es nun aus bei W?(Q2) ? Unter entsprechender Glattheit von T
erhdlt man dann schrittweise, dass alle Ableitungen bis zur Ordnung (k — 1)
Randwerte besitzen, die sdmtlich Null sind.

Leider haben wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht die Zeit, die fiir die An-
wendungen auf partielle Differentialgleichungen wichtigsten Finbettungssdtze
(stetige Einbettungen, kompakte Einbettungen) zu diskutieren. Beispielswei-
se ist W) (Q) kompakt eingebettet in LP(Q),

1
W,(Q) cc L*(Q2) n>11<p<

d.h., jede beschrinkte Menge des WP ist prikompakt in LP, falls Q be-
schrénkt ist und ' von der Klasse C*.

Der Vollstandigkeit halber sei hier noch ein allgemeiner Satz iiber Einbet-
tungen angegeben. Der Beweis und weitere interessante Dinge dariiber findet
man bei Evans, Kapitel 5.

Satz 13 Gegeben sei Q C IR" ein Gebiet mit C*-Rand und eine Funktion
ue WrQ).
(i) Gilt

k<

aSERS
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dann gehort u zu LI(€Y) mit

SHES

S
"=

Zusdtzlich gilt die Abschdtzung

||UHL‘1(Q) < C||“||W§(Q)

mit einer Konstante ¢ welche nur von p, k, n und € abhdngt.
(11) Gilt
k>
p
dann gehort u zu C*1717(Q) mit
B [%] +1-2, falls % keine ganze Zahl ist,
T eine beliebige reelle Zahl < 1,  falls % eine ganze Zahl ist.

Zusdtzlich gilt die Abschdtzung
[l gr-m1-10 gy < cllullwp)

mat einer Konstante ¢ welche nur von p, k, n, v und €2 abhdngt.
Fiir unsere Zwecke reicht der folgende Satz aus:

Satz 14 (Friedrichsche oder Poincarésche Ungleichung)
Es sei Q) ein beschrinktes Gebiet. Dann existiert eine Konstante ¢ = ¢(€2),
s0 dass

/ lu(z)|P dx < c/ > | DiulP dx Vu € WP(Q)
Q 04

qgilt.

Bemerkungen:

(i) Wesentlich ist die Null bei W,?(Q). Fiir W} () kann der Satz nicht richtig
sein - man nehme u = 1.

(ii) Damit ist die “verkiirzte Norm*

ulypr@y = ([ 3 1Dl da)'”
1
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dquivalent zur natiirlichen Norm |[ul|y15 ). Es gilt ndmlich einerseits

ul? < [ (jul” 3 1Diuf?) do < Jul”
@ 1
und andererseits
lul” < [ 371Dl dw+ [ 37 |Diuf? dw = (1 + )ful”,
L 87

also
lul < lull < (1+c)lul.

(iii) Fiir p = 2 schreibt man die Ungleichung kiirzer auf
/ u? dx < c/ |Vul® dz, Vu € H(Q).
Q Q

Beweis: Wir beweisen die Ungleichung fiir u € C9°(2). Die Aussage folgt
dann allgemein durch AbschlieBung. Wir kénnen 2 zwischen zwei parallele
Hyperebenen schieben und u auflerhalb von 2 mit Null fortsetzen.

xr = (l'17x27 "'xn—hmn) = (IL'/,ZE”)

u(x) = /Oxn ug(2',t) dt

Mit Hilfe der Holderungleichung zeigt man
d
u(@)? < a7 [ e, D] dt.
0
Somit folgt fiir die Norm

el = [ lul? do

d
= Jppr ] @ dz)as’
d d
< oo [ [t 1)) dt i,
R 0 0

dP
= ;HDnUWEP(Q)v

woraus man leicht auf die Behauptung schliet. In der letzten Ungleichung
sieht man schon, wie Geometriegenschaften von €2 (d) und p in die Konstante
eingehen. O
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5.5 Theorie der schwachen Losungen

5.5.1 Begriff der schwachen Losung

Wir betrachten hier vor allem Randwertprobleme der Form

Lu = f in
u = 0 auf I' (5.1)

mit gegebener Funktion f : 2 — IR und einem Differentialoperator L der

Form
n

Lu=— zn: Dj(a;j(z))Diu) + > bi(z)Diu + c(z)u

i,j=1 i=1

mit gegebenen Koeffizientefunktionen a;;, b;, c.

Definition: Der oben definierte Differentialoperator L zweiter Ordnung heift
Operator in Divergenzform.

Begriindung: Mit A = (a;;), b = (b;) kann L geschrieben werden als
Lu = —div(Agradu) + b - grad u + cu.
Wir setzen im Weiteren 0.B.d.A. voraus, dass A symmetrisch ist.

Definition: Der Differentialoperator heifit gleichmdflig elliptisch in €, wenn
eine Konstante 9 > 0 existiert, so dass

M A(x)€ > 9|¢)?

gilt Vo € Q, V€ € R".
Kurz: A muf} gleichméfig definit und symmetrisch sein.

Beispiel: Lu = —Auw ist gleichméfBig elliptisch
A@)=1 = AR =¢f, d=1
Wir kommen nun zur Motivation schwacher Losungen von (5.1).

Generelle Voraussetzung: a;;,b;,c € L™, f € L*(Q)
Damit diirfen diese Funktionen sehr irregulér sein.
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Dazu nehmen wir an, dass u eine klassische Losung von (5.1) ist, d.h. u €
C*(Q)NC(Q), welche auBerdem zu H* () gehort. Wir multiplizieren Lu = f
mit einer Funktion v € C5°(€2) und intergieren.

/vLu dx:/fv dx.
Q Q
Nun gilt

/v(x)Di(aijDiu) dr = /vyjaijDiu dS—/aijDiuDjv dx
Q r Q
= / aijDiuDjv dlL‘,
Q

also folgt die Gleichung

/ Z a;; DiuDjv dx + Z bivDju + cuv) dx = / fudx (5.2)
Q pt Q

1,j=1

fiir alle v € C°(Q2). Da u € H'(Q) liegen soll, kénnen wir (5.2) ausdehnen
auf alle v € H}(2), und wir erhalten unter Verwendung von A, b kiirzer

/ (Vu)TAVv + b Vuv 4 cuv) do = / fude  Yoe H{Q). (5.3)
Q Q
Definition: Der Integralausdruck B : H'(Q2) x H(Q2) — R

Blu,v] = /Q((VU)TAVU + " Vuv + cuv) dx

stellt die zu L zugeordnete Bilinearform dar. Mit (.,.) wollen wir das Skalar-
produkt von L?(Q2) bezeichnen.

Die Randbedingung von (5.1), u = 0 auf I', berticksichtigen wir durch Wahl
des Raumes H!(Q). Dann folgt aus (5.1)

u € HHQ), Blu,v] = (f,v) Vv € HL(Q). (5.4)
(5.4) ist die Variationsformulierung von (5.1).

Wir kénnen das noch etwas verallgemeinern. Betrachten wir anstelle von f

die rechte Seite fo — Z D; f; mit Funktionen f; € L*(2), i = 0..n, bei denen

i=1
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die partiellen Ableitungen D; gar nicht existieren miissen. Dann folgt fiir
v € CX(Q) formal

n

(fo— Zi: D;fi,v) = (fo,v) + >_(fi, Div).

=1

Fiir v € H}(Q) gilt D;v € L?(Q) und man sieht, dass rechts ein lineares und
stetiges Funktional f auf H!(£2) steht

n

f) = (fo,v) + > _(fi, Div).

i=1
f ist damit Element des dualen Raumes von H} ().

Definition: Den dualen Raum zu H!(Q) bezeichnet man als H~'(Q). Wir
schreiben (f,v) fir f(v).

Bemerkung: Der Raum H~'(Q) ist der Dualraum zu H}(f2), wenn man
die Funktionale wie oben beschreibt. Beziiglich der H'(Q)-Skalarprodukt-
beschreibung der Funktionale ist der Raum ein Hilbertraum und damit zu
sich selbst dual. Die Wirkungsweise der Funktionale spielt also eine wichtige
Rolle.

Wir betrachten nun anstelle von (5.1) die etwas allgemeinere Aufgabe

Lu = fo—Y Difi inQ
i=1
u = 0 auf I’ (5.5)
Definition: Eine Funktion u € H!(Q) heiit schwache Lisung von (5.5), wenn
gilt
Blu,v] = (f,v)
fiir alle v € H!(Q).

Bemerkung: Homogene Randwerte sind sehr speziell. Bei Randbedingungen
der Form

ulr =g
versucht man, ein 4 € H'(Q2) zu finden mit @|r = ¢g und macht dann den
Ansatz u = z + @ mit z € H}(Q). Das ergibt

Lu=Lu+Lz=f
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oder

~

Lz

Z|1’*

jan}

mit f = f — La.

Beispiel: Gesucht ist die schwache Formulierung der Aufgabe

_ o
u‘p =1

im Gebiet Q = (0,1) x (0,1) und f = f(z,y) € L>(Q) ist gegeben durch

|1 falls (x,y) € (0.5,1) x (0,0.5) oder (z,y) :
flay) = 0 falls (z,y) € (0,0.5) x (0,0.5) oder (z,y) € (0.5,1

m
—~
=

)

(@

~— —

X
—

)
ot

—

0
Offenbar ist af keine regulédre Distribution !
x

Mit Hilfe der Funktion @ = 1 (v = z + @) filhren wir das Problem auf
homogene Randdaten zuriick.

_ 9
Az = 8—1‘
Z’[‘ =0

In Variationsform sieht das Ganze dann so aus: z € H}(Q)

/Q(—Az)v dx = /Q gv dr  Yv e HNQ)

X

. — e 1
= dS+/ (Vz, Vo) do = /f dr Vo e H'(Q)

Der erste Term ist Null. Also lautet die Schwache Formulierung
/(Vz Vo) / foopdr Vo€ H(Q).

Es diirfte klar sein, dass eine klassische Losung der obigen Aufgabe auf keinen
Fall erwartet werden kann, wohl aber eine schwache, wie wir sehen werden.
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5.5.2 Existenz und Eindeutigkeit schwacher Lésungen

Grundlegend fiir die Beantwortung der Existenzfrage ist der bekannte

Satz 15 (Lax-Milgram) Es sei H ein reeller Hilbertraum mit Skalarprodukt
(.,.) und Norm ||.|| und B : H x H — IR eine Bilinearform die folgende
FEigenschaften hat:
(1) |Blu,v]| < a||u||||v]] (Stetigkeit bzw. Beschrinktheit)
(ii) Blu,u] > B||lul|? (Koerzitivitit)
Dabei sind o und 3 positive Konstanten. Ist f : H — IR ein lineares und
stetiges Funktional, so existiert genau ein uw € H, welches die Variationsglei-
chung

Blu,v] = (f,v) Yve H

lost.

Beweis: Steht in jedem guten Buch iiber schwache Losungen elliptischer Glei-
chungen und in Standardwerken der Funktionalanalysis. Daher verzichten wir
darauf und verweisen auf die schéne Darstellung in Evans. Ist B symmetrisch,
Blu,v] = Blv,u|, dann ist der Beweis sehr einfach. Dann ist ((u,v)) = Blu, v]
ein neues Skalarprodukt in H, dessen Norm zu ||.|| &quivalent ist. Dann gibt
es nach dem Satz von Riesz genau ein u € H, so dass

((u,v)) = (f,v) Yve H
gilt. O
Diesen Satz wollen wir nun auf unsere konkrete Bilinearform
Blu,v] = (AVu, Vo) + (b - Vu,v) + (cu,v) (5.6)
anwenden. Dazu wihlen wir H = H!(€Q) mit der natiirlichen Norm von H}.

Lemma 6 (Energicabschitzungen) Fir die in (5.6) definierte Bilinearform
B existieren o, 3 >0, v > 0, so dass

(1) [B(u,v)] < aflulmy@llvllmo)
(i) Blu,u] > Bllullzyq) = Vlullzzq)-
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Beweis: (i)
|B(u,v)] < [(AVu, V)| +|(b- Vu,v)| + |(cu,v)|
< Al [Vullzz[[ Vol 22 + [|b]| oo [Vl 22 0] 2
+lellpee|ull 2 [Jv]| 22
< allullm@llvlla e

(ii) Wegen der Elliptizitat gilt
(AVu, Vu) > 9|Vul?.
Daher folgt
Blu,u] > 9| Vullz> = [[bllze | Vull 2 lull 2 — llefl < [[ullZ2
Den zweiten Term schétzen wir mit Hilfe der Youngschen Ungleichung
(ab < ea® + i192) ab
- 4e
2 1 2
IVullzllullze < el Vullze + [ Vullze.

Wir erhalten zunéchst

Blu,u] > (9 — el|bl| =) [IVul[ 7. — Cllull72

und daraus
Blu,u] > Bllullzn — ylullZ

falls € hinreichend klein ist. O

Als Folgerung erhalten wir

Satz 16 (Existenzsatz) Es existiert ein vy > 0, so dass fir jedes p > v und
jedes f € L2(Q) genau eine Lésung u € HL(Q) fiir die Randwertaufgabe

Lu+pu = f in §2
u = 0 auf I’

existiert.
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Bemerkung: Gleiches gilt fiir fo — > D;f; mit f; € L*(2) anstelle von f.

=1

Anwendung auf den Fall der Poisson-Gleichung

Im Fall Lu = —Aw lasst sich die Kombination der beiden letzten Sitze noch
leichter anwenden. Wir betrachten hier

—Au = f in €2
u = 0 auf I’

Hier gilt
Blu.u] = | Vu-Vude = ||Vullfaq = [ulfyo

mit der verkiirzten Norm |.| von H}. Folgerung:

Die Poissongleichung besitzt fiir jedes f € L*(Q)) genau eine schwache Lésung

Gleiches gilt wieder fiir
—Au = fo— Dif;
i=1

’LL‘F:O

Beispiel: Die bereits vor einigen Seiten als Beispiel angegebene Aufgabe im
Einheitsquadrat

of

Ay = L

“ ox
u|r =1

hat genau eine Losung u € H'(Q). Die Eindeutigkeit folgt aus der Betrach-
tung der Differenz zweier verschiedener Losungen ...

5.5.3 Eigenwerte

Das Losungsverhalten von elliptischen Gleichungen in Divergenzform kann
mit Hilfe der Fredholm-Theorie detailliert beschrieben werden. Wir werden
das hier nur skizzieren.
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Zunéchst fithren wir den zu L formal adjungierten Differentialoperator ein:
Seien u,v € H}(Q)

(Lu,v) = Blu,v]

= /Za”DuDvdx-l—/ ZbDudx—l—/cuvdz
Q

i,j=1
n

= —/uZDla”Dv dx—/ ZD (bjv) dw—l—/cuvdw

7,7=1
n

= — “Z D;(a;; D dx—/qul-Divdx—i-/cuvdx
Q =1 i—1 Q

—/ uvZDibi dx
Q=
= (L'v,u)

Definition Der Differentialoperator L*,

L*v:—ZD (a;;D;v) ZbDv—i— c—ZDb

ij=1

nennt man zu L formal adjungiert. Gilt L* = L, so heifit L formal selbstad-
Jungiert.

Da a;; = a;; vorausgesetzt ist, tritt formale Selbstadjungiertheit fiir b = 0
ein. Wir setzen L, = L +~I, d.h.

L,u= Lu+ vyu.
Nach Satz 16 hat die Gleichung
Lou=f
in H!}(Q) genau eine Losung u. Mit einfachen Abschétzungen folgt

lull sy < el fll2@

Damit ist die Abbbildung f — u linear und stetig von L?(Q) in H}(Q). Wir
setzen

_ 71 ~1. 72 1

—L'f L7 L2 HL
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Nun interessieren wir uns aber nicht fiir die Gleichung L,u = f, sondern fiir
Lu = f. Es gilt

Lu = f
Lu+~yu = qyu+f
u = L'(yu+f)
u = 7L;1u+L;1f
= Ku+f

Wegen der stetigen Einbettung von H}(Q) in L*(©2) kénnen wir K = L' als
Operator von L? in L? auffassen und erhalten die transformierte Gleichung

u—Ku=h (5.7)

Die Einbettung von HL(Q) in L?() ist aber nicht nur stetig, sondern sogar
kompakt. Deswegen ist K ein kompakter Operator in L?. Deshalb kann man
auf (5.7) die Theorie der Fredholm-Operatoren anwenden. Diese besagt unter
anderem, dass entweder (5.7) fiir alle rechten Seiten h genau eine Losung hat,
welche stetig von h abhédngt oder die homogene Gleichung

u—Ku=0
nichttriviale Losungen besitzt.
Definition: A € C heifit Eigenwert von K, wenn die Gleichung
Ku=J\u

nichttriviale Losungen besitzt. Ist K selbstadjungiert, d.h. K = K* in L?(Q),
(Ku,v) = (u, Kv), dann besitzt K abzahlbar viele Eigenwerte mit folgenden
Eigenschaften:

e alle Eigenwerte sind reell

e sie lassen sich der Grofle nach ordnen:

A1) > [Ao| > ...

e 0 ist einziger Haufungspunkt.
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Nun gilt Ku = Au genau dann, wenn yL7 L = Au gilt. Somit folgt

zu = Lu

A
und p; = )\l ist Eigenwert von L. Aus |\;| — 0 folgt |u;| — oo.

Definition: x € IR heifit Eigenwert von L, wenn Lu = pu in H!(Q) eine
nichttriviale Lésung besitzt.

Satz 17 Ist L formal selbstadjungiert und elliptisch, dann hat L abzdihlbar
wele Eigenwerte p; mit p; — oo falls i — oo. Ist p kein Eigenwert von L,
dann st das Randwertproblem

Lu—pu = f n
u = 0 auf I’

in HY(Q) eindeutig lisbar, und die Lisung hingt stetig von f ab:

[ull ) < ell fllzze)-

Bemerkung: Gleiches gilt wieder fiir Lu — p = fy — Z D; f;. Auch hier gilt

=1
ull tre) < el follz) + D I fill L2))-
=1

Man kann auch gleich Lu — p = f mit f € H }(Q) betrachten und erhélt

||UHH3(Q) < C||f||H*1(Q)'

5.5.4 Andere Randbedingungen

Bisher waren unsere Aufgaben mit homogener Dirichletscher Randbedingung
gegeben. Wir wollen nun anhand von ausgewéhlten anderen Aufgaben noch
weitere Moglichkeiten kennenlernen.
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1. Poisson-Gleichung und Randbedingung 3. Art

—Au = f in €2

% +au = g aufl (5.8)

Dabei seien die Funktionen f € L?(Q2), g € L*(T) und a € L*®(T) gegeben.
Fiir die Uberfithrung dieser Gleichung in die Variationsformulierung miissen
wir die Gleichung mit einer Testfunktion aus H' (nicht H!(€) !) multiplizie-
ren.

—/QvAudac = /vadm

ou
vdS+/QVu-Vvdx = /vad:v

~Jrov
—/F(g—au)vdeL/QVu-Vvdm = /vad:v

Wir sortieren noch um

: — 1
/QVu Vo dm+/rozuv as /va dx—l—/rgv dsS  Yve H(Q). (5.9)

Definition: u € H'(Q) heiBit schwache Lisung von (5.8), wenn (5.9) fiir alle
v e HY(Q) erfiillt ist.

Spezialfall: @ = 0 Es ergibt sich das Neumann-Problem,

/Vu-Vvd:p:/fvdx—i—/gvdS.
Q Q r

Stellen wir nun die Beziehung zur allgemeinen funktionalanalytischen Form
her:

B[u,v]::/Vu-Vvdx+/auvdS B:H'xH'— R
Q r

F(v)=/fvdx+/gvd$ F:H'- R
Q r
F ist linear und stetig und ist folglich Element des Dualraums H'(£2)*.

Blu,v] = f(v) Yo € HY(Q)
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Kann man von (5.9) auf (5.8) schlieflen ? Dazu sei u eine schwache Losung.
AuBerdem sei u € H?(2) bekannt. Dann gilt

o,
r Oov

und wir kénnen (5.9) umsortieren zu

/Vu-Vvdx: dS—/vAudx
Q 0

ou
—/QvAudx—/vadz— ngds—i—/rauvdS—/rgvdS

oder 5
u
/Q(—Au—f)vdxjt/r(%v—l—au—g) ds = 0.

Beide Gleichungen miissen fiir alle v € H'(Q) erfiillt sein. Also gelten sie
speziell fir v € H}(Q). Dort fallen die Randterme weg und wir erhalten

/Q(—Au ~fode=0  Yoe H(Q).

Damit ist die Poisson-Gleichung —Au — f = 0 (im Sinne schwacher Ablei-
tungen) erfiillt. AuBerdem folgt

ov

Man kann zeigen, dass die Randwerte v|r aller H'(Q)-Funktionen im Raum
L?(T") dicht liegen. Deshalb ist auch die Randbedingung
ou

%v—i-oau:g

/(@v—i-ozu—g) ds = 0. Vv € HY(Q).
r

erfiillt.
2. Poissongleichung mit gemischter Randbedingung

—Au = f in
u = 0 aufly (5.10)

0
—u+au = g auf I'y
ov

Dabei seien die Funktionen f € L*(Q), g € L*(T'y) und a € L*°(T'y) gegeben.
Auflerdem sollen Die I'; disjunkt und meflbar sein mit I'y U Ty = I'. Der
geeignete Raum fiir die Testfunktionen ist in diesem Fall

V={ve H(Q)v=0auf I}
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Die iiberfithrung in die Variationsformulierung erfolgt vollig analog zu der

0
von (5.8), nur féllt jetzt der Term a—uv dS weg. Wir erhalten
v

Iy
Blu,v] = F(v) YveV (5.11)
mit
Blu,v] = / Vu- Vv dx+/ auv dS
Q )
und

F(v) :/ fo dx+/ gu dS.
Q I
3. Gleichung in Divergenzform (5.1)

Wir betrachten nochmals (5.1), Lu = f in €, aber jetzt mit passender Rand-
bedingung 3. Art. Die Gleichung lautete

—div(A grad w) + b - grad u + cu = f.
Wir multiplizieren mit v € H'(2) und erhalten mit partieller Integration
—/U(AVu, V) da:+/ (AVu, Vv) dx—i—/ v(b, Vu) d:l:—i—/ cuv do = / fvdz
r Q Q Q Q
bzw.

/FU(VU,A V) da:—l—/Q(VU AVu + vb - Vu + cuv) dx /va dx.

Den Term Vu - ATv sollte man daher auf dem Rand vorgeben, anstelle von

@:I/'VU, falls A # 1.

ov

Definition: Der Ausdruck
N ATy V= AV
aVA

heifit Konormalenableitung von w auf I'.

Eine sinnvolle Randbedingung ist daher

ou N
—_— au = qg.
aVA g
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Somit betrachten wir die Aufgabe
—div(Agradu) +b-gradu+cu = f in Q

a%—au =g auf I' (5.12)

und erhalten als Variationsformulierung
Blu,v] = F(v) Vv € H(Q) (5.13)
mit
Blu,v] = /Q(AVu, V) dx + /Fozuv ds + /Q(vb -Vu + cuv) dx
und
F(v) :/va da:+/rgv ds.

Definition: Eine Funktion v € H'(2), welche (5.13) erfiillt, heiit schwache
Losung von (5.12).

Existenz und Eindeutigkeit schwacher Lésungen von 1.-3.

Wir behandeln exemplarisch (5.12). Nach dem Satz von Lax-Milgram reicht
dazu der Nachweis von:

Blu o]l < cllullm@llvllme — VuveH (5.14)

Blv,v] > Blulfng — mit >0 Vue H' (5.15)

(5.14) haben wir schon im Beweis von Lemma 6 gezeigt. Neu ist lediglich

der Term mit dem Randintegral. Hier helfen uns aber die Spursitze. (5.15)
macht aber wirklich Probleme. Wir betrachten hier nur den Fall b = 0:

Blu,u] = /VU-AVU +/au2 dS+/cu2dx
Q r Q

> 19/ |Vul? dx—i—/mf dS+/ cu® dx (5.16)
Q T Q
Fall 1: (einfachster Fall) a > 0 und ¢(x) > ¢, > 0.
Dann gilt:
Blu,u] > 19/ |Vul? dx+co/ u? dx
Q Q
> mmw,co)/(|vu|2+u2) dz
Q
> Ollull o) (5.17)



112 KAPITEL 5. SCHWACHE LOSUNGEN

Fall 2: (etwas schwieriger) a(z) > a, > 0 und ¢(z) > 0
Dann folgt:
Blu,u] > 19/ |Vul* dz + ao/ u? dS (5.18)
Q r

Uns fehlt der Term [, u? dz. Hier hilft die Friedrichsche Ungleichung:

Lemma 7 (Friedrichsche Ungleichung) Q habe einen Rand der Klasse C™!,
', C T habe positives Mafs. Dann existiert eine positive Konstante c, so dass
qilt

Jul| 72 () < c(/F u(z)? dS + /Q |Vu(x)|? dx) Yu € H'(Q) (5.19)

o

Mehr dazu findet man im Buch von Casas S.216. Nun kann die gewiinschte
Abschétzung leicht erhalten werden: Wir wenden die Friedrichsche Unglei-
chung (5.19) auf (5.18) an und setzen fort

Blu,u] > min(d, ao)(/ |Vul? dz + / u? dr)
0 r
= Pllullae (5.20)

Insgesamt sind mit den Ungleichungen (5.17) und (5.20) in beiden Féllen die
Voraussetzungen fiir den Satz von Lax-Milgram erfiillt, und wir haben als
Folgerung den

Satz 18 In jedem der Fille
(1) a(z) >0, c¢(x) > ¢, >0
(i1) a(z) > o, >0, c(z) >0
besitzt die Aufgabe

—div(A gradu) +cu = f

— ftau =
aVA g

bei gegebenen f € L*(Y), g € L*(T) genau eine schwache Lisung u € H ().
Dabei gilt die Abschdtzung

ull g1y < el fllz2@) + l9llzzmy)-
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Bemerkung: Wegen (5.19) gilt Gleiches fiir die gemischte Randbedingung

0
i—i—au =g auf '\ T',

u = 0 auf I,

falls das Maf3 von I', positiv ist.

5.5.5 Erweiterungen

Die von uns behandelten elliptischen Differentialgleichungen waren Gleichun-
gen 2. Ordnung. Fiir deren schwache Losung haben wir aber nur die Existenz
der ersten (schwachen) Ableitung vorausgesetzt. Da man andererseits aus der
klassischen Theorie bei hinreichend glatten Daten Lésungen aus C?(Q)NC(Q)
kennt, stellt sich die Frage, ob die schwachen Lésungen in wirklichkeit nicht
glatter als nur H'(Q) sind. Das ist die Frage nach der Regularitit schwacher
Losungen. In der Tat kann man bei hinreichend glatten Daten A, b, ¢, f,g,T’
zeigen, dass u € H?(Q) bzw. sogar u € C%(2) (oder noch héhere Regularitéit)
liegt, siehe Evans Kapitel 6.3.

Das Maximumprinzip fiir elliptische Gleichungen haben wir bisher fiir den
Spezialfall des Laplace-Operators kennengelernt,

Lu = —Au.

Man kann bei hinreichend glatten Daten das Maximumprinzip auch beweisen
fiir den Fall

ij=1 i=1
sowie unter Zusatzvoraussetzungen auch den Fall
Lu=— Z aijDZDJu —+ Z bZDZU + cu
ij=1 i=1

behandeln. Mehr dazu steht im Kapitel 6.4 bei Evans. Zu empfehlen ist aber
auch das Standardwerk zu Maximumprinzipien: Protter/Weinberger.
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Kapitel 6

Die Finite-Elemente-Methode
(FEM)

6.1 Approximation von Funktionen einer
oder zweier Verdnderlicher durch
Basisfunktionen

Digitale Technik kann keine stetigen Funktionen insgesamt verarbeiten, son-
dern nur endlich viele Zahlenwerte. Also muss man Funktionen sinnvoll durch
endlich viele Werte annadhern. Sehr einfach ist dies bei Funktionen einer re-
ellen Verdnderlichen.

b—ua

M

Wir ersetzen die Funktion u durch den Polygonzug durch die Stiitzstellen.
Es gilt

h = ri=i-h+ai=0,..,.M wu;=u(x;)

T — x;
h
Man kann dies aber auch anders darstellen. Dazu fithrt man die Basisfunk-

tionen w;

up(x) = ulx;) + (u(xigr) — ulxy)) falls © € [x;, xi41].

1 in x;
w; = { stetig, linear in[z; 1, x;] bzw. [z, ;41
0 sonst

115
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Dann gilt offenbar
M
up(z) = ww;(x) u; wie oben
i=0

Vorteil: Alle diese Funktionen haben die gleiche Gestalt und nur einen lokalen
Tréager.

Wir kénnen diese Idee ohne Probleme ins 2-Dimensionale iibertragen. Auch
hier wollen wir einen Ansatz mit stiickweise linearen Funktionen des Typs

up(z) = Zouzwz(:c)

betrachten. Die u; sind wieder die Werte in den Gitterpunkten. Wir miissen
nur noch erkldren, wie die Ansatzfunktionen w; genau definiert sind. Zur
Demonstration der Grundkonstruktion sei {2 ein Quadrat. Wir zerlegen die-
ses Quadrat in Teilquadrate, indem wir jede Quadratseite in M Teilstiicken
teilen:

r,=v-h ypu=p-h v,u=1.M—1.

Mit €, bezeichnen wir nun ein sechseckiges Gebiet mit den Mittelpunkt
(2, ymu). Die Eckpunkte dieses Sechsecks sind (,_1, Ymu—1), (Zv, Ymt — 1),
(Zyi1, Ym), (Tpi1s Ymus1) (T, Ymus1) und (2,1, ymu) (siehe Skizze). Durch
Verbindung des Mittelpunktes mit den Eckpunkten entstehen sechs Teildrei-
ecke.

Wir fordern nun fir die Ansatzfunktionen ¢,,(x,y)
1. Die Funktion sei linear in jedem Teildreieck.
2. Die Werte in den Gitterpunkten seien gegeben durch

1 k=v, 1=
(T, Y1) = { 0 sonst :
Insbesondere folgt daraus, dass ¢,,(x,y) = 0 gilt aulerhalb von Q,,, d.h.

diese Funktionen haben wieder lokalen Trager.

Formeln fiir die Ansatzfunktionen ¢, ,,:

Im Dreieck 1: Prinzipiell gilt ¢,,, = ag + oz + azy Offenbar gilt: oy = D,

und oy = Dy . Im Dreieck 1 gilt D, = 0 und Dy = 1/h, also ergibt sich
1

Pou = Qg + Ey
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Fir y = p - h folgt

1
l=ay+—--p-h == ay=1—p

h
1 y
@uuzl—u+ﬁy=1+(ﬁ—u)
Dreieck 2: Dy = —1/h Dyp=1/h
1 1
SOWZOéo—El"i‘Ey
Damit gilt hier speziell
1= Qg — UV + 1%
und damit
1+ T Y N
= vV — —_ — —Yy = — (= VU - — .
Analog berechnet man bei den anderen Dreiecken.
L+ (% —p) Dreieck 1
1— (3 —v)+ (¥ —p) Dreieck 2
) 1=(G-v) Dreieck 3
o= 1 (3 —n) Dreieck 4
1+ (3 —v)— (% —p) Dreieck 5
L+ (3 —v) Dreieck 6

Wir haben nun die gewiinschten Basisfunktionen konstruiert, und zwar ins-
gesamt N = (M — 1)? viele. Der Ansatz ist also hier

M—1
U(xay) = Z uvu@w(xay)-
v,u=1
Bemerkung: Dieser Ansatz fithrt nur auf Funktionen mit homogenen Rand-
werten.

Es gilt:

(1) puu € HY () Vv, (siehe Beispiel 5 im Abschnitt 5.1)
(ii) ¢y, linear unabhéngig von ;;, falls i # v oder j # p
(iii) Vj, = span{,, } hat Dimension (M;)?

V}, ist ein endlichdimensionaler Teilraum von V = H}().
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6.2 Grundziige der FEM

Alle unsere Randwertaufgaben fiihrten auf das Problem
Blu,v] = f(v) WYveV. (VcHYQ) (6.1)

Bei der FEM geht man so vor: V;, C V sei endlichdimensionaler Teilraum,
der in gewisser Hinsicht vom “Diskretisierungsparameter® h abhéngig ist.
Bei den Ansatzfunktionen aus Abschnitt 6.1 wére dies die Gitterweite. Wir
wéhlen nun einen Ansatz fiir u

N
u, =Y uw;
i=1
wobei {wy, ..., wy} eine Basis von V}, ist. Zu hart wére nun die Forderung
Blup,v] = f(v) Yv e V.
Sinnvoll ist dagegen
Blup,vp] = f(vn) Yoy, € V.
Dann stimmen némlich die Dimensionen {iberein.
Definition: Die Aufgabe u;, € Vj,
Blup,vp] = f(vn) Yy, € V. (6.2)
heifit das zu (6.1) gehorige diskrete Problem.

Wir kommen nun zur Umformung von (6.2). Wir verwenden dabei als Test-
funktionen vy, die Basisfunktionen w; von V},

Blup, w;] = f(w;) Vi=1,.., N.

Jede Losung dieses Systems ist offenbar auch Losung von (6.2). Wir setzen
nun unseren Ansatz fiir u; ein

N
B[ZU]‘U}]',U}Z‘] :f(wz) VZ: ]_,..,]\/v7
j=1
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woraus
N

ZU]'B[U}]',U}Z'] :f(wz) Vi = 1,..,N

j=1

folgt. Wir setzen nun

Q5 = B[wj7wi]> fi= f(w1>
und erhalten

N
Zaijuj :fl \V/’lzl,,N
j=1

In Matrixschreibweise sieht das einfacher aus

AhQ:f7

wobei A die Matrix mit den Elementen a;; ist und u bzw. [ die Vektoren
mit Elementen u; bzw. f; sind. Wir haben damit die Aufgabe auf die Losung
eines linearen Gleichungssystems reduziert.

Anwendung der Methode

e Ansatzraum Vj, wihlen

e System Apu = f aufstellen, d.h. A, und f berechnen.

N
e System lésen ... up(x) = X wyw;(v)

Anwendung auf die erste Randwertaufgabe im Einheitsquadrat

Wir verwenden die eingefiihrten “Hiitchenfunktionen® ¢,,,. Aulerdem gilt

Blu,v] = /Q(Vu, V) dedy = /Q{vax + uyvy, } dedy

Damit gilt fiir die Basisfunktionen

[ 000 0pr | 0Py Okl

Klar ist
B[QOVM, gpkl] =0 falls QVN N le = @
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Aber es gibt ja noch viele andere Fille. Die beiden Gebiete konnen identisch
sein oder sich teilweise iiberschneiden. Wir erhalten:

2 k=v l=u
-1 k=v+1 l=pu

0 k=v+1 Il=p+1
dxdy = 0 k=v l=p+1
-1 k=v—1 Il=u

0 k=v—-1I1l=p—-1

OPuy Ok
o Or O

0 k=v =pu—1

2 k=v =u

0 k=v+1 l=p

0 k=v+1 l=p+1
awyu%dxdy: -1 k=v l=p+1

o dy Oy 0 k=v—-1l1l=pu

0 k=v—-1I1l=p—-1
-1 k=v l=p—1

4 k=v =i
-1 k=v+1 l=p
0 k=v+1 Il=p+1
Blowpu] =4 -1 k=v l=p+1
-1 k=v—-1Il=p
0 k=v—-1 Il=p—-1
-1 k=v l=p—1

Wir rechnen hier als Beispiel vor: k =v, [ = pu

&pw 6g0kl 8901/ aSolfl
dxdy / 1 IOk oy,
a0 Or Or Z or Ox

0wy

In den Dreiecken K7 und K, galt = 0. In den anderen Dreiecken war

1
jeweils Dou = +—. Also ergibt sich insgesamt
Ox h
a(pup, akazl 1 h?
dudy = / —dpdy =4 — =2,
o 0r Or 2325:6 vy h? 2
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Nehmen wir noch den Fall: k =v + 1, [ = pu.

a(puu 0P 00y 0P 00y 0P
—/= dxdy = RZEE dxd B2 dxd
Q Or Oz Ty K, Or Oz xy—'—Kg@x oz ey
Hier gilt

Opvu _ 1 Opm _ 1

Ox h’ oxr h’
also 5 5 . 2

Prp OPEI
—drxdy=2-(——) - — = —1.
o Or Oz ray ( h2) 2

Analog rechnet man in den anderen Féllen.

Wir kommen nun zu einem wichtigen Problem:

Um die Matrix A aufstellen zu kénnen, miissen wir die Funktionen ¢,,
durchnummerieren von 1 bis (M — 1)2. Je nachdem, wie wir dies tun, wird
die Matrix A;, eine mehr oder weniger komplizierte Gestalt haben.Um die-
se Dinge in den Griff zu bekommen, muss man aber etwas mehr Aufwand
treiben.

Stark vereinfachtes Beispiel:

Wir vernetzen €2 so grob, dass ein direktes Durchrechnen ohne weitere Kennt-
nisse gerade noch moglich ist. Dazu verwenden wir 4 innere Knoten und
haben also 4 Basisfunktionen:

w1 = P11, W2 = P21, W3 = P22, W4 = P12

Zu berechnen haben wir die Matrix Aj,. Die Formeln dazu haben wir schon
bereit gestellt. Demnach stehen auf der Hauptdiagonalen lauter Vieren. Bei
den Elmenten ai4 und age haben wir den Fall £ = v, [ = p+ 1. Laut unserer
Tabelle ergibt sich der Wert —1. aq4 ist Null, da der gemeinsame Trager die
leere Menge ist. a;3 ist der Fall kK = v+ 1, [ = p+ 1. Hier ergibt sich ebenfalls
der Wert Null. Bleibt noch a5 und as4. Diese stellen die Félle £k = v + 1,
l=pund k =v—1,1 = p dar. Beide liefern den Wert —1. Zusammengefasst
erhalten wir

4 -1 0 -1
-1 4 -1 0
An = 0 -1 4 —1

-1 0 -1 4
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Gegeben sei auflerdem die rechte Seite f = 1 in 2. Wir miissen noch die
Elemente f; des Vektors f berechnen:

fi Z/Qf(m,y)wi(x,y) dwdy:/gzwi(x,y) dzdy

Dieser Ausdruck ist aber gerade das Volumen des Hiitchens. Die Grundflache
besteht aus 6 Dreiecken mit Flicheninhalt h22/2. Die Hohe der Pyramide ist
1. Nach der Formel V,, = %~Grundﬂéiche erhalten wir

h = h%.

2
fi:‘/p:6'€

und damit das folgende Gleichungssystem fiir w:

4 -1 0 -1 Uuq
-1 4 -1 0 Us
0 —1 4 -1 U3
-1 0 -1 4 Uy

1

1
_ 32
=h )
1

In unserem Fall ist h = 1/3, also steht rechts im Vektor immer 1/9. Offenbar
muss die Losung total symmetrisch sein. Man erhélt also die Losung u; =
us = uz = uy = 1/18 und damit das Ergebnis

1

uh(x,y) = E(wl(xay) + wg(x,y) + wg(:p,y) + w4(:p,y)).

In der Ubung werden wir noch auf das Lemma von Céa eingehen.



Kapitel 7

Parabolische
Differentialgleichungen

7.1 Das erste Randwertproblem und das Ma-
Ximumprinzip

Wir betrachten die eindimensionale Warmeleitgleichung in einem krummlinig
berandeten Viereck: ¢ < @9 stetig;

du 0*u ,
5 = a2 in (z,t) € G. (7.1)
u(z,t) = f(z,t) (x,t) €T (7.2)

Dabei sei

D={(z 0t =to} U{(z,t)[ 2 = (t)} U {(2, )]z = pa(t) }.

AuBlerdem sei f stetig, d.h. wir fordern die Vertriglichkeit der Randbedin-
gungen mit den Anfangsbedingungen.

Satz 19 Seiu Lisung von (7.1), stetig auf G. Dann nimmt u sein Minimum
und Maximum auf ' an, also auf der Grundlinie t = ty oder auf den seitlichen
Begrenzungen von G.
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Beweis: Nach Priwalow. Wir nehmen das Maximum. Sei
M = maxu(z,t)
G
m = max u(x,t)
Annahme: M > m (also auf G \ T realisiert).
M =wu(z",t") = t, <t", o1(t") <z < @a(t")

Wir definieren

v(z,t) = u(x,t) + m(:c —x*)?

42
mit
I := max {@a(t) — p1(1)}

to<t<T

Auf I gilt:

v<m-+ = +— < M.

M—-—m M  3m
4 4 4

Dagegen gilt
v(x*, t") = M,

also nimmt auch v sein Maximum nicht auf I an. Das Maximum von v werde
in (z1,t;) angenommen. Wieder gilt

to < t1, @1(t1) < @1 < @a(ts).

Aus der Theorie der Extremwerte wissen wir

0%
— <0
ox? —
und 5
v
— >0.
ot —
In der letzten Zeile steht nur ein “>%, da t; = T moglich ist. Somit gilt in
(xlv tl)
o P
ot o0x?2 —

Wir konnen aber auch anders rechnen:
v @ ~Ju Pu M—-m M-—m
ot o0x2 ot 0x2 202 92

< 0,
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womit sich offenbar ein Widerspruch ergibt. O

Folgerung 1 Die Losung des ersten Randwertproblems ist eindeutig. Sind u
und up Losungen von (7.1)-(7.2), dann 16st u; —us das Problem mit homoge-
nen Daten. Nach dem Maximumprinzip besitzt die homogene Aufgabe aber
nur die Losung u = 0.

Folgerung 2 Die Losung des ersten Randwertproblems héngt stetig von den
Daten ab. Seien u; und uy Losungen von (7.1)-(7.2) zu den rechten Seiten f;
und f5. Dann gilt nach dem Maximumprinzip

|ur —walle@) < M1fr = fello)-

Bemerkung: Fiir ein Rechteck G haben wir frither eine Losung mit der Fou-
riermethode hergeleitet. Nach Folgerung 1 ist dies die einzige.

7.2 Das Cauchyproblem

Im Unterschied zu fritheren Definitionen des Cauchyproblems nennt man
auch das folgende Cauchyproblem fiir die Warmeleitgleichung. Gegeben sei
eine Funktion ¢ € C(R), die zusétzlich beschrinkt sein soll. Gesucht wird
die Lésung von

du 0*u ,
% = a2 in (—o0,00) x (0, 00)
u(z,0) = ¢(x) in (—o0,00), (7.3)

wobei u stetig und beschrénkt sein soll fiir t > 0.

Satz 20 Die Lisung von (7.3) ist in der Klasse der beschrinkten Funktionen
eindeutig bestimmt.

Beweis: Sei ¢ = 0, u Losung von (7.3), |u(z,t)| < M fur 0 <¢ < T (T >0
beliebig, aber fest). Zu zeigen: v = 0. Sei dazu (xg,tp) fest mit t, > 0,
varepsilon > 0 beliebig, aber fest. Wir zeigen |u(zo, t9)| < €. Dazu betrachten
wir

w(z,t) =2t + 1% = W = Wy
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Damit 1osen natiirlich auch die Funktionen
cw cw

— + u, —_— —u
w(ﬂfoyto) w(l’oato)

die Warmeleitgleichung. Wir betrachten nun das Rechteck

M t
0<t<T, 2] < MJF‘%‘_
€
In diesem Rechteck sind beide Losungen nichtnegativ. Das sieht man so: Fiir
M t
t =0 gilt w = 0. Fiir |z] = Muw(zo, o) + |zo| gilt
€
ew__ ex? >__ ¢ - Mw(xo, to) _ v
w(xo, to) — w(xo,to) — w(wo,to) 5

Nach dem Maximumprinzip sind daher die beiden Lésungen nichtnegativ im
gesamten Rechteck. Es gilt also:

Ew ew

+u >0, — —u >0,
w($0>to) w(x0>to)
also
]u\ < ew
o U)(mo,to)

Damit gilt speziell im Punkt (xg, o)
|u(zo, to)| < e.

Wir lassen nun ¢ gegen 0 gehen und erhalten wu(zg,ty) = 0. Da der Punkt
(x0,to) beliebig gewahlt war, gilt u = 0. O

Bemerkung: Die Eindeutigkeit l&sst sich auch unter einer schwécheren Vor-
aussetzung zeigen: Sei u Losung von (7.3), ¢ = 0, f(z) = maxo<<r |u(z,t)|
und T > 0 fest. Existiert ein ¢ > 0, so dass

2

f(z) e —0, |z| — infty,

dann gilt v = 0, d.h. die Eindeutigkeit. Der Beweis steht in Petrowski S.268.
Ohne Wachstumsbeschrankung ist die Losung nicht eindeutig.
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Satz 21 Sei u beschrinkte Lisung von (7.3) und |¢(x)| < n. Dann gilt auch
u(e, )] <.

cw
Beweisidee: Wie beim letzten Satz. Wahlen nur anstelle von ——— nun

U)(IO, to)

die Funktion % + 7 und lassen dann wieder £ gegen Null streben. O
W\ To, Lo

Die Losung von (7.3) ldsst sich auch explizit angeben:

Satz 22 Die eindeutig bestimmte Losung u von (7.3) ist

(a—

u(z,t) = ﬁ /_ Z i\f;e WS de (6> 0). (7.4)

Diese Darstellung wird auch als Poissonsches Integral bezeichnet.

Beweis: Da ¢ beschréankt ist, konvergiert dieses Integral offensichtlich fiir ¢ >
0 (man iiberlege sich das selbst). Diferenzieren wir das Integral beliebig oft
nach ¢ oder x, so konvergiert das Integral ebenfalls (dito). Diese Konvergenz
ist gleichméBig in einer hinreichend kleinen Umgebung des Punktes (z,t).
Wir kénnen daher die Differentiation unter das Integral ziehen.

Die Funktion
1 @92
—e 4t

Vi
erfilllt die Wirmeleitgleichung (siche 1. Ubung Aufgabe 2a).Man iiberlegt
sich leicht, dass daher auch u der Warmeleitgleichung geniigt. Wesentlich
interessanter sind die Fragen, ob die Losung beschriankt ist und ob sie die
Anfangsbedingung erfiillt. Wir definieren

M := max |p(z)|
xTe
und erhalten
M e 1 (a—¢)? M 2
t <—/ L d:—/ gy
S BN A - BN

(r —¢)
2V/t

Fehlerintegral benutzt. Interpretieren Sie die eben gefundene Losung zu ¢ =
M physikalisch !

substituiert und die Formel fiir das Gaufische

Dabei haben wir y =
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Kommen wir nun zur Anfangsbedingung. Wir verzichten hier auf die iibliche
Epsilontik und schreiben nur die Grundidee auf. Die Substitution £ = x +
2+/ty fithrt zu

u(z,t) = % /_O:o o(z + 2Vty)e ™ dy.
AuBerdem gilt
1 o0 2
plr) = o= [ plwe dy

Ist N hireichend grof3, dann gilt

N 2
/ go(:zc—l—Q\/Ey)e_y dy.

u(z,t) ~

SiI-
L

und natiirlich auch

e~ [ e dy

jeweils bis auf ein €. Es gilt also
1 (N 2
(e 1) — (@) < = [ oo+ 2y — pla))e " dy + 22

Der Ausdruck ¢(z + 2v/ty — p(x)) strebt aber fiir ¢ — 0 gleichméBig gegen
0 auf [—N, N|. Fiir hinreichend kleines ¢ gilt daher

lu(z,t) — p(z)| < 3e.
Wird N beliebig gro8, wird ¢ beliebig klein, somit gilt u(z,0) = ¢(x). 0

Bemerkung: Sei

(z) = 1—|z| fir|z] <1
= 0 sonst

und ¢ > 0. Dann gilt

(z=6)2

1 1 _
u(z,t) = N [1 o(x)e d¢ >0 Vr € R.

Damit gilt v > 0 fiir beliebig kleine Zeit und beliebig entferntes x. Somit
widerspricht die Wéarmeleitgleichung in diesem Punkt der Realitét.
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7.3 Das Cauchyproblem fiir héhere Ortsdi-
mension

Sei ¢ € C'(IR™). Als Cauchyproblem bezeichnen wir dann analog: Gesucht ist
eine Losung v mit
uy = Au t>0, z€R"
u(z,0) = ¢(x) reR" (7.5)
sowie u;, Au stetig fiir t > 0, x € R", u stetig fir t > 0, x € R"™.

Satz 23 Ist p € C(IR") beschrinkt, so gibt es genau eine beschrinkte Losung
w von (71.5). Diese ist gegeben durch

(e, t) = (4nt)~3 /]Rn ¢

[z—¢]

£ (&) dE.

Der Beweis der Eindeutigkeit erfolgt wieder analog zum eindimensionalen
Fall. Man beweist zunéchst das Maximumprinzip und folgert daraus die Ein-
deutigkeit. Die Giiltigkeit der Losungsdarstellung wird analog zum letzten
Satz gezeigt.

Bemerkung: Die Funktion

D(e,€,1) = (4mt)“Fe~ 50

heifit Grundlosung der n-dimensionalen Warmeleitgleichung oder auch Fun-
damentallosung oder Singularititenlosung.

7.4 Schwache Lésungen in Wzl’O(Q)

Wir betrachten hier als Muster fiir parabolische Aufgaben das dritte Rand-
wertproblem:

uy — Au+cou = f in@=Qx(0,7T)
u(z,0) = wup(z) in (7.6)
%+au =g auf ¥ =1 x (0,7)

Dabei sind folgende Funktionen gegeben:
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co € L*(Q), co = co(z, )
fer*Q), f=f(z.t)
a€L®X),a=art),a>0

g€ L*(%), g=g(z1)

Die Behandlung von (7.6) ist schwieriger als im elliptischen Fall, erfordert
mehrere Techniken und dem entsprechend mehrere Typen von Rdumen. Wir
beginnen mit den gebréauchlisten.

Definition: Wir definieren den Sobolevraum

ou

2 -
oz, e LA (Q)Vi=1,.,n}

Wy(Q) = {u € L*(Q)|

versehen mit der Norm

T 1/2
o = ([ [+ 1)

Die Ableitungen sind als schwache Ableitungen zu verstehen.

Grundlegende Eigenschaften und vieles mehr findet man in dem Buch von
Ladyzhenskaya/Solonnikov /Uraltseva. Hier nur soviel: Dieser Raum ist ver-
sehen mit dem natiirlichen Skalarprodukt ein Hilbertraum.

Definition: Wir bezeichnen mit W,"' den Sobolevraum

@ ou
8t7 8@

WyH(Q) = {u € L*(Q) €L Q) Vi=1,.,n}

versehen mit der Norm

1/2
_ T 2 v 2 2
HuHW21° ~—\ Q(“ + [Vul” + u;) :

Auch dieser Raum wird mit dem entsprechenden Skalarprodukt zum Hilbert-
raum. Wir konnen nun (7.6) analog zum elliptischen Fall in eine Variati-
onsformulierung iiberfithren. Dazu multiplizieren wir die Wérmeleitgleichung
mit einer Funktion v € W' (Q) und integrieren iiber Q. Wir tun das zunéichst
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formal, denn noch wissen wir nicht, in welchem Sinne (7.6) durch u gelost
wird. Wir nehmen zunéchst eine klassische Losung an.

T T T T
/ / wv dxdt —/ / Auv d:cdt—l—/ / couv dzdt :/ / fu dxdt
0o Jo 0o Jo 0o Ja 0 Jo

Da v € Wy (Q) gilt, kénnen wir beziiglich ¢ und z partiell integrieren

/Q(u(x,T)v(x,T)—u(:c,O)v(a:,O))—/Q uvt—i—/E g—ZH/Q Vqu—ir/Q couv:/va

In dieser Formulierung treten die Werte u(z, 0) und u(z, t) auf. Weil y beziig-
lich ¢+ nur aus L? ist, sind diese Werte eigentlich gar nicht definiert. Wegen
u(z,0) = wup(z) konnen wir ug einsetzen. Dieser Trick hilft uns aber bei
u(z, T) nicht weiter. Bei v sieht das etwas anders aus. Die Existenz der ersten
schwachen Ableitung beziiglich der Zeit sichert nach den Spursétzen, dass die
Werte v(x,0) und v(z,T) wohldefiniert in L?(Q) sind. Daher ist es sinnvoll,
v(z,T) = 0 zu fordern. Damit schalten wir auch den Wert u(x,T") aus. Wir
ersetzen noch die Normalenableitung durch ¢ — au und erhalten

—/qut+/QV“V“‘|’/QCOUU+/EO‘UU:/q)fv+/xgv+/§2uov("0) (7.7)

Definition: u € Wy "(Q) heiftt schwache Losung von (7.6), wenn die Beziehung
(7.7) fiir alle Funktionen v € W, (Q) erfiillt ist, die zusiitzlich der Bedingung
v(xz,T) = 0 geniigen.

Die folgende Aussage wird im Buch von Ladyzhenskaya /Solonnikov/Uraltseva
bewiesen:

Satz 24 Unter den angegebenen Voraussetzungen besitzt (7.6) genau eine
schwache Lisung in Wy°(Q). Es existiert eine Konstante ¢; > 0, so dass

[ullyrogy < crllluollzai) + (12 + lglle2 )

gilt, fiir alle ug € L*(Q), f € L*(Q), g € L*(X). Dabei hingt die Konstante
c1 natirlich nicht von ug, f und g ab.

Folgerung: Die Abbildung (ug, f,g) — wu ist linear und stetig von L?(Q) x
LX(Q) x L*(2) in W5 °(Q).

Auf den ersten Blick sieht das Ganze gut aus. Es gibt aber Schwachstellen.
Fiir viele Anwendungen (z.B. bei der Optimalsteuerung) benotigt man Funk-
tionen v mit v(z,T) # 0. Aulerdem mochte man als v gern weniger regulére
Funktionen verwenden. Deshalb betrachtet man ein neues Konzept.
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7.5 Schwache Losungen in W(0,7)

7.5.1 Abstrakte Funktionen

... sind gar nicht so abstrakt.

Definition: Eine Abbildung v = u(t) von [a, b] in einen Banachraum X heifit
abstrakte Funktion.

Beispiele:
1. X =R u: [a,b] — R reelle Funktion einer Verénderlicher

2. X =R" u: [a,b] — R" vektorwertige Funktion

Ui (t)

us(t)

u(t) = € R"

()
3. X = H(Q) u: [a,b] — H'(Q)

In diesem Fall ist u(t) fiir jedes ¢ ein Element von H'(2), also selbst wieder
eine Funktion von z € 2. Folglich

uw(t) = u(.,t) mit u(.,t) = u(z,t)

Man beachte, dass u = u(z,t) aus Wy *(Q) in gewissem Sinn diese Gestalt
besitzt.

Definition: C'([a, b], X) = Raum der stetigen Funktionen u : [a,b] — X mit
Norm

wblX) = )]l x.
Julequanx) = s (e

Fir u € C([a,b], X) = kann man das Riemann-Integral

/a Cult) dt

als Grenzwert Riemannscher Integralsummen

u(&)At;, Aty =t —ti1, & € [tio, b

k
=1

(2
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definieren.

Definition: Sei w : [a,b] — X abstrakte Funktion. Gibt es endlich viele
messbare Mengen M; C [a,b], disjunkt mit JM; = [a,b] und endlich vie-
le Elemente u; € X, so dass u(t) = u; auf M;, so heiit u Treppenfunktion.

Definition: Eine abstrakte Funktion u : [a,b] — X heiit messbar, wenn es
eine Folge {u(t)} von Treppenfunktionen wuy : [a,b] — X gibt mit

u(t) = lim wu(t), f.i. auf [a,b].

k—oo

Definition: L?([a, b}, X) = Raum aller messbaren abstrakten Funktionen w :
la,b] — X fiir welche

b
[ @l dt <00 (1< p <o)

gilt. Dieser Raum wird mit der Norm

b 1/p
fulotan = [ Tuco15 )

versehen.Das hier auftretende Bochner-Integralist ein Pendant zum Lebesgue-
Integral. Es wird analog zum Lebsgue-Integral {iber Treppenfunktionen defi-
niert:

b b
/ w(t) dt = Tim [ ug(t) dt

k—oo Jq
Der Wert des Integrals ist wieder ein Element von X. Fiir Treppenfunktionen
definiert man das Integral

/ab u(t) dt = iul - mes(M;).

Fir X = R ist das Bochnerintegral identisch mit dem Lebesgue-Integral.

Beispiel: X = H'(Q), L*([0,T], H(Q)) mit Elementen y = y(.,t) = y(z,t)
Die Norm ist definiert durch

T 1/2
lilano = ([ 1O )

T 1/2
= (/ / u® + |Vul? dxdt)
0 Jo
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Es fillt auf, dass die Normen in W,°(Q) und L2([0, T], H'(Q)) iibereinstim-
men. Sind die Rd&ume identisch ?
In der Tat sind sie zueinander isomorph, d.h.

Wy (Q) = L*([0, 7], H'(%2))

(Jede Funktion aus dem einen Raum wird durch Abénderung auf einer Menge
vom Mafl Null zu einer Funktion des anderen Raumes. Die Beweiskonstruk-
tion steht in Hill/Phillips.)

7.5.2 Abstrakte Funktionen und Wiarmeleitung

Wir multiplizieren (7.6) mit v € H*(2) = V und halten ¢ € (0,T) fest. Nach
Integration iiber €2 ergibt sich

Léudﬂv:—iéYhdﬂVv+l}ﬂﬂ—fdﬂuﬁﬁv+éﬁﬂﬂ—&@M@Du (7.8)
wobei wir iiberall die Abhéngigkeit von x unterdriickt haben.

Wegen L?(Q) = L*([0, T], L*()) und analog L*(X) = L?([0, T, L*(T")) kénnen
wir f, g und u als abstrakte Funktionen auffassen. Fiir festes t € (0,7") wird
auf der rechten Seite jedem v € H'(Q) linear und stetig eine reelle Zahl
zugeordnet. Daher gilt

Lm@m&z@@m} (7.9)

mit einem gewissen F' = F(t) € H'(Q)* = V*, welches durch die rechte
Seite von (7.8) definiert ist. Ist u schwache Losung aus Wy, dann kénnen
wir u auch als abstrakte Funktion u € L2([0, T], H'(Q2)) auffassen. Man kann
nachrechnen, dass deshalb

T
A|W@%myﬁ<m

gilt, dh. F € L*([0,T], H'(Q)*). Durch Vergleich mit der linken Seite von
(7.9) sollte daher gelten

uy € L*([0,T], H'(Q)*).

Nur wissen wir nicht, was wu; sein soll ...
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7.5.3 Vektorwertige Distributionen

Wir gehen aus vom Raum U = L?([0,7],V) und haben als Hintergrund
den Raum V = H'(w) im Auge. Ist u € Ugegeben, so definieren wir die
vektorwertige Distribution T : C5°(0,T7) — V durch

Ty := /OTu(t)cp(t) dt

Die Ableitung T"¢ wird wie im reellwertigen Fall durch

T
Tp:= —/0 u(t)'(t) dt
erklart, 7" durch
T
T"p = /0 u(t)"(t) dt

usw. Es existiere nun eine abstrakte Funktion w = w(t), w: (0,7) — V, so
dass

~ [Tu = [ wet d Ve e Cx0.7)

Dann nennen wir 7" eine reguldre Distribution und kénnen 7" mit w identi-
fizieren, d.h.
u'(t) = w(t).

Auf diese Weise konnte man betrachten

{u e L*([0,T),V)| u' € L*([0,T],V)}.

Diese Konstruktion wére aber zu eng und wiirde uns nicht weiter bringen.
Am Ende des letzten Abschnittes sahen wir, dass u; € L?([0,T], H'(Q)*)
sinnvoll ist.

Definition: Wir definieren den Hilbertraum
W(0,T) := {ue L*([0,T],V)| «' € L*([0,T],V*)}

und versehen ihn mit der Norm

T 1/2
o, = ( [ (@l + 101 )
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und dem Skalarprodukt
T T /
WWMWU;AW@W@Wﬁ+A(mmv@WJt

Zum Verstdndnis des Weiteren bendtigen wir die Konstruktion des soge-
nannten Gelfandschen Dreiers.In unserem Anwendungsfall sieht die Situati-
on wie folgt aus V = H'(Q) ist bekanntlich stetig und dicht eingebettet in
H = L?*(Q). Den Raum H* identifizieren wir nach dem Satz von Riesz wieder
mit H, aber den Raum V* nicht mit V. Jedes Element f € H kann durch

v (g eR YoeV

als lineares und stetiges Funktional auf V' aufgefasst werden. In diesem Sinne
gilt also auch f € V* und damit

VcH=H CV~

Man zeigt nun, dass die Einbettung H C V* ebenfalls dicht und stetig ist.
Dies wird schoén in Wloka (S.253 ff) gezeigt. Die Kette stetiger und dichter
Einbettungen

VCcHCV.

heifit Gelfandscher Dreier. Als Nebenprodukt der Theorie ergibt sich, dass
Funktionale ¢ € V* genau dann stetig auf H fortgesetzt werden kénnen
(beachte: ¢ € V* sind eigentlich nur auf dem kleineren Raum V' definiert),
wenn ¢ die Form

p) = (f,v)n

mit einem festen f € H besitzt. Im Anwendungsfall V' = H'(Q) bedeutet
das
HY(Q) c L*(Q) c H(Q)*

und p € H'(Q)* ist genau dann stetig fortsetzbar auf L?(Q) wenn gilt
= d
o) = [ fvda

mit einem gewissen v € L*(Q).

Der eigentliche Sinn der Einfiihrung des Raumes W(0,7") besteht in der
Giiltigkeit der folgenden Aussagen (bei beliebigen Gelfandschen Dreier):
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Satz 25 Jedes u € W(0,T) kann (nach Abinderung auf einer Menge vom
Maj$ Null) als Funktion aus C([0,T], H) angenommen werden. In diesem
Sinne gilt die Einbettung W (0,T) C C([0,T], H), und diese Einbettung ist
stetig. (siehe Lions)

In unserem Spezialfall ist H = L*(Q). Es gilt daher speziell u(0) € L*(Q)
und auch u(7T) € L?(Q) fiir Elemente u aus W (0,T).

Satz 26 In W(0,t) gilt die Formel der partiellen Integration

T

[ @), v de = (), o)) = (0(0), 0O — [ (lt), /(1))

0

(u,v € W(0,T)).

Folgerung: Es gilt die oft niitzliche Beziehung

1

SluO)1%

r / 1 2
| @O dt = Sl - 5

Bemerkung: Man lasst in der Regel die léstige Indizierung (, )v,y+ weg und
schreibt einfach
(p,v) peViveV

Die Berechtigung liegt darin, dass bei ¢ € H automatisch das Skalarprodukt
in H dasteht.

7.5.4 Zugehorigkeit schwacher Losungen aus ng’O(Q)
zu W(0,7T)

Wir wollen nun kliren, ob schwache Losungen aus W, °(Q) (die nach Satz
24 existieren) mit Elementen aus W (0,7") identfiziert werden kénnen. Dazu
betrachten wir wieder die Gleichung (7.6)

u—Au+cou = f in@=Qx(0,7T)
u(z,0) = wup(z) inQ
ou
—+oau = g auf X =T x (0,7)
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mit den im Abschnitt 7.4 getroffenen Voraussetzungen, u € W, ’O(Q) sei die
schwache Losung von (7.6). Damit gilt

—/ wvy dedt = —/ VuVu dxdt—/ CoUv dxdt—/ auv dSdt
Q Q Q

%

n / wov(0) dx + / Fo dwdt + / gv dSdt
Q Q 5

fiir alle v € Wy () mit v(T") = 0. Insbesondere kénnen wir alle Funktionen
v = v(z,t) der Form v = p(t)v(z) mit p € C*(0,T) und v € V = H(Q)

einsetzen. Dies ergibt

—/OT(u(t)gol(t),v)Hdt = —/T Vu(t) VU)Htp(t)dt—/OT(Cou(t),U)HSO(t)dt
/ yo(t)dt
+/ )t dt+/ )2y p(t)dt

mit H = L*(Q) (Anfangsbedingung fillt weg). Unter den Integralen stehen
fiir festes ¢ jeweils lineare Funktionale, die dem Element v € V' = H(Q) eine
feste reele Zahl zuordnen, der Reihe nach

Fi(t): v (Vu(t), Vo)u
By(t): v (coult),v)n
F3(t) 1 v (a(t)ult), v)rz
Fy(t): v (f(t),v)m
F5(t): v (g(t),v)re

Alle Funktionale sind fast iiberall stetig, zum Belspiel

B ()] < /Q [Vu(®)[[Vol de < (lu()]| ar@llvlla @),
[F5(@0)] < /F|a(t)||u(t)||vl s

< Na@®llzeemllu) | z2mllol 2y

< la@® el ar @ lvlla e,

deshalb gilt Fi(t) € V* = H'(Q)* fast iiberall und

IE(lv- < cllu@®)lme 1=1,2,3
[E2@)lv- < el f ()2
IE@)lv- < cllg@)lz2m)
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Wegen u € W2(Q) = L2([0, 7], H(9), f € IX(@Q) = L2([0, 7], (%)) und
g € L*(X) = L*([0,T],L*(T")) und den letzten Abschitzungen gehoren alle
Funktionale F; zum Raum L?([0,T],V*). mit F := F| + Fy + F3 + F, + F3
folgt

—/ LQ(Q) dt < / (t),l))vy* dt YoeV = Hl(Q)

mit F € L*([0,7],V*). Andererseits bedeutet die letzte Beziehung gera-
de v/(t) = F(t) im distributionellem Sinne. Damit gehort v zum Raum
L2([0,T],V*) und wegen u € Wy(Q) = L*([0,T], H'(Q)) kann u als Ele-
ment des Raumes W (0,7 aufgefasst werden.

Die Konsequenzen daraus sind enorm: Wegen Satz 25 ist u stetig mit Werten
in H, damit sind die Werte u(0) und u(7T) als Elemente von H = L*(Q)
erklart. Wir schitzen nun noch die Norm von w in W(0,7’) ab.

||U||%/V(0,T) = ||u||%2([O,T],H1(Q)) + ||u/||%2([O,T],H1(Q)*)

Wir schéitzen die Terme einzeln ab. Aus Satz 24 folgt
[ull 2o, ) = Nullwyog) < ellluollz@) + 1@ + lgll2s))-

AuBlerdem gilt

5

> F

=1

5
<D NEl 2 qory.m @)
(o, HI@Q)) =1

||u/||%2([O,T],H1(Q)*) <

Wir wollen hier nicht alle F; abschétzen, sondern nur das “komplizierte® Fj:

2
2. dt

T
1By < [ IR

< [ tellutolvy d

CHUH%Q([O,T],V)

= C||u||W21’O(Q)
< clluollz) + 1 fll 2@ + 9llL2s))-

Die Terme F5,...,F5 konnen in &hnlicher Weise abgeschétzt werden. Insgesamt
folgt daher
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Satz 27 Die schwache Lésung u der Gleichung (7.6) gehiort dem Raum
W(0,T) an, und es ezistiert eine Konstante ¢ > 0, so dass gilt

lellwio.ry < ellluollzz + 12 + ll9ll2 )

Die Abbildung (f,g,uo) — w ist damit stetig von L*(Q) x L*(X) x L*(Q) in
W(0,T), insbesondere in C([0,T], L*(£2)).



Kapitel 8

Die mehrdimensionale
Wellengleichung

8.1 Kirchhoffsche und Poissonsche Formel

Wir betrachten hier das Cauchy-Problem fiir die Wellengleichung
uy — Au = 0 reR", t>0
u(z,0) = h(zx) zeR" (8.1)
u(z,0) = g(z) zeR"

Zur Vereinfachung der Schreibweise fiihren wir folgende Bezeichnungsweise
ein:

Definition: Sphdrische Mittelwerte

| o
Foy PO 456 =g [ () dS().

Zu den Funktionen u(z,t), h(z) und g(z) definieren wir die Mittelwerte
Ulrirt) = o uly) dS()
Gler) = f o) ds(y)

H(wr) = f ) dS()

141
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Fiir festes = betrachten wir U als Funktion von r und ¢ und leiten eine
partielle Differentialgleichung her, der U geniigt.

Satz 28 Die Funktion u = u(z,t) erfille das Cauchy-Problem (8.1), und
x € IR" sei fest gewdhlt. Auflerdem gelte v € C™(IR" x (0,00)). Dann gilt
auch U € C™([0,00) % [0,00)) und U erfillt die Euler-Poisson-Darbouxsche
Gleichung

n—1

Utt_Urr Ur =0 Z?’LR+,t>O
r

U(z;r,0) = H(z;r) r>0 (8.2)
Ul(z;r,0) = G(z;r) r>0

Definition: Analog zum sphérischen Mittelwert definieren wir

][B(ac,r)f( ) d5(y) B(z,r) ]/ (@.7) S5(y).

Beweis: Fiir » > 0 ergibt sich
r

Unlwirt) =, Auly.)dy (83)

und zwar vollig identisch zum Beweis von Satz 7: Wir erhielten dort (in

unseren neuen Bezeichnungen)
1

,
"r=U,= ——— Auly,t dy:—][ Au(y,t) dy,
(’0( ) |S(3§',’I”)| B(w,r) ( ) n JB(z,r) ( )

wegen |S(x,r)| = §|B(:c,7’)\. Fir r | 0 folgt daraus lim = 0, daraus die

r|0
Stetigkeit auf [0, 00). Wir differenzieren weiter und erhalten

d r
Yy = — | — Au d
v dr<n|er|/a:r B y)

= _<n|B ,1|/ /S(MA“de">

-n+1 r™" 1
- Audy+-—= [ Auds
n 1B 1) Jsen " y+nB(ac N Jsen

1 ! 1
_ (! 1) / Audy+ —— Au dS
(n |B(z,7)| Y 1S(z,7)| st

1
= f  Awds+ < _ 1) £ Audy (8.4)
S(x,r) n B(z,r)
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Damit folgt hf(r)l Uy = AU(z,t) + (£ = D)AU(z,t) = 2AU(x,t). In gleicher

Weise kann weiter differenziert werden, um U € C™ zu erhalten.

Herleitung der Differentialgleichung: Aus (8.3) und der Wellengleichung folgt

U= z ][ Ut dy
n JB(z,r)

und wegen |B(z,r)| = r"|B(0,1)| = =|5(0,1)| gilt

1

U= et [ ey
1500, 1) Jpry Y

Damit erhalten wir

1 1 T
el = / d :7/ / dSdp.
" 150, 1) Jaen ™ T IS0, D] Jo Js@e) "t

Wir leiten beide Seiten nach r ab

9 (i 1
v n— ) = ds = nfly[ dsS = n—1 )
or U 00) = (G0 Sty 15 = e 0 = Ui

Ausdifferenzieren und Umstellen ergibt die gesuchte Gleichung. Die Anfangs-
bedingungen und die Stetigkeit ergeben sich ganz einfach aus der Definition
und der Stetigkeit, zum Beispiel

U (z:7,0) = i t dS:][ h(y) dS = H(z,r).
i, 0) =l f w(y,?) L) (,7)

Damit ist der Satz bewiesen. O

Wir gehen nun wie folgt vor: Wir leiten zunéchst eine Losungsformel fiir n = 3
her (Kirchhoffsche Formel) und dann daraus eine fiir n = 2 (Poissonsche
Formel).

Losung von (8.1) fiir n = 3: (x wieder fest)

Voraussetzung: u € C*(R? x R4).
Definition: U :=rU, G =rG, H =rH.

Berechnen wir ﬁtt, so folgt aus Satz 28 mit n = 3

~ 2 ~
Utt = T’Utt =T (Urr + ;UT> = TUTT + QUT = Urr
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Daher gilt
U
U(r,0) =
Ut(r> 0) =

0(0,t) =

S Qe

Die letzte Gleichung folgt aus dem Fakt, dass U fiir r | 0 beschrénkt bleibt,
daher U = rU — 0O fiir r | 0. Also 16st U die eindimensionale Wellengleichung
auf der Halbgeraden. Dafiir haben wir die d’Alembertsche Formel. Aus der
folgt

) L = 1 ret -
Ur,t) = (Glt+r) =Gt —r)) + _/ fi(y) dy. )
2 5
Wegen ~
w(z,t) = lUm U (z;7,t) = lim M
rl0 10 ,

ergibt sich aus (8.5)

(e, 1) =l <21T(C~¥(t by Gt — 1) + er/:t Fiy) dy) = G'(0) + ().

Nach Definition gilt G' = tG(t), analog H, also

u(z,t) = %(t) +tH(t)
- %(t 7@ o 90) d8) 1 7[5 RIOE (8.6)
- ][S o 90) dS+t%(]é o S 1) dS() + f, ihy) dS
Demzufolge gilt die Kirchhoffsche Formel fiir n = 3
uw)= £ (90)+ Vo) (v —2) +ih(w)dSw) (87

Bemerkung: Die Losung u im Punkt x hdngt damit nur von den Daten auf
der Kugeloberfliche vom Radius ¢ um z ab. Dies ist wichtig und entspricht
auch der alltdglichen Erfahrung: Ein lautes Gerédusch, dass von einem Punkt
Z ausgeht, nimmt man im Punkt x genau zu einem Zeitpunkt war. Damit ist
es moglich, sich {iber das Gehor zu orientieren.
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Der Fall n =2

Die eben angewendete Methode funktioniert im Fall n = 2 nicht. Statt dessen
geht man wie folgt vor: Man fasst die Funktion u = w(xq, z2, x3,t) als eine
spezielle Funktion von drei Variablen (xy, zo, x3) auf,

u(wy, T2, 3, t) := u(wy, T2, t).
Aus dem Cauchyproblem (8.1) folgt dann

iy —Au = 0  in R® x (0,00)
u(z,0) =
ﬂt(x> 0) =

> Qi

mit g(z1, e, x3) = g(x1,x2), h(1, 9, x3) = h(x1, x2). Wir schreiben jetzt

T 1
T = ( 1 > & IRQ, ) S RS
T2 0

und wenden das Kirchhoffsche Formel in der Form (8.6) an:

(e, t) = a3, t) = %(t ]2 1) dS) + t ][S - h(y) dS

Wir benutzen nun

1 2

_ 5 _ - 5_ 2 . .
][S(f,t) 9y) d3 4rt? /s(f,t) g(y) S A2 /B(:c,t) g1+ V() dy

mit f(y) = /t* — |y — x|? (explizite Darstellung der oberen Kugeloberflache;
die 2 kommt durch die untere ins Spiel). Aus

t
14|V 2=
VU AP = ey

folgt nun

o\ G 1 9(y)
ds = / d
]é’(x,t) ) 2wt JB(xt) | [$2 — ly — 2| 4

1
2 JB(zyt) | 12 — ly — |2
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Analog behandelt man das h-Integral. Insgesamt erhalten wir

1 2
u(z, t) = 190 tzj[ 9(y) a) b ][ h(y) d
20t Bai) /12 — |y — x|? 2 B 12 — |y — z|?

Nun wird noch auf dem iiblichen Weg die Differentiation ausgefiihrt: Trans-
formation auf B(0, 1), Differentiation, Riicktransformation. Am Ende ergibt
sich die Poissonsche Formel (n = 2)

1 tg(y) + t°h(y) +tVg(y) - (y — )

u(x,t) = =
() 2 JB(a,t) [t2 — |y — 2|2

Bemerkung;:

dy. (8.8)

Hier héngt v im Punkt x von den Daten im Kreis um x ab, nicht nur von
denen auf dem Rand. Dies kann man auch in hoheren Ortsdimensionen be-
obachten: Ist n > 3 ungerade, so hingt u(z,t) nur von den Daten auf der
Oberflache S(z,t) ab, wihrend bei geradem n die Dinge so wie im Fall n = 2
liegen. Richtig horen kann man also nur in ungeraden Dimensionen.

Formeln, Details fiir n > 3: Evans S.75-81.

8.2 Die inhomogene Wellengleichung

Hier behandeln wir das Problem

uy —Au = f in R™ x (0, 00)
u(z,0) = 0 (8.9)
u(z,0) = 0

Zur Losung von (8.9) wird ein Superpositionsprinzip angewendet. Dazu be-
trachtet man die homogene Wellengleichung in IR" x (s, 00) mit

u(z,t;s) = 0 beit =s
u(z,0) = f(z,t;s) beit=s. (8.10)

Es lasst sich zeigen, dass

t
u(z,t) = / u(z,t;s) ds reR" t>0 (8.11)
0
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das Problem (8.9) 16st. Im néchsten Satz bezeichnet [z] die bekannte entier-
Funktion (ganzer Teil).

Satz 29 Es sein > 2 und f € C2H(R" x [0,00)) gegeben und u durch
die Formeln (8.10)-(8.11) definiert. Dann gilt

(i) u € C*(IR" x [0, 00))

(i1) uyy — Au = f in R" x [0, 00)

(111) Fiir alle z° € IR" gilt

lim wu(z,t)=0 lim w(x,t) =0

r—x°,t]0 r—x°,t]0

Beweis: (i) Die Regularitidtsaussage wollen wir hier nicht nachweisen, sie kann
bei Evans nachgelesen werden.
(ii) Zur Wellengleichung:

u(zx,t) = /Otu(x,t; s) ds

Differentiation nach ¢ ergibt wegen (8.10)

t t
u(z,t) = u(z, t;t) +/ u(z,t;8) ds = / u(z,t; s) ds.
0 0
Differenzieren wir das Ergebnis noch einmal, so erhalten wir
¢
ug(x,t) = w(w,t;¢) +/ u(z,t;8) ds
0
t
= f(x,t)+/ u(z,t; s) ds.
0

Andererseits folgt nach Anwendung des Laplace-Operators (Integration und
Differentiation diirfen wegen (i) vertauscht werden)

t t
Au(z,t) = / Ads = / uy(z,t; s) ds,
0 0

weil u(z,t;s) die homogene Wellengleichung 16st. Aus den letzten beiden
Gleichungen folgt sofort
uyg — f = Au
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also die inhomogene Wellengleichung.
(iii) Aus den obigen Darstellungen von u und u; ergeben sich die Grenzwerte
fiir x — 2° und t | 0 sofort, da

t
/—>Ofiirt—>0
0

gilt. O

8.3 Eindeutigkeitsfragen

Unter natiirlichen Voraussetzungen ist die Losung der Wellengleichung ein-
deutig bestimmt. Zwei verschiedene Aussagen dazu werden hier mit Hilfe von
Energiemethoden bewiesen.

Satz 30 (Eindeutigkeit) Es sei 2 C IR" ein beschrinktes Gebiet mit hinrei-
chend glattem Rand T', Q := Q x (0,T], X =Q \ Q.
Es existiert hichstens eine Funktion u € C?(Q), welche die Aufgabe
uy —Au = f m Q
u = g auf X (8.12)
u = h in Q x {t =0}

lost.

Bemerkung: ¥ enthilt alle Punkte mit x € " und alle mit ¢ = 0. Die zweite
Gleichung in (8.12) fasst daher Anfangs- und Randbedingung zusammen.

Beweis: Es sei u; und uy Losungen von (8.12). Dann 16st u = u; — uy das
entsprechende homogene Problem

Uy —Au = 0 in Q)
u = 0 auf X
u = 0 in Q x {t =0}

Wir miissen nur v = 0 zeigen Dazu definieren wir ein Energiefunktional

1
e(t) =5 | wbw.t)+|Vu(e, )P do,  0<t<T.
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Dann folgt

é(t) = /Qututt + VuVu, dx.
Zunéchst gilt

/ VuVu; doe = ut% dsS —/ wAu dx = —/ wAu dx.
Q Q Q

r Ov

Aus u = 0 auf T fiir alle ¢ folgt ndmlich u; = 0 auf I'. Damit ergibt sich
é(t) = /Qut(utt —Au)dx=0  Vte (0,T].
Somit gilt e(t) = e(0) =0, 0 <t <T. Also erhalten wir
u = 0, Vu=0 in Q.

Daher ist u konstant und wegen u(x,0) = 0 gilt u = 0, was natiirlich u; = us
impliziert. O

Zum Abschluss betrachten wir noch, welche Raum-Zeit-Punkte durch gewisse
Anfangsereignisse iiberhaupt beeinflusst werden kénnen. Wir werden dabei
im Gegensatz zur Warmeleitgleichung eine endliche Ausbreitungsgeschwin-
digkeit der Wellen feststellen.

Definition: (Einflusskegel)

K(zo,t0) = {(z,t)] 0 <t <y, |z — x| < to—t}

Satz 31 (Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit) Gilt w = w, = 0 auf der
Grundfliche B(zo,to) = K(xo,to) N {(z,t)[t = to — to = 0} des Kegels
K(xg,t0), so gilt auch u =0 in K(xg,to). u ist dabei die Losung der homo-
genen Wellengleichung.

Beweis: Als Energie definieren wir jetzt

e(t) = - / w2 (@, t) + |Vu(z, )2 da,

B(Io,to 7t)
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0 <t < ty. Durch Differentiation nach ¢ und unserem iiblichen Trick ergibt
sich

1
e(t) = / wy + VuVu, de — 5 / ul(x,t) + |Vu(z,t))? dS
B(xo,to—t) S(xo,to—t)
0
= / Ut(utt — AU) ‘l— / aifzut dS
B(xo,t()—t) S(xo,to—t)
1
-3 / w2 (2, t) + |Vu(z, £)|? dS
S(mo,toft)
ou 1
S(xo,toft) S(I07t07t)

Aus der Youngschen Ungleichung folgt
Ju 1
|5, < V- vilu] < |[Vullu] < 5wl + [Val).

Daher gilt
é(t) <0 also e(t) < e(0) =0

wegen u; = Vu = 0 auf B(xg,ty). Da die Energie aber immer nichtnegativ
ist, kann nur e(t) = 0 gelten, woraus u = 0 in K. folgt. O

Folgerung:

(i) Die Losung der Wellengleichung hingt nicht von Stérungen auflerhalb des
Einflusskegels K ab.

(ii) Damit haben Stérungen endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit.



