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Kapitel 1

Aquivalenzrelationen und
Quotientenridume

In diesem Kapitel wollen wir uns einmal etwas abstrakter mit Aquivalenzrela-
tionen beschéftigen. Damit legen wir die Grundlage fiir die Untersuchung von
verschiedenen Normalformen. Zur Wiederholung:

Definition 1.1 Sei M eine Menge. Eine Teilmenge R von M x M heift Aqui-
valenzrelation, falls folgende Figenschaften fiir beliebige u,v,w € M gelten:

(a) Reflexivitit: (u,u) € R,
(b) Symmetrie: (u,v) € R = (v,u) € R,

(¢) Transitivitit: (u,v) € R, (v,w) € R = (u,w) € R.
Falls (u,v) € R, so schreiben wir u ~ v, u dquivalent v.

Beispiel 1.2

a) Sei M = K™". Es gelte A ~ B genau dann wenn es invertierbare Matrizen P, ()
gibt, so dass A = PBQ (Aquivalenz von Matrizen).
(i) A~ Ay mit P=1,,Q = I,.
(il) A~ B= B~ A,denn A=PBQ = B=P'AQ™".

(ili) A~ B, B~ C,
A= PBQ, B=WCY, P,Q,W,Y invertierbar,
— A= (PW)C(YQ).



b) Sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und U C V' ein Untervektorraum.
Setze fiir v,w € V: v ~ w genau dann wenn v —w € U.

(i) v~uv,dennv—v=0¢€U,
i) vrvw = v—wel = w—v=—(v—w)eU,

(ili) v~vw,w e~z = v—wel w-—zelU = v—z=(v-—w)+(w—2) €
U.

c) M =K"". Es gelte A~ B genau dann wenn es eine invertierbare Matrix
P gibt, so dass A = P~'BP (Ahnlichkeit von Matrizen).

(i) A~ Amit P=1.
(i) A~B = A=P'BP = B=PAP".

(i) A~ B, B~C = A= P 'BP, B=Q"'CQ,
A=(QP)'C(QP).

Definition 1.3 Sei M eine Menge und R eine Aquivalenzrelation auf M. Eine
Teilmenge T C M heifst Aquivalenzklasse beziiglich R, falls gilt:

(a) T#0,
(b) u,veT = unr~wv,

(c)ueT,veMundu~v — veT.

Lemma 1.4 Ist R eine Aquivalenzrelation auf M, so gehort jedes u € M zu
genau einer Aquivalenzklasse. Das heifit insbesondere, dass fiir zwei verschiedene
Aquivalenzklassen Ty, Ty gilt:

TlmTQZQ.

Insbesondere hat dann jede Aquivalenzklasse die Form T, = {w € M|u ~ w} fir
e u € M.

Beweis: Sei u € M. Dann ist T, = {w € M |u ~ w} eine Aquivalenzklasse, denn

() ueT, = T,#0,

Sym./Trans.
(b) wi,we €T, = wy ~u,wg ~u = = w; ~ W,



(c) weT, z€ M, w~ z,

Trans.
U~ww~z é un~ z.

Umgekehrt folgt aus T # (), dass es v € T gibt und wegen b) und C) besteht T
genau aus den Elementen die zu v dquivalent sind.

Also gehort jedes u € M zu einer Klasse. Seien T,,T, zwei Klassen. Falls
T,NT, # 0, so gibt esw € T,NT,. Seiu; € T, = u; ~w. Daw € T, und
w ~ uq, so folgt uy € T, = T, CT,. Analog folgt T, T, = T,=1T,. O

Jede Aquiyalenzrelation R auf einer Menge M liefert eine Zerlegung von M in
disjunkte Aquivalenzklassen T}, i € I, d.h.,

M=UT, TNT=0i#j.

i€l
Dies heifit Klasseneinteilung von M.

Umgekehrt definiert jede Zerlegung einer Menge M in disjunkte Teilmengen eine
Klasseneinteilung.

Definition 1.5
a) Sei R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Die Menge
M/R = {T; | i€ I,T; Aquivalenzklasse bzgl. R}
heifft Quotientenmenge. M /R ist eine Menge von Teilmengen von M.

b) Sei T eine Aquivalenzklasse, so heifit jedes t € T ein Représentant dieser
Klasse.

Zu M/R gibt es eine natiirliche Abbildung
II: M — M/R,

die jedem uv € M die Aquivalenzklasse zuordnet, zu der u gehort. IT ist offen-
sichtlich surjektiv.

Beispiel 1.6 Sei V ein Vektorraum iiber dem Koérper K und U ein Untervektor-
raum von V. Betrachte die Relation aus Beispiel 1.2 b).
Die Aquivalenzklassen sind alle Teilrdume der Form

v+U, veV.

Die Quotientenmenge beziiglich dieser Relation bezeichnen wir als V/U. Jede
Teilmenge v + U hat v als Représentanten.



Im folgenden werden wir Représentanten fiir die Relationen in Beispiel 1.2 a) und
¢) studieren.

Wir wollen aber zuert die Aquivalenzrelation fiir Unterrdume U des Vektorraums
V iiber K, gegeben durch

u~v wenn u—v€eU

genauer betrachten.

Definition 1.7 Sei V' ein Vektorraum iber dem Kérper K. Eine Menge M C 'V

heifit affiner Unterraum von V', falls M = () oder M = v + U, wobei U ein
Untervektorraum von V' ist.

Lemma 1.8 Sei V' ein Vektorraum tiber dem Korper K.

(a) Seien v,0 € V und U,U Untervektorriume von V., so gilt:
v4+U=04U <= U=U undv—10eU.
(b) Seiv eV, U Untervektorraum von V und M = v+ U, so ist
U={m;—my | my,my € M}.
Beweis:
(a) ,—=“ v+U=0+U.Da0eU,so folgt
v=v+4+u firem vuel = ov—-vel.
Sei & € U. Dann gibt es u € U mit
vtu=04u, alsou=v—-—v4+ucl = UcU.
Umgekehrt folgt genauso U D U.
= U=U.
=" Ausmev+Ufolgtm=v+ufiremuecU. Seiv—0v=u, €U
= Vv=u+0 = m=u-+u + 7.

Dau+u € Uund U =U, sofolgtm€17+[7. Alsoist v +U C 9+ U.
Umgekehrt zeigt man analog v+ U C v+ U.



(b) Seiwe U. Setze my =v+u€ M und my=v+0€ M
= U=mMm; — My.
Umgekehrt sei my =v4+ue M, my=v+ue€ M mit u, u e U.

=>m—Mms=v+u—v—u=u—uecl.

Man definiert fur affine Raume die Dimension durch
dim(v +U) :=dimU und dimf = —1.

Geometrische Interpretation: Ist M affiner Teilraum von V', so ist das,

falls dim M =0, ein Punkt,
dim M =1, eine Gerade,
dim M = 2, eine Ebene.

Falls dim M =n — 1, dimV = n, so heiit M Hyperebene.

Satz 1.9 Sei M C K™ fiir einen Korper K. Dann ist M ein affiner Unterraum
von K™ genau dann, wenn M die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems
i m Unbekannten ist.

Beweis: Sei M Losungsmenge von Ax = b mit A € K™ und sei
U={uek™| Au= 0},

so haben wir schon gezeigt, dass U ein Untervektorraum ist. Damit ist
M =y+ U fiir eine Losung y von Ay = b.

Fiir die Umkehrung sei v € K™ und U C K™ ein Untervektorraum, M =uv + U.
Sei {uy,...,u,} Basis von U und {uy, ..., U, U1, ..., Uy} Basis von K™.
Sei {¢1,. .., ¢m} duale Basis zu {uy, ..., uy}, dh. ¢;(u;) = ;. Dann gilt

U={weK" | gi(w) =0 firr+1<i<m}, denn:



Fiir u = XT: Aju; gilt
j=1

pi(u) = Z%(uj) =0 fir i > r.

=1
Umgekehrt, sei w € K™ mit ¢;(w) =0 fir ¢ > r und w = ﬁ") Ajuj, so folgt
=1

pilw) =X, = N\ =0 fiir i > r,

oder w € U.
Sei a; € K™ die Matrixdarstellung von ¢; beziiglich der kanonischen Basen in

K™, K, und

Qr41
A=|: e K" "™,
Am
so ist U Losungsmenge von Ax = 0, dargestellt in der kanonischen Basis.
D.h., es gilt
Kern (A) = () Kern (¢;) =U.
i=r+1
Setze b = Av, so ist M = v + U Losungsmenge von Az = b.
Es bleibt der Fall M = (). Dann wihle

A=0ckK" b#0€K.
O

Definition 1.10  Sei V' Vektorraum tiber K und U Unterraum von V. Betrachte
die Aquivalenzklassen V/U, d.h., die Menge aller affinen Teilriume der Form
v+ U mitv e V. Wenn man auf V/U noch die Addition (v+U) @ (v' +U) =
(v+") + U und die sklalare Multiplikation A® (v+ U) = M+ U definiert so ist
V/U ein Vektorraum und heiffit Quotientenraum von V' modulo U.

Wie schon vorher definiert, gibt es eine surjektive Abbildung
II:v—Vv//u mit Kern (II) = U.

v— v+ U

Es ist klar, dass II linear ist und dass dim V/U = dimV — dim U.



Weitere Eigenschaften des Quotientenraums.

Satz 1.11

Se1 V' eine Vektorraum tber dem Kérper K.

(a) Sei{vi,...,vs} eine Basis von V,
so bilden die verschiedenen Elemente von {vy + U, ... ,vs + U} eine Basis
von V/U.

(b) Ist V. =U+ L(vy,...,v), soist V/U=L(vy+U,...,0.+U).

(c) Sindvy,...,uvs €V und sind vy + U, ... ,vs + U linear unabhdingig in V/U,
so sind vy, . ..,vs linear unabhdngig in V.

(d) Seienvy,...,vs € V und seien vy +U, ... ,vs+U linear unabhingig in V/U.
Sind uq, ..., u, linear unabhdngig in U, so sind uy, ..., u,, vy,...,0s linear
unabhdngig in V.

(e) Sei {uy,...,u.} Basis von U, vy,...,vs € V. {ug,...,up, v1,...,05} ist
Basis von V' genau dann, wenn {vi +U,...,vs+ U} Basis von V/U ist .

Beweis: (a) ... (d) Ubung.

(e) == Wegen (b) ist L(vr +U,..., v, +U) = V/U.
Da {u,...,u,vy,...,vs} eine Basis von V bilden, gilt

Ui—Uj¢U, i,jzl,...,s,i#j.

Damit sind alle Elemente von {v; +U, ..., vs+ U} voneinander verschieden.
Aus (a) folgt nun die lineare Unabhéngigkeit von vy + U, ..., vs + U.

,<=“ Nach (d) sind uy,...,u.,v1,...,vs linear unabhéngig in V.
L(uy, ... Up,vy,...,05) =V, dadimV =r+s. Also folgt die Behauptung.

|



Kapitel 2

Eigenwerte und Eigenvektoren
von Endomorphismen

In diesem Kapitel wollen wir beginnen uns mit der Normalform von Endomor-
phismen/Matrizen unter Ahnlichkeit zu beschéftigen. Zuvor jedoch erinnern wir
uns noch einmal an die Aquivalenz von Matrizen.

Definition 2.1 Seien n,m € N. Zwei Matrizen A, B € K™™ heiflen dquivalent,
falls es invertierbare Matrizen P,Q gibt, P € K" Q € K™™, so dass

A=PBQ '

Wir wissen bereits, dass die Rdnge von A und B gleich sind, wenn A und B
dquivalent sind. Aus Satz 4.2 wissen wir, dass A (und damit auch B) dquivalent

ist zu [ ]g 8 ], wobei r = Rang (A) = Rang (B). Betrachte nun die Menge
o I 0 . .
M, = {A € K™™ | A dquivalent zu l 0 0 ]} mit 0 < r < min(m,n).
Dann folgt
min(m,n)
KM = M,
r=0

= MyUM; U-‘-UMmin(m,n)‘

I, 0O
0 0
der Relation Aquivalenz. Wir wollen nun die Normalform unter einer anderen

Die Matrix N, = l € K™ heifit Normalform von A € M, beziiglich

10
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Aquivalenzrelation betrachten, namlich unter der Ahnlichkeit fiir Matrizen in
K™" (s. Def. 6.8). Dies ist fiir allgemeine Korper ein schwieriges Problem, wir
werden uns daher auf K = C beschréanken.

Wir erinnern uns daran, dass ein Endomorphismus f : V. — V (V Vektor-
raum {iber K) eine lineare Abbildung (Homomorphismus) von V' in sich ist. Ist
{v1,...,v,} eine Basis von V', so besitzt f eine Matrixdarstellung beziiglich
{v1,...,v,}. Aus Lemma 11.2 folgt, dass alle Matrixdarstellungen von f &hnlich
sind, denn wenn {vq,...,v,},{?1,...,0,} Basen von V sind mit der Basisiiber-
gangsmatrix P und wenn F' die Matrixdarstellung von f beziiglich {vy,...,v,}
ist , und Z die Matrixdarstellung von f beziiglich {0y, ...,9,}, so folgt

7 = PFP .

Wir konnen dann auch wieder K™" darstellen als disjunkte Vereinigung von Men-
gen

Ji = {A € K™, A shnlich zu A;}

und versuchen, eine Normalform und entsprechende Reprisentanten zu bestim-
men.

Zur Erinnerung: Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Poly-
nom (Satz 6.9), d.h., unabhingig von der Matrixdarstellung gibt es zu einem
Endomorphismus f ein charakteristisches Polynom Py(x) = Pp(x), wobei F eine
Matrixdarstellung von f ist.

Definition 2.2 Sei f : V. — V ein Endomorphismus, V ein Vektorraum tber
dem Korper K. Ein Vektor v € V' \ {0} heifit Eigenvektor von f mit Eigenwert
A €K, falls f(v) = Av.

Zur Erinnerung: Ist A € K™", so ist v # 0 Eigenvektor mit Figenwert A, falls
Av = v, A € K

Jede quadratische Matrix A definiert einen Endomorphismus und es gilt, dass v, A
Eigenvektor und Eigenwert dieses Endomorphismus sind. Die Eigenwerte dieses
Endomorphismus sind Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Daraus folgt,
dass wenn dim V' = n ist, so hat f hochstens n Eigenwerte.

Lemma 2.3 Sei f : V — V ein Endomorphismus des Vektorraums V und sei
{v1,...,v,} Basis von V. Die Vektoren vy,...,v, sind Figenvektoren von f
genau dann, wenn die Matrizdarstellung von f beziglich {vi,...,v,} eine Dia-
gonalmatrix ist.
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Beweis: Seien \; € K fiir 1 <i < n Eigenwerte zu Eigenvektoren v;, also f(v;) =
vy, fiir 1 <4 < n. Dann ist die Matrixdarstellung F' von f beziiglich {vy, ..., v,}
die Diagonalmatrix

A1
F =
An
Umgekehrt sei diese Matrixdarstellung F' von f beziiglich {vy,...,v,} als Dia-
gonalmatrix gegeben. Dann gilt f(v;) = \jv;, i =1,...,n. Da {vy,...,v,} eine
Basis ist, sind vy, ...,v, # 0, also Eigenvektoren. O

Definition 2.4 Sei f : V — V ein Endomorphismus eines Vektorraums V' iber
einem Korper K. Falls es eine Basis {vi,...,v,} von V aus Figenvektoren zu
f gibt, so heifst f diagonalisierbar. FEntsprechend heifit eine Matriz A € K™"
diagonalisierbar, falls sie dhnlich zu einer Diagonalmatriz ist.

Beispiel 2.5 Die Matrix

10171007201

A = 01 0]|020]][010

10 2][003|[101
(1 0 —2]
= 02 0
40 5

ist diagonalisierbar, aber die Matrix
01
it
ist nicht diagonalisierbar, denn sei
_la b 1 d —b
P_lc d]’ P _ad—bc[—c a]’

so folgt

1 [0 a d —b
PBP™' =
ad—bc_o C][ ]

- 2
ad —bc | —¢ ca
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Diese Matrix kann nur diagonal sein, falls « = 0 und ¢ = 0. Dann ist aber P
nicht invertierbar.

Satz 2.6 Sei f : V — V ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vek-
torraums V' iber dem Korper K. Sei v; Eigenvektor von f mit Eigenwert \; € K
fir1 <i <vr. Sind die Zahlen \; paarweise verschieden, d.h., \; # A, fir ¢ # j,
so sind vy, ..., linear unabhdngig.

Beweis: Wir verwenden Induktion nach 7.

LA.: r =1 ist klar, da Eigenvektoren von Null verschieden sind.

[.V.: Behauptung sei richtig fiir 1 < k <r —1.

I.S.: Seir > 1 und XT: a;v; = 0 mit aq,...,q,. € K.
i=1
Dann gilt

0=f(0) = f (Zi: Oéﬂh’) = iaif(vi)

I8
= Y aN\vi,
i=1

0 = X\ -0= Zai)\rvi, so folgt
i=1
0 = Zai)‘ivi - Z O[Z‘/\TUZ‘
i=1 i=1
r—1
= Z Oéz()\z — /\T)Ui .
i=1

Nach I.V. sind vy, . .., v,_; linear unabhéngig, also folgt a;(A; —\,.) = 0 und
damit o; =0 fiir e =1,...,7 — 1. Dann folgt aus

T
0= Z QU = U,
i=1

auch dass ., = 0, da v, # 0.
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Korollar 2.7

a) Sei f 'V — V ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektor-
raums V iber einem Kérper K, dimV = n. Besitzt f die n paarweise
verschiedenen Figenwerte Ay, ..., \,, so ist f diagonalisierbar.

b) Set A € K™. Besitzt A die n paarweise verschiedenen Eigenwerte
Ay ..oy An, S0 ist A diagonalisierbar.

Beispiel 2.8 Die Umkehrung von Korollar 2.7 gilt nicht, denn z. B. die Matrix
A1, hat n mal den Eigenwert )\, ist aber diagonalisierbar. Ob eine Matrix diago-
nalisierbar ist, hangt, da die Eigenwerte Nullstellen des charakterischen Polynoms
sind, auch stark vom Korper K ab. Sei z.B.

A:[ 0 1

R2:2
1 0| S%

s0 ist Pa(A) = A? + 1 und es gibt keine Eigenwerte in R. Wenn wir A aber als
Element von C€%? auffassen, so ist A #hnlich zu

o 4]

Definition 2.9 Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iber einem Kérper
K, dimV =n. Sei f: V — V ein Endomorphismus und A € K Eigenwert von f.

a) Dann heifft Ex = Kern (A Id — f) der Eigenraum zu A\.  Die Dimension
von Ey, g(\) = dim E), heifit geometrische Vielfachheit von A.

b) Sei Ps(x) das charakteristische Polynom von f. Dann ist v — X\ ein Teiler
von Py(z). Mit a()\) bezeichnen wir die grofte Zahl, so dass (x — \)*™ ein
Teiler von Ps(x) ist. a(X) heifst algebraische Vielfachheit von A.

Eine analoge Definition und Sétze analog zu den folgenden gelten natiirlich auch
fiir quadratische Matrizen.

Lemma 2.10 Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber einem Kdrper

K, dimV =n. Sei f : V — V ein Endomorphismus und A\ € K Eigenwert von f,
so ist die algebraische Vielfachheit griofer gleich der geometrischen, d.h.

a(A) > g(\).
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Beweis: Sei r = g(A\) und {vy,...,v,} eine Basis von E,. Nach dem Basi-
sergidnzungssatz konnen wir v,.q,...,v, bestimmen, so dass {vq,...,v,} eine
Basis von V ist. Sei B die Matrixdarstellung von f in der Basis {vy,...,v,}.

Dann ist Pr(xz) = Pp(z). Da f(v;) = A, fiir 1 <4 <7 und f(v;) = i b;;vi, SO
i=1
hat B die Form

[ AL | By -
B_lo Bm]n_r

7 n—r

Also folgt Ps(z) = Pg(xz) = (x — A)" - Pp,,(x). Insbesondere ist damit a(\) >
g(A) = O

Beispiel 2.11

A= [ 8 (1) ] hat offensichtlich den Eigenwert 0 mit algebraischer Vielfachheit 2.
Aber

Kern (0- I — A) = Kern (—A) = Kern (4) :‘CQ (1) D

€2

hat Dimension 1, denn Az = [ 0

1 = 0 genau dann wenn x5 = 0.

Damit erhalten wir nun einen der wichtigsten Sitze iiber Eigenwerte.

Satz 2.12 Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum ( dimV = n) diber dem
Korper K und f -V — V' ein Endomorphismus. Dann sind die folgenden Bedin-
gungen dquivalent:

(a) f ist diagonalisierbar.

(b) (i) Ps(x) zerfallt in Linearfaktoren, d.h., Ps(z) = f[l(x — i)

(ii) Fir alle Eigenwerte A von f gilt a(\) = g(A).

(c) Sind A1, ..., N\ die paarweise verschiedenen Eigenwerte von f, so gilt

V=@@E\=Ey+Ey,+ ... B\ .
=1
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Beweis:

»(a) = (c)*

Sei {v1,...,v,} Basis von V' aus Eigenvektoren von f. Fasse davon jeweils alle
Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert \; zusammen als v;,,...,v;. Da die v;

eine Basis bilden, sind sie linear unabhéngig, und damit gilt

E\, = L(viy,...,v;) und V=E\ + ... + E),.

»(¢) = (a)*

Wiéhle Basen {v;,,. .. ,vili} aus [y, Dann gilt f(v;,) = Ay, filr j = 1,...,1;.
Es folgt, dass

{vh,...,vlll,vgl,...,v%,...,vrl,...,vm}

eine Basis aus Eigenvektoren von V ist, da Ej, N £y, = {0}, falls i # j. Denn,

seien A, ..., A, die paarweise verschiedenen
Eigenwerte von f und sei {v;,, j = 1,...,g(\;)} eine Basis von Ey,,i=1,...,7,
so sind nach Satz 2.6 die v;; linear unabhéngig und die Gesamtdimension ist n.
»(c) = (b)"
Aus (c) folgt, dass

; g()‘l) =n,

Zjlg()\ ) < ;g(Ai) = grad (Py) = n,

also zerfillt Py in Linearfaktoren und a(X\;) = g(\;),i=1,... 7.

»(b) = (c)* folgt trivialerweise.

O
010
Beispiel 2.13 Sei f = fymit A=| —1 2 0 |. Dann gilt
-1 11
r -1 0
Po(z) = det| 1 z—2 0
1 -1 z-1
= (z—1)(z(z—2)+1)
= (z—1)(*—-2z+1)
= (z—1)%
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Damit zerfillt P, in Linearfaktoren. Wir miissen noch ¢(1) und a(1) bestimmen.
Natiirlich ist a(1) = 3.

1 -1 0
B=1-I1-A=|1 -1 0
1 -1 0

hat Rang 1, also dim(Kern (B)) = 2 und damit g(1) < a(1). f ist nicht diagona-
lisierbar.

Andererseits hat die Matrix

0 01

A= | -2 12

-2 -2 5
(100111 1 0 0
— |1 10f]021|]-1 1 0
11100 3 0 -1 1

3 verschiedene Eigenwerte und ist damit diagonalisierbar.

Satz 2.14 Seien A, B € K™". Dann gilt:

(i) AT hat dieselben Eigenwerte wie A.
(i) A hat den Figenwert 0 genau dann, wenn A singuldr ist.

(i1i) AB und BA haben dieselben Figenwerte.

Bewezs:

(i) det(A— M) =det(A— )T =det(AT — \I).
(ii) det(A —0I) = det A.

(iii) Da det(AB) = det A - det B = det(BA) ist, so ist 0 Eigenwert von AB
genau dann, wenn 0 Eigenwert von BA ist.

Sei A # 0 ein Eigenwert von AB, d.h., ABv = \v fiir v # 0.

Setze z = Bv dann gilt Az = Av # 0 und damit z # 0 und BAz = BABv =
BXv = ABv = A\z. Also ist z # 0 Eigenvektor von BA mit Eigenwert A
und damit A auch Eigenwert von BA.

Das gleiche Argument fiir einen Eigenwert p # 0 von BA liefert dann, dass
jeder Eigenwert von BA auch Eigenwert von AB ist. Das komplettiert den
Beweis.
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O

Zwar kann man nicht jede komplexe Matrix diagonalisieren, aber jede komplexe
Matrix ist dhnlich (sogar unitér-dhnlich) zu einer Dreiecksmatrix.

Satz 2.15 Satz von Schur
Sei A € C™™, so0 gibt es eine unitire Matriz U € c™" (UHU = 1), so dass

11 - Tin

UTTAU = U AU = e

TTL’H

Beweis: Per Induktion.

LLA.: n =1 Kklar.
I.V.: Die Behauptung sei richtig fiir A € ¢~ bn=1,

[.S.: Sei A € €™ und sei v € C€"\ {0} Eigenvektor zum Eigenwert \ € C.
Dann existiert eine unitére Matrix Up, so dass U'v = e; - [|v]|,, z.B. eine
Spiegelung. Aus Av = v folgt, dass

UZ AUy Utv = AU
N —— N~

~——
B=bi;] e1llv]l, etllv]l
und damit
b1
[vlly = Aea|[v]],
bnl
. " Al ox
also by = -+- = b,; = 0 und by; = A, Also gilt Uy’ AUy = B = ot B |
1

Nach I.V. gibt es eine unitare Matrix Uy, so dass

UlH B,U; = By obere Dreiecksmatrix ist.

1
#] , so folgt dass
Ui

W 10 1 0
AU = [OU{{]Bl ]

Ao
By

Setze U = U
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obere Dreiecksmatrix ist.

O

Dieser Satz gilt fiir reelle Matrizen im allgemeinen nicht, weil es nicht unbedingt
reelle Eigenwerte geben muss.

01 ] gibt es keine reelle orthogonale Matrix U, so

Beispiel 2.16 Fiir A = [ 10

dass UT AU = 7“(1]1 ::12 ], denn U hétte die Form
22

c s c s
oder ,
-5 ¢ s —c

mit ¢ = cosp, s = sinp. Aber

IR R
DI | B B | B S iy

Ein anderes Argument ist, dass det(A —A) = det [ i\ _)1\ ] = A?+1 Nullstellen

und

—1,1 hat, aber UT AU ist reell, also sind 711, 792 reell und dies ist ein Widerspruch.



Kapitel 3

Nilpotente Matrizen /
Endomorphismen

Fiir die weitere Untersuchung der Normalform unter Ahnlichkeit ist es giinstig
zuerst eine spezielle Klasse von Matrizen zu betrachten.

Definition 3.1 Ein Endomorphismus f -V — V' (V endlichdimensionaler Vek-
torraum tiber einem Kdérper K) heifit nilpotent, falls f7 = fo fo...of =0 fir
—_—

Jj-mal
ein j € N.
Das kleinste j, fiir das f7 = 0, heifit Nilpotenzindex von f.

Ist F' eine Matrizdarstellung von f, so heifft F nilpotent, falls F7 = 0 fiir j € N.

Beispiel 3.2

o 1 07
0 1
F= e K"
1
L 0 |

20
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ist nilpotent vom Nilpotenzindex n, denn

Fi 0 1 Fn—l — O

Lemma 3.3

(a) Sei A € K™ obere Dreiecksmatriz, so ist A nilpotent genau dann, wenn
alle Diagonalelemente 0 sind. Der Nilpotenzindex ist hdochstens n, kann
aber kleiner sein.

(b) A € K™ ist nilpotent und diagonalisierbar genau dann, wenn A = 0.

(c¢) Ist A € K™ nilpotent, so hat A nur den Eigenwert 0.

Beweis:

(a) Fiir eine Dreiecksmatrix A gilt stets

al, *
Al =
0 al
Also kann A nur nilpotent sein, falls alle a;; =0 sind, i =1,---,n.
Umgekehrt, ist A strikte obere Dreiecksmatrix, so folgt per Induktion, dass
AJ die Form
N
0 ‘ 0 } j
——

hat, und damit A™ = 0.
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(b)

Falls A =0, so ist A nilpotent vom Index 1 und diagonalisierbar.

Sei A diagonalisierbar und nilpotent, dann gibt es eine invertierbare Matrix
P mit

At
P'AP = ,
An
und da
M
(PrAP) = P71 (AP = )
X,
M
so folgt aus A7 = 0, dass = 0, dass A\, = 0 fiir alle k =
N,

1,...,n und damit A = POP~! = 0.

Angenommen, es gidbe einen anderen Eigenwert A # 0 und zugehorigen
Vektor v # 0, mit Av = Av. Da A nilpotent ist, so gibt es ein j € N mit
Al = 0 und A7~ #£ 0. Damit folgt 0 = Alv = A7 hv = Mo also A = 0
oder v = 0 und dies ist ein Widerspruch. O

Wir wollen nun alle Formen nilpotenter Matrizen konstruieren?

Definition 3.4 FEine Partition von n in s Teile ist eine Folge natirlicher Zahlen

Die Darstellung erfolgt am besten durch Késtchendiagramme: P2

P | ]

ps (]

Beispiel 3.5 n =17, s =5.



p1 =06
p2 =4
p3 =3
Py =2
ps =2

oder:

p1=4
p2 =4
p3 =4
py =4
ps =1

23

Es gibt sehr viele verschiedene Partitionen, z.B. fiir n = 50 gibt es 204 226 Par-
titionen und fiir n = 10 gibt es 42.

Definition 3.6 Ist p = (py,...
Partition, p* = (q1, . . -

setzt.

,Ds) eine Partition, so erhdlt man die zu p duale

. @), indem man fir q; die Anzahl derjenigen p; mit p; > j

Dann sieht man sofort, dass ¢; gerade die Anzahl der Késtchen in der j-ten Spalte

ist und auflerdem ¢ = py, s = q1, (p*)* =p.

Beispiel 3.7 n =20,s =5.

pL=71
P2 =95
p3 =4
Py =2
ps = 2

g1 =95, ¢2=29, q3=

37 qs =

(1,1,1,1,1,1,1),
= (2,2,2,2,2,1,1),
(2,2,2,2,1),

(3,3,1,1).

37 Q5:27 QG:17 Q7:1

Zu jeder Partition p ordnen wir eine spezielle nilpotente Matrix zu:

01

N

1
0

—

p1

(—p—

p2

L
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Satz 3.8

(a) Seien p,p Partitionen von n. Die Matrizen N(p) und N(p) sind nur dann
dhnlich, wenn p = p.

(b) Sei A € K™" mit Nilpotenzindex m. Mit q; == Rang (A""') — Rang (AY)
ergibt sich als ¢ = (qu,...,qm) €ine Partition von n und A ist dhnlich zu
N(p) mit p = q*.

Beweis:
(a) Seip = (p1,...,ps) eine Partition von n und N(p) die zugehorige nilpotente
Matrix. Da N(p) Nullspalten hat, gibt es Indizes ky, ..., ks mit:
i1
N(p)ey, =0, ki=> pi+1, i=2,...,s k=1
j=1

Ansonsten gilt fur j ¢ {ki,...,ks} : N(p)e; = ej_1. Numeriere die Ein-
heitsvektoren mit Doppelindizes analog zur Partition

€11 = €1, ceey €C1p = €py
€21 = €py+1; -5 €2py = Epi4py
€s1 — €ks, ey es,ps = €.

€11 €16

€21 €26

€31 €34

€41 €44

€k,

€81/€82

Dann gilt fiir [ > 0
Bild (N(p)") = L({ei; | 1 <i<s,1<j<p; —1}),

und da alle e;; linear unabhéngig sind, erhalten wir eine Basis von

Bild (N(p)!) und es gilt

!
Rang (N(p)) =n — Z% mit (¢1,...,qm) =p".
i=1



(b)
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Fiir [ > 1 gilt dann

-1 1
Rang (N(p)'™") —Rang (N(p)) =n—>_ ¢ —n+> ¢ =q.
i=1 i=1

Damit bestimmt N (p) eindeutig die Partition (¢i, ..., ¢,) und damit auch
p. Sind p,p Partitionen von n und sind N(p) und N(p) dhnlich, so gilt
Rang (N (p)!) = Rang (N (p)!) fiir alle [, also p* = p*, und damit p = p.

Wir miissen zeigen, dass es eine Matrix P gibt, so dass
P7'AP = N(p)

ist, wobei p die zu ¢ duale Partition von n ist. Sei m der Nilpotenzindex
von A. Setze

S; = Kern (A4").

Wir zeigen dazu, dass gilt {0} =Sy C S; C ... C S, = K"
Da A° = I, so folgt Sy = {0}, und da A™ = 0, so folgt S,, = V. Sei
0<i<mundv € S;, dh. Alv = 0. Dann folgt

Aty = A(A) = A0 = 0.

Also gilt S; C S;y1. Beachte, dass alle S; Untervektorraume sind. Wir
setzen

¢ = dimS; —dimS;,_; = (n— Rang(A4")) — (n — Rang (A" 1))
— Rang (4") — Rang (4)

und zeigen, dass (qi, .. ., ¢n) eine Partition von n ist.

Da die S; Unterrdume sind, lgénnen wir den Quotienten S;/S;_; bilden, d.h.,
wir bilden die Menge aller Aquivalenzklassen in S; beziiglich der Relation
fiir u,u € 5;:

u~U < u—1u€E S;_1.

Es folgt, dass S;/S;_1 einen Vektorraum bildet, und dessen Dimension ist
dann
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Wir brauchen nun den folgenden Sachverhalt: Sei eine Abbildung
Z Si+1/Si - Si/Si—l

definiert durch z(x + S;) = Az + S;_; fiir x € S;44.
Wir zeigen, dass z wohldefiniert, linear und injektiv fir 1 <7 <m — 1 ist.

Da z auf Aquivalenzklassen definiert ist, miissen wir zeigen, dass z nicht
von der Wahl des Repréasentanten abhéngt. Seien x,y € S;11 mit x—y € S;.
Wir miissen zeigen, dass Ax € S; und Ax — Ay € S;_1.

v €Sy = ATz =0 = A(Az) =0 = Az € Kern (4") = S;
AN Az — Ay) = Ao — A'y = A'(x —y) = 0,

denn x —y € S;. Damit ist z wohldefiniert.
Seien z,y € S;41 und A € K. Dann gilt

2((x+5)+y+5) = zz+y+5)

A(SL’ + y) + Si—l

Al‘ —I— Ay + Si—l

(AZL' + Si—l) + (A’y + Si—l)
= z(x+5)+z2y+95),

z(AMz+S;) = z(x+S))
Az + S,
Nz + S,
/\(AZ‘ + Si—l)
= Az(z+95;).

Also ist z linear. Fiir die Injektivitit sei = + .S; € Kern (2).

:Z((’E—Fsi):A.CL’—'—Si,l, (0:0+SZ€S1+1/SZ),
Ar € S;_4

AT (Ax) =0

Alx =0

T € S;.

4o

Wegen der Injektivitat von z gilt

¢it1 = dim S;41/5; < dim S;/S;-1 = ¢;.
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Auflerdem gilt S,,—1 S5, da m der Nilpotenzindex von A ist, also ist g, >
1. Damit ist ¢ = (q1, - - ., ¢) eine Partition, denn

di+1 = dim S/L'Jrl/Si = dim Si+1 — dim Sl

> ¢ =) (dimS; — dim ;1) = dim S,,, — dim Sy = n.

Wir werden nun eine Basis {v;; | 1 < j < m,1 < i < ¢;} konstruieren, so
dass

AUij = V-1 fiir j > 1,
Avil =0.

Dazu verwenden wir Induktion riickwérts: j = m.

Sei {v1,m 4+ Sm-1; - - - Ugpy.m + Sm—1} €ine beliebige Basis von S,,/Sy,—1 mit
Vi,my -+ 5 Ugp,m € Sm =K".

Fiir 1 <j <m sei {vij1+S;,...,9,,,+1 + S;} eine Basis von S;,,/S;

mit

Vi j+1 € Sjt1.

Setze nun v;; = Av; jr1, 1 <4 < gjq.

Wir haben gezeigt, dass vy j+S;_1, ..., Vq;,,,;+95;-1 linear unabhéngig sind,
und wir ergénzen diese zu einer Basis von S;/S;_; durch Elemente

Vgjp1+1,j + Sj—17 vy Ugyg + Sj—17 wobei Ugjr1+1,4s -+ 5 Vg5 S Sj.
Damit haben wir induktiv vy, ..., v, ; € S; konstruiert, so dass
{vrj+Sj1, s vg 5+ Sja}
eine Basis von S;/S5;_1 bilden. Nach Konstruktion ist

Av;j =wv;j—1 fiir j > 1, und
AUiJ = 0, denn Vi1 € Sl = Kern (A)

Nach Satz 12.11 (e) folgt, dass die {v;;} eine Basis bilden, und damit ist die
aus {v;;} gebildete Matrix P invertierbar und mit der zu ¢ dualen Partition
folgt nach Konstruktion

P'AP = N(p). O
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Korollar 3.9 Sei A € K™", dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) A ist nilpotent.
(b) A ist dhnlich zu N(p) fir eine Partition p.
(c) det(A — A) = \".
(d) A" = 0.

In der Menge aller nilpotenten Matrizen bildet Ahnlichkeit eine Aquivalenzrela-
tion und die Reprasentanten der Aquivalenzklassen sind N(p).

Beispiel 3.10 V =R?.

[ —1 1 =2 Rang (A) =1
A = -3 3 —6
| -1 1 =2 dim(Kern (A)) =2
1 0 0 0 1(0 1 0 0
= 3 3 2 0 00 -1 1 =2
11 1]|00]0 0 -1 3
P N(p) p=t

A?2 =0 = A hat den Nilpotenzindex 2.

So = {0},

S; = Kern (A) =L (

Sy = Kern (A?) =R*=V.

0
Wihle Element von V' \ S} =R*\ S;, 2z B. vy = { 3 ] ,

also ist {v12 + 51} eine Basis von V/S;.

1

V11 = AU12 = 3
1

q2 :d1m52/51 :dlmV/Sl :dlmV—dlmSl = 1,
q1 :d1m51/50 :d1m51 —dlmSO =2.

9
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1 0
Wir ergénzen v;; = | 3 | durch vg; = | 2 | zu einer Basis von S;. Wir erhalten
1 1
P1|V11|V12
die Partition P2 V2] und es gilt
100
P = [U117U127U21] =13 3 2
111

Wir haben damit schon fiir die spezielle Klasse der nilpotenten Matrizen die
Aquivalenzklassen und die Normalform gefunden. Im néchsten Kapitel werden
wir uns erst einmal mit speziellen Polynomen beschéftigen, bevor wir zur Charak-
terisierung der Normalform unter Ahnlichkeit fiir allgemeine quadratische Matri-
zen kommen.



Kapitel 4

Das charakteristische Polynom
und das Minimalpolynom

Wir beginnen dieses Kapitel mit einigen Eigenschaften von Polynomen.

Wie beim Rechnen in Z kénnen wir auch fiir Polynome den Begriff der Teilbarkeit
des grofiten gemeinsamen Teilers (ggT)und des kleinsten gemeinsamen Vielfachen

(kgV) einfiihren:

Definition 4.1 Sei K ein Korper und seinen pq,...,p, # 0 Polynome mit Ko-
effizienten in K.

1. Ein Polynom m # 0, heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV) von
P1s-..,Pn, wenn

(i) pi|m,i=1,...,n,

(ii) ausp; | m';i=1,... ,n, folgtm|m'.

2. FEin Polynom d # 0, heifit grofiter gemeinsamer Teiler (ggT) von py, ..., Py,
wenn

(i) d|pi, i=1,...,n,
(ii) aus d |p;,i=1,...,n, folgtd |d.

3. Dabei bedeutet p; | m (p teilt m), dass es eine anderes Polynom q mit
Koeffizienten in K gibt, so dass m = pq.

4. Fin konstantes Polynom p(x) = a mit a € K\ {0} heift Einheit.

30
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Definition 4.2 FEin Polynom p # 0, mit Koeffizienten in K heifst irreduzibel
(oder unzerlegbar ), wenn p nicht Einheit ist und in jeder Zerleqgung des Polynoms
i ein Produkt von Polynomen p = q - z einer der beiden Faktoren q,z Einheit
ist, d.h., p hat keine echten Teiler.

Lemma 4.3 Seip mit Koeffizienten in K ein irreduzibles Polynom, und fiir zwei
Polynome q1,qo mit Koeffizienten in K gelte p | q1 - go. Dann folgt p | q1 oder

Pl .

Beweis: Sei ptq;. Dann ist d = ggT (p, ¢1) Einheit, denn sonst wire d ein echter
Teiler von p. Dann gibt es Polynome z, 21, so dass

p-z+q-zn=L
Dies folgt aus dem Euklidischen Algorithmus durch Teilen mit Rest. Daraus folgt
Pz G2tq G221 = Q.

Da p | q1 - g2, ist p ein Teiler der linken Seite dieser Gleichung, und somit p | gs.
(]

Im folgenden bezeichnen wir Polynome, welche als hochsten Koeffizienten die

1 € K haben als normiert.

Satz 4.4 Fiir jedes normierte Polynom p # 1 mit Koeffizienten in K, gibt es eine
eindeutige Zerlequng in irreduzible normierte Polynome.

Beweis: Die Existenz beweisen wir an dieser Stelle nicht, siehe Vorlesung Algebra.
Fiir die Eindeutigkeit nehmen wir an, es gibt ein Polynom p mit nicht eindeuti-

ger Zerlegung, d.h., es existieren irreduzible normierte Polynome ¢, ..., ¢, und
Z1,...,%s, SO dass
D=qr . Q=21 .. Zs. (4.5)

Wir fithren nun eine Induktion iiber s durch.

[LA.: s=1. Das heiflt z; = ¢; - ... - ¢, und daraus folgt »r = 1 und z; = ¢;, denn
sonst ware 2; kein irreduzibles Polynom.

ILLV.: Fiir s = k sei bewiesen, dassr =k und z; =¢;, 1 =1,...,k.
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I.S.: Aus (4.5) und Lemma 4.3 folgt, dass g, | 2; ist fiireini € {1,...,k+1}. Da
z; irreduzibel ist, muss deshalb ¢, = z; gelten. Damit ist (4.5) dquivalent
Zu

1. Qr—1 =21 ... %=1 Zi41 " - " Bk+1-

Nach I.V. erhalten wir die Behauptung.

Beispiel 4.6 Fulls K =R, so hat das Polynom
px)= @+ Dx+1)=2"+22 +2+1

die unzerlegbaren Faktoren (z* + 1), (z + 1).
Falls K = C, so hat p(x) die unzerlegbaren Faktoren (x — i), (x +1), (x4 1).

Wir wissen aus dem Satz von Cayley/Hamilton, dass fiir das charakteristische
Polynom P(x) = det(z] — A) einer Matrix A € K™" gilt, dass P4(A) = 0.

Definition 4.7 Seim(x) das normierte Polynom kleinsten Grades, fir welches

so heiffit ma(x) das Minimalpolynom zu A.
Es ist klar, dass

Grad ma(x) < Grad Pa(x).

Lemma 4.8 Fiir das Minimalpolynom ma(x) und das charakteristische Polynom
Pa(z) einer Matriz A gilt: my | Pa.

Beweis: Aufgrund des Divisionsalgorithmus mit Rest gibt es Polynome r(x), s(z),
so dass

Pi(z) = r(x)ma(x) + s(x),
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wobei entweder s(x) = 0 oder Grad(s(z) < Grad(ma(x)). Angenommen, es wére
s(x) # 0, dann wére

s(A) = Ps(A) —r(A)m4(A) = 0.

Das ist ein Widerspruch dazu, dass m4 Minimalpolynom ist. Also ist s(z) = 0
und folglich m 4 | Pa. O

Bemerkung 4.9 Analog kann man fiir jedes Polynom q(x) mit q(A) = 0 zeigen,
dass my | q.

Lemma 4.10 Das Minimalpolynom einer Matriz A ist eindeutig bestimmit.

Beweis: Sei p # m 4 ein normiertes Polynom mit Koeffizienten in K, fiir das
p(A) = 0 und p habe den gleichen Grad wie m 4.
Setze ¢ = p — m 4, so gilt

q(A) = p(A) —ma(A4) =0.

Da aber p und m 4 den gleichen grofiten Koeffizienten haben, ist der Grad von ¢
kleiner als der von m 4 und wir erhalten einen Widerspruch. O

Satz 4.11 Sei A € K™", so teilt Py(x) das Polynom m’;.

Beweis: Setze
Py(z) = ¥ aa’, ap=1,
mA(ZC) = Zoﬁlxla ﬁr =1.
Betrachte die Matrizenfolge

B, = I,
B,._1 = A"’ﬂrflja

Bl = Ar—l + 67«_1AT_2 + ...+ 51],
d.h.,

B, = I
Bi—l = ﬂi_lf—i-ABi, i:r,...,2.
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So gilt

—AB, = —A"— A8, —.. . —AB
= Bl — mA(A) = ol .
N——’

=0
Setze B(x) = 2" 'B, + 2" 2B,_1 + ...+ ' By + By , so folgt

(xI —A)B(x) = 2B, +2" 'B,_1+...+2’By + 1B,
— 2" 'AB, — ... — 2*AB3; — 2AB, — AB,
= 2T+ B+ .+ Box® T + Bl + Byl
= ma(x)l.
Damit gilt
det(zl — A) - det B(x) = ma(x)"

alos folgt, Pa(x) teilt m(z)". O

Korollar 4.12 Sei A € K™, so haben Ps(x) und ma(z) dieselben irreduziblen
Faktoren.

Beweis: Sei z(x) irreduzibler Faktor von ma(z). Da m4 das charakteristische
Polynom P, teilt und z Teiler von m 4 ist, folgt, dass z auch P4 teilt.

Sei z(x) irreduzibler Faktor von Pa(x), so gilt, dass z(z) Teiler von (m,)" ist.
Also folgt aus der Irreduzibilitdt und Satz 4.4, dass z(z) auch m4 teilt. O

Korollar 4.13 Das Minimalpolynom der Matrix
J(\,n) = R = A, + N(p) € K™, p = (n),

st gleich dem charakteristischen Polynom und hat die Form

n

Py (@) = myom(z) = (z —A)"
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Beweis: Das charakteristische Polynom hat per Definition diese Form.
My () teilt Py (), also myon)(z) = (x — A)? (wegen Satz 4.4).
Nach Definition des Minimalpolynoms gilt

0 =myon(J(A n)), aber
Mo (J(A,n)) = (J(A,n) = AI)7 = N(n)’

Da aber N(n) nilpotent vom Index n ist, so folgt j = n. O

Definition 4.14 Seien A4, ..., A, quadratische Matrizen mit A; € KPoPi, Wir

k
bezeichnen mit @ A; die Matriz
i=1

Ay
Ai = ..
=1 Ak

Dies heif$t direkte Summe von Matrizen (und entspricht natirlich einer direkten
Summe von Vektorrdumen,).
Eine Matrixz der Form

mit den Partitionen p; = (pi1, - ... Dis;), ¢ = 1,..., k, heifit Matriz in Jordan’scher
Normalform.

Beispiel 4.15

J(1,5)
J(1,3)
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— =
—_ =
el
— =

—_ =

N —
N =

[ J(1,1)
A = J(2,1)

1
-l
i J(3,1) 3

Lemma 4.16 Seien Ay,..., Ay, mit A; € KFFi ¢ = 1,... k, mit den Mini-

k
malpolynomen m,(x). Dann ist fir A = @ A; das Polynom ma das normierte

kleinste gemeinsame Vielfache von =
ma, (x),...,ma,(x).
Beweis: Per Induktion nach k.
LA.: k=1 ist klar.
k=2:
BT e[0T

= my(A;) =0 und my(A4s) = 0.

= my, teilt my und my, teilt m4 (nach Bemerkung 4.9).
= my ist gemeinsames Vielfaches von my4, und my,.

Sei g ein anderes gemeinsames Vielfaches von my,, ma,.

O N e
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my ist Minimalpolynom = my teilt ¢ (aufgrund der Bemerkung 4.9).
Also ist m 4 das normierte kleinste gemeinsame Vielfache von m 4, und m4,.

[.V.: Sei die Behauptung richtig fiir £ = [ Blocke.

[.S.: Sei k =1+ 1, so konnen wir A schreiben als

Ay
B .
A —= A ; mlt Bl -
!
+1 A,
Nach L.V. ist mp, normiertes kgV von my,,...,mas, und nach LA. ist
ma normiertes kgV von mp, und my, , und damit normiertes kgV von

MAy,, - TMA, -

Beispiel 4.17

11 i
1
11
A= b , Pa(a) = (e — 1)%,
1
11
i L
11 9 9
A= 01 Py, =(x—1)% ma, =(z—1)%,
denn (A; — L)' #0, aber (4; — I)? = 0.
110
A= |0 1 1 ) PA2:<x_1)3a mAQZ(x_l)ga
0 01
As=[1], Py, =(x—1), ma=(—1),
11 9 9
A4: 01 s PA4:<I—1), mA4:(x—1).
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Normiertes kleinstes gemeinsames Vielfaches von (z—1)2, (z—1)3, (z—1), (x—1)?
ist (x — 1)% und das ist tatsichlich das Minimalpolynom, da

(A-IT)" # 0,
(A—L)? # 0, .
(A—[g)g =0

k Si
Satz 4.18 Sei A = @ A;, mit A; = @ J(\;,piy) eine Matriz in Jordan’scher
i=1 =1

Normalform, wobei p; = (pi1,---,Pis;) }iir alle v eine Partition ist und X;, i =
1,...,k, paarweise verschieden sind.
Dann st

Beweis: Nach Lemma 4.16 ist m 4 kleinstes gemeinsames Vielfaches von ma,, ..., my,.
Jedes my, ist kleinstes gemeinsames Vielfaches von

i1 = MgNpi)s -y Qis; = mJ(/\qz,pi,si)'
Da p; eine Partition ist, gilt p;1 > pi2 > ... > Dis,-
Qij = MJiipsj;) = (x - )‘l)p”

—>  Kleinstes gemeinsames Vielfaches von g; 1, ..., ¢is, ist 1.

Also ist my kleinstes gemeinsames Vielfaches von qi1, ..., qr1, und da alle \;
paarweise verschieden sind, folgt



Kapitel 5

Die Jordan’sche Normalform

Wir wollen nun einen der zentralen Sitze der Linearen Algebra beweisen, ndmlich
die Klassifikation der Aquivalenzklassen unter Ahnlichkeit.

Satz 5.1

(a) Sei A € K", so ist A dhnlich zu einer Jordan’schen Normalform genau
dann, wenn my in Linearfaktoren, d.h. in Polynome vom Grad 1, zerfillt.

(b) Seien A und B zwei Jordan’sche Normalformen,

w»
~+
S

7

k r
A = S7) J (i, par) B = S7) J (i, ca)
i=11=1 i=11=1
k r
- 16:91 J(/\Z,(pz)), = =z J(:uia(ci))v
mit Partionen p; = (Dixy .- Dis;)s G = (City- - Cit,)-

A und B sind dhnlich genau dann, wenn

r==k,
{)\1,...,)\k} = {,ul,...,uk},
Di = (Pﬂ,---,pi,si) = (Cila--'vci,ti) = Ci, i=1,...,k

Zum Beweis dieses Satzes brauchen wir einige Hilfssétze.
Lemma 5.2 Sei A € K™, und fiir A € K sei q(z) = (x —\)™, so dass q(A) = 0.

Dann ist A dhnlich zu einer Matriz

t

@ J()‘7pl)7

=1

39
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wobei (p1,...,p) eine Partition von n ist und alle p; < m.
Beweis: Sei B=A — \I.

0=¢q(A)=(A—- )" =DB"

B ist nilpotent mit Nilpotenzindex < m. Nach Satz 3.8 gibt es dann eine inver-
tierbare Matrix P, so dass

P~Y A= X)P = N(p)

fiir eine Partition p = (p1,...,p;) von n mit p; < m fiir alle 7. Dann folgt

PT'AP = M, +N(p) = I\ pm)
=1

Definition 5.3 Sei V' ein Vektorraum iiber einem Kérper K und sei f :V — V

linear. Ein Unterraum U von V' heifit invarianter Unterraum von V' zu f, falls
f(U)cU, dh.,

f(u) € U  fir alle uw € U.

Beispiel 5.4 Sei A € K™", A\ Eigenwert von A und v Eigenvektor zu A, so ist
L(v) invarianter Unterraum zu A, denn

A(pv) = (A)v € L(v), fur alle p € K.

Lemma 5.5 Sei V' endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K und
seia:V — V linear. Sei q(x) ein Polynom mit Koeffizienten in K und g(a) = 0,
d.h., fiir jede Matrizdarstellung A von a gilt q(A) = 0. Seiq(x) = q¢1(x)-...-q.(x),
wobei alle ¢;(x) paarweise teilerfremd sind.

Sei V; = Kern (g;(a)), so ist V; invarianter Unterraum zu a und

V=@V
i=1
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Beweis: Setze fir j=1,...,7
zj = H%, d.h., ¢ =2z q,.
i#]

Dann gilt, dass ggT (z1,...,2.) = w eine Einheit ist, denn: Es gilt w | 21, also
existiert ein i # 1, so dass w | ¢;. Es gilt auch w | z;, also existiert ein j # 4, so
dass w | ¢j. Da ¢; und g¢; teilerfremd sind, ist w Einheit. Dann gibt es wieder auf
Grund des euklidischen Algorithmus Polynome y, ..., y, mit Koeffizienten in K,
so dass

Y ozy =1,
j=1

denn 1 ist groffter gemeinsamer Teiler von zq, ..., z,.

Also folgt

ZT: zj(a)y;(a) = 1.

J=1

Sei v € V und v; = z;(a)y;(a)(v). Dann gilt

gi(a)(v;) = gj(a)z;(a)y;(a)(v)
= ¢(a)yj(a)(v) =0, dag(a)=0,

also ist v; € Kern gj(a) = V.

Wir haben damit schon gezeigt, dass jedesv € V als ) v; mit v; € V; geschrieben
j=1

werden kann. Wir miissen noch zeigen, dass diese Darstellung eindeutig ist. Sei

T T
v=>2 b= v, vb eV
j=1 j=1
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Dann gilt

'Uj:Zj

(a)
(a)

= zj(a)y;(a)(b;), dab; € Kern(g;) und fiir i # j: ¢; Faktor von z;
(a)

1

Also gilt: V = é V.
j=1

Wir miissen dann nur noch zeigen, dass V; invarianter Unterraum ist.
Sei v € V;. Da ¢;(a) - a = a-¢/(a), so folgt

gi(a)(a(v)) = (a-g(a))(v) = a(0) =0 = a(v) €V,

Beweis: (Satz 5.1).

(a) ,,<="“. Sei m4 das Minimalpolynom von A und zerfalle in Linearfaktoren,

r

ma=[[(x=X\)™, mit \; £ N fiir i #£.

=1

Setze p;(x) = (x — X\;)™, dann gilt ms = [] p;, und die p; sind paarweise
=1

1=

teilerfremd.
Setze V; = Kern (u;(fa)), wobei fa(z) = Ax.
Nach Lemma 5.5 sind Vi,...,V, invariante Unterrdume zu f4 und

V=@V
=1

Sei f; : V; — V; die lineare Abbildung, die durch f;(v) = fa(v) fir v € V;
definiert ist, und A; eine Matrixdarstellung von f; bzgl. einer Basis von V;.
So ist

A



(a)

(b)
(b)
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eine Matrixdarstellung von f4 bzgl. einer Basis von V.

Es gilt p;(f;) = 0. Dann folgt mit Lemma 5.2, dass
Ai dahnlich zu @ J()\u pzl)
=1

und damit folgt diese Richtung.

,=—=". A sei dhnlich zu Jordan’scher Normalform. Dann folgt, dass P4
in Linearfaktoren zerfillt also zerfillt auch m, in Linearfaktoren, denn
ma | Pa (Lemma 4.8).

,<="ist klar, denn dann ist A = B.

,=—"“ A dhnlich B, und B in Jordan’scher Normalform.

Wir wissen aus der Anlichkeit, dass die charakteristischen Polynome gleich
sind, also

k=r,
{)\1:-'-7)\19}:{,”17---:#]6}7

Si ti
> pi = Y Cil, i=1,...,k.
=1 =1

Nun folgt aber gerade aus der Tatsache, dass wir eine direkte Summe haben,

qgqa = Rang(A—\I)"!— Rang (A — M)
dy = Rang (B — NI)™! — Rang (B — \I)' 7

wobei ¢ die duale Partition zu p und d die duale Partition zu c¢ ist. Aber
da A und B &hnlich sind, so sind diese Rénge und damit die Partitionen g;
und d; alle gleich. Folglich sind auch die Partitionen p; und ¢; alle gleich.

O

Korollar 5.6

(a)
(b)

(¢)

Jedes A € C™™ st dhnlich zu einer Jordan’schen Normalform.

Hat A € R™™ nur reelle Eigenwerte, so ist A dhnlich zu einer Jordan’schen
Normalform.

Ist A € K™ diagonalisierbar, so ist A dhnlich zu einer Jordan’schen Nor-
malform.
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(d) Sei A € C™", soist A= D+ N mit D diagonalisierbar, N nilpotent und
DN = ND.

(e) A ist dhnlich zu A".

Beweis:

(a) Da jedes Polynom iiber C in Linearfaktoren zerféllt (siche Vorlesung Alge-
bra), so folgt die Behauptung aus Satz 5.1(a).

(b) Falls alle Eigenwerte von A reell sind, so zerfillt m,4 als Teiler von Py in
Linearfaktoren, also folgt die Behauptung aus Satz 5.1(a).

(c) A ist dhnlich zu einer Diagonalmatrix. Diese ist eine Jordan’sche Normal-
form.

(d) Nach (a) ist A &hnlich zu einer Jordan’schen Normalform, d.h.,

w0
<

D=
Y
=
>
S

PAP! =

s
Il
i
—
Il
—

ﬁ
Il
—
o
Il
—
<
|
—

I
Ik
>
é\‘
+

LPe
=
=
S

\t’/

(natiirlich in der gleichen Ordnung).
Es bleibt zu zeigen, dass DN = ND. (Ubung)

(e)

Aus der Jordan’schen Normalform folgt die Existenz einer invertierbaren
Matrix P, so dass PAP~' = D + N mit D diagonal und N strikte obere
Dreiecksmatrix. Dann folgt P~TATPT = DT + NT = D + NT. Damit
haben A und AT das gleiche charakteristische Polynom und damit sind sie
ahnlich.
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Beispiel 5.7 Betrachte

O 1 0 O
-1 2 0 0
A N -1 10 1|
—1 1 -1 2
A -1 A —1
N AN
= (NM=22+1)2=(\-1),
[ —1 1{ 0 0]
-1 1, 0 0
o
(A=1) -1 1|-11}"
| -1 1|—-1 1]
[—1 1 0 07 -1 1 00
-1 1 00 -1 1 00
e _
(A4=1) - -1 1 -1 1 -1 1 -1 1| 0,
101 -1 1] [ -11 -1 1
also istmy = (A —1)2.

Rang (A — 1,)° = 4,
Rang (A — I)! = 2.

Alle Eigenwerte sind reell. Nach Korollar 5.6(b) ist A #hnlich zu Jordan’scher
Normalform.

n = f:pi = 4
=1
D1+ P2 = 4

Es bleiben als Partitionen nur

p=1(22) oder p=(3,1) [ ]
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Die duale Partition zu p ist ¢ = p*, und diese erhalten wir aus

Also

qj
q1
q2

=
=

P'AP

Rang (A —11,)’~! — Rang (A — 1 1)’
4—2—

2-0=2,

qg=p"=(22),

p=(2,2).
Tl 1

B 1

- I 1]
I 1
M1

1

— 111
111 1




Kapitel 6

Lineare Differentialgleichungen

Im Kapitel 16 haben wir die Jordan’sche Normalform einer Matrix kennengelernt.
Wir wollen diese Ergebnisse nun anwenden, um damit die Losungstheorie fiir
lineare Differentialgleichungen zu bekommen.

Beispiel 6.1 Schwingungsgleichung
Ein Gewichtstiick mit Masse m sei an einer Schraubenfeder mit Federkonstante
p aufgehingt. Zu Anfang wird das Gewicht um die Strecke x, ausgelenkt.

-

Auflerdem erhalte es eine Anfangsgeschwindigkeit vy. Die Bewegungsgleichung
lautet (mit dem Hook’schen Gesetz):

Ruhelage

Xo

, o

A m

mit Anfangsbedingungen
z(0) = z9, 2/(0)=1p.

47
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Wir fithren als eine neue Variable die Geschwindigkeit ein:

und erhalten das System von gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung

HEERIME

Anfangsbedingungen : [ i ] (0) = [ 0 1 .

Vo

Wir méchten eine allgemeine Theorie zur Lésung von linearen Systemen gewohn-
licher Differentialgleichungen

y=Ay+f y0)=y, AecC" yec (6.3)
wobei

y, f:10,a] — C™.
Satz 6.4 Die Losungen des homogenen Differentialgleichungssystems

y = Ay, y:[0,a] - C", Aec™", (6.5)

bilden einen Untervektorraum L4 des (unendlich dimensionalen) Vektorraums
der iber dem Intervall [0,a] stetig differenzierbaren Funktionen

C' ([0,a],C").

Beweis: Seien vy, ..., yr Losungen von (6.5), so folgt fir alle oy, ..., qp € C,

!/

k k k k
(Z Oéi!ﬁ) = Zaiyé = Z a;Ay; = A (Z aiyi> .
i=1 i=1 i=1 i=1

Also ist jede Linearkombination von Losungen eine Losung und die anderen Ge-
setze lassen sich leicht {iberpriifen, insbesondere ist die Funktion y = 0 das Null-
element. a
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Satz 6.6 Jede Losung des inhomogenen Systems
y=Ay+f (6.7)
st von der Form

Yy =1 +Yy2, (6.8)

wobei yy eine spezielle Losung von (6.7) ist und yo eine Losung des homogenen
Systems (6.5).

Beweis: Seien y,y; Losungen von (6.7), so gilt dass

(y—w) = Ay—Ap+f—f
= Aly—wm),

also ist y — y; Losung des homogenen Systems. a
Wie erhalten wir nun die Lésungen von (6.3)7

Da A € C™", so gibt es nach Satz 5.1 bzw. Folgerung 5.6 eine nichtsinguldre
Matrix T, so dass TAT ! in Jordan’scher Normalform ist. Es gilt

Ty = (Ty) = TAT *Ty +Tf, (6.9)
Ty(0) = (Ty)(0) = Tyo =: z0. (6.10)

Setze Ty =: z, T'f = g, so folgt

/

Z1 Jl 21 51
z J. z
= : S ER R (6.11)
2y Ik 2k Ik
01
wobei J; = NI + N; N, = h ] und \; Eigenwert von A.
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Wir erhalten lauter kleine Systeme

Schauen wir uns so ein System im Detail an.

Zi,1 gi1
Sei z; = : . g = : |, sogilt

Zil; Gil;
i ziq(2) A 1 . zia(z) gi1(x)

L | = L I N (6.13)
| iy, (2) A | L za(e) i1, ()
[ Zi1 221

c | 0) =1

L Zili Z?,lz‘

Dieses System konnen wir durch Riickwértseinsetzen 16sen, sofern wir eine Glei-
chung der Form

w'(z) = Mw(z) +v(z), w(0)=w (6.14)

losen konnen.

Multipliziere beide Seiten von (6.14) mit e=** # 0, so gilt

e M (1) = Ne Mw(x) + e My (z), (6.15)
und da
ch (e’”w(z)) = CZC(e)“”)w(x) + e M (z) = —Xe Mw(x) + e M/ (1),

so folgt dquivalent

-z r_ Y I et — AT
e M(w w) i (e™w) ey
= e Mw = /(e‘”v)dt +c
0 x
= w = e /(e”\t”y)dt + e
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0
w(0) = wy = wy = €° (/ e_)‘tvdt) +ce = [c=wo].

0

Satz 6.16 Die eindeutige Lisung von (6.14) ist

w = e /(e’)‘t”y)dt + My .
0

Beweis: Die Eindeutigkeit und Losbarkeit folgt aus der obigen Konstruktion. O

Wir erhalten also rekursiv aus (6.13)

xT

Zig, = e / (e_’\itgivli (t)) dt + zglie’\ﬂ (6.17)
0
und
2ij = eMi® / et (9i;(t) + zij41(t)) dt + zgjekix, (6.18)
0

Korollar 6.19 Das Differentialgleichungssystem (6.3) hat eine eindeutige Lisung.

Beweis: System (6.3) hat eine eindeutige Losung <= (6.9), (6.10) hat eindeutige
Losung <= alle Systeme (6.13), i = 1,..., k, haben eindeutige Losung. a

Wir kénnen also die Existenz und Eindeutigkeit nachweisen und auch die Losung
mit Hilfe der Jordan’schen Normalform von A bestimmen.

Um die Losungsdarstellung zu vereinfachen, fithren wir jetzt fir A € C™" die
Exponentialfunktion fiir Matrizen ein.

Definition 6.20 Die Exponentialfunktion von A € C™" ist definiert durch

€A = ZTAZ = lim Z,—'AZ, (60 = _[)
i=0 7! 1.

k=00 i20

Lemma 6.21 FEs gilt fir A,B € C™":
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d ey _ 4 A
(a) %(e ) = Ae™".

(1) ()=

(¢) Falls AB = BA, so ist e’8 = ¢ . eB.
Beweis: Mit formaler Potenzreihe. O

Satz 6.22 Die Lésung des Systems von linearen Differentialgleichungen

y=Ay+f,  y0)=1¢°

15t gegeben durch

xT

y = e” /e_Atfdt + ey, (6.23)
0

Beweis: Da wir die Eindeutigkeit schon nachgewiesen haben, brauchen wir nur
zu zeigen, dass (6.23) eine Losung darstellt.

T

yl _ i (GAI/G_Atfdt—‘—eAxyo)
dx

0

d 4 i —At A d 7 At d 4 0
= | —e™* dt T — dt —e*
<d:v€ )0/6 Jdi+e d:)so e + dxe 4

6Ax/6—Atfdt+eAxy0
0

— 4 +f.

Y

Weiter gilt

0
y(0) = eo/e_Atfdt—l—eOyo
0

Das heif3t, die Anfangsbedingung ist auch erfiillt. O
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Satz 6.24 Sei A € C™", so hat die Lisungsmenge des homogenen Systems iy’ =
Ay die Dimension n.

Beweis: Die gleiche Konstruktion wie bei der Losung von w’ = A\w + f ergibt

y = e” /e_AtO dt +e'c

0
| S ——
0

wobei ¢ ein beliebiger Vektor aus C" ist. a

Beispiel 6.25 Betrachte das System aus (6.2):

L] [leeln)

Losung:
0 1 "
HECRE
=e m
v Vo

0 1 - I - .
Da| 0 die Eigenwerte A\ o = j:z\/% hat und die Eigenvektoren dazu sich
aus "

[ 1 ] =0 ergeben,

T2

1
. al o . i ﬁ
S0 ist [ . ] = [ i ] Eigenvektor zu u/m

1
und [ ?yﬁ ] = [ il JE ] Eigenvektor zu H\/g _



Kapitel 7

Lineare differentiell-algebraische
Gleichungen

Heutzutage spielen bei der Modellierung von technischen Systemen neben Diffe-
rentialgleichungen, sogenannte differentiell-algebraische Gleichungen eine beson-
dere Rolle.

Beispiel 7.1 Betrachte den einfachen Schaltkreis

R L

N —
L1
&) :

(

‘ —" V(j(l)

Vs ist die Spannung, R Widerstand, L Induktivitdt und C' Kapazitiat. Die Span-
nungsabfiille an Widerstand, Spule und Kondensator sind Vg, V7, V. 1(t) ist die
Stromstéarke. Die Anwendung der Kirchhoff’schen Gesetze ergibt das System

Lo o 01 i@ 0 10 07[ I() 0
00CO|| V)| | 1 000/ Vit 0
000 0| [V | |-Roo01]|Ve)|T| o0
00 0 0] vyt 0 1 1 1]][ Ve —Vs(t)

Dies ist ein lineares System von differentiellen und algebraischen Gleichungen.

o4
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Ein allgemeines System dieser Art hat die Form

Ei=Ax+ f, E,AeKmm, x € C! ([to,tl],Km),

feC([to,ta],K"). (7.2)

Wie konnen wir nun so ein System lésen? Ahnlich wie im Fall der linearen Diffe-
rentialgleichungen kénnen wir das System von links mit nichtsingulédren Matrizen
P € K™ multiplizieren und auflerdem x = Qy setzen, wobei ) € K™™ nichtsin-
gular.

Definition 7.3 Zwei Paare von Matrizen (Ey, A1), (Eq, As), E; A; € KM i =
1,2, heiffen &aquivalent, wenn es nichtsingulire Matrizen P € K™" () € K™™
qibt, so dass

(E1, A1) = (PE2Q, PAXQ) (7.4)

Beispiel 7.5 m =n,E, = Ey = I,,, P = Q7! ergibt die Ahnlichkeit von A; und
Ay. Wir erwarten also eine Verallgemeinerung der Jordan’schen Normalform.

Wir wollen hier nur einen Spezialfall betrachten, ndmlich sogenannte reguldre
Paare.

Definition 7.6 FEin komplexes Matrizenpaar (E,A), E,A € C™™, heifst re-
guldr, wenn n =m und ein \ € C existiert, so dass

det(\E — A) # 0.

Falls (E, A) regulir, so heiffen die Nullstellen von det(AE — A) verallgemeinerte
FEigenwerte von (E, A).

Beispiel 7.7 (I, A) ist immer reguldr, denn fiir alle A, die nicht Eigenwert von
A sind, gilt det(A] — A) # 0. Verallgemeinerte Eigenwerte von (I, A) sind die
Eigenwerte von A.



o6

Beispiel 7.8 Fiir den Schaltkreis aus Beispiel 7.1 gilt

L0 o0 0 0 100
00 C 0 1 000
det 1A g 0 0 0l | B 0 01
0000 0 11 1
Mt 0 AC 0 1 AC 0
= det R0 0 —1 = AL det 0 0 —-1|+det| R 0 -1
11 1 0 -1 -1

0 -1 -1 -1

= MLC + (—1)det l _01 j ] — (A\C) det []g j ] =MNLC+ ARC +1.

1 / 4L
Es gibt also nur zwei verallgemeinerte Eigenwerte A\ o = 57 (R +/R? — ?) ,

obwohl die Matrizen 4 x 4 sind.

Beispiel 7.9

01 1
E = 01|, A= 0
0 1
so folgt
-1 X 0
detAE—A)=| 0 0 X | =0 fiir alle A,
0 0 —1

also ist das Paar (E, A) nicht reguldr.

Lemma 7.10 Jedes Matrizenpaar, welches dquivalent zu einem reguliren Paar
ist, ist ebenfalls requlir. Aquivalente Paare haben dieselben verallgemeinerten
Eigenwerte.

Beweis: Sei Ey = PE,Q, Ay = PA;Q, mit P, nicht singuldr. Dann gilt
det(AEy; — Ay) = det(APE1Q — PAQ)

= det P-det(AE; — Ay) -det @,
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also gilt
det()\Eg — AQ) =0
genau dann wenn

< det(A\E; — A;) =0.

Satz 7.11 Weierstraf3-Normalform
Seien E, A € C™" und sei (E, A) reqular. Dann gibt es nichtsingulire Matrizen
P.Q € C™", so dass

rra-[1 3 mo-[22]

wobei J eine Matriz in Jordan’scher Normalform ist und N eine nilpotente Matrix
in Jordan’scher Normalform. Dabei sind N, J (bis auf Permutation der Jordan-
blicke zu verschiedenen Eigenwerten) eindeutig bestimmdt.

Beweis: Da (E, A) regulér ist, so gibt es Ay € C mit det(A\E — A) # 0. Dann ist
(E, A) dquivalent zu

(ME = A)T'E, (MWE - A)71A)
= ((ME—A)TE,(NE—A)(=XNE + A+ \NE))
= (ME = A)'E, —T + A(\E — A)'E)

= (E, —I —I— )\0E)
Sei P; nichtsingulér, so dass
PUEP = P (MWE = A)T'E) P =]

in Jordan’scher Normalform ist (diese existiert nach Folgerung 5.6). Dann ist
(B, —I + \E) diquivalent zu (Pr'EPy, PrH (=T + M E)PL) = (J, =T + XoJ).
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Teile J auf als

[Jl 0

0N ] ., mit J; nichtsingulér und N nilpotent.

Wir erhalten also

(J,—[+)\0J): ~ 5
0 N

—I 4 Moy ‘ 0
0 ‘ —I+ )\oN

Die Matrix —1 —|—~/\ON ist nichtsingulér, da N strikte obere Dreiecksmatrix ist,
also folgt, dass (J, —I + \¢J) dquivalent zu

Jit o J[& o Jit 0 —I+ oy )
0 (=I4+XN)" ][0 N || 0 (=IT+XN)"! 0 =1+ XN

([T 0 J 0]
S \O0O N[0 T]
ist. Seien P,, P3 nichtsinguldre Matrizen, so dass J = PQJPQ_l in Jordan’scher

Normalform und N = P;N P; ! nilpotent in Jordan’scher Normalform ist. Dann
folgt, dass

P 0 |[I o[t o] [I O
0 P[0 N 0 P'] |ON
und

P o0 [Jol[RY 0] [Jo0
0 P[0 I 0 Pt 0 I

Wir haben gezeigt, dass jedes reguliare Paar dquivalent zu einem Paar der Form
I 0 J 0
0O N|"|0 I

ist, und miissen jetzt noch die Eindeutigkeit zeigen.

Seien

Lol loa]) (o)1)

0

)
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zwei Normalformen von (E, A), d.h.

PIEQ, = l

PEQ, = l

41T 0 _ I 0
PIPZI[O N2]Q21Q1:[0 N1]7

0] J. 0
PlP?l[OQ [1%1@1:[01 I]‘

-1 Py Pro —1 Qu Q2
Setze P Py' = [ Py Py ] ;o QU Qe = l On1 O ], so folgt P, =
Q11, PiaNy = Qi2, Por = N1Qa1, PoaNy = N1Qop und Py Jy = JiQu, Po =
JiQi2, PnJas = Qa, Pr = Q. Damit gilt, dass Py = NPy =
NiPyJ? = ... = NIPyJ, = 0, fi ein [. Dies impliziert, dass
PH = Qll; PQQ = QQQ nichtsinguléir sind und das P11J2P1_11 = Jl. Da-
mit folgt J; = J5, bis auf Permutation verschiedener Jordanblocke und analog
folgt aus P22N2P2_21 = N, dass N; = Ns, denn die Jordan’sche Normalform ist
(bis auf Permutationen) eindeutig. O

Beispiel 7.12  Betrachte das Paar (E, A) aus dem Schaltungsbeispiel. Es gilt

"L 00 01T 0 100
00C 0 1 000
000O0|'|-R OO0 1
000 0] |0 111
"L 00 070 1 0 0
00C 0 1 0 0 0
~ 000O0|'| -R -1 -1 0
‘o000 L0 1 1 1,
"L 00070 1 0 0
00C 0 1 0 0 0
~ 000 O0|'| -R -1 -1 0
‘o000 L0 0 0 1,
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"L 0 0|07 [-R 1 —1|0T7
00 Cl0 1 0 010
~ 00 O0l0|'| 0O =1 010
00 0/0] | 0 0 o0/1]
"L 0 0/07 [-R =1 1|07
0 C 0]0 1 0 010
~ 0 0 0l0|'l 0 0 =1]0
0 0 0|0 | 0 0 o0 [1]
1 0l0j0] [-% —1]0]0
N 0 1/0]0 & 0]0]0
0 0/o[o|'| 0 0 [1]0
0 olo]lo] [0 0 |01
"1 0l0l07 A O]0]0
0 1/0]0 0 X |0]0
~ 0 0/0[0|'| 0 O0]1]0
0 0l0]|0] [0 o001

Es folgt, dass

-] -T2

Definition 7.13 Sei (E, A) ein requlires Paar mit Weierstrafi—Normalform

I 0 J 0

0O N|'|0 I ’
dann heifit der Nilpotenzindex v von N der Index von (E,A). Wir schreiben
v=1Ind (E, A)).

Die verallgemeinerten Eigenwerte sind die Eigenwerte von J und dazu kommt
noch der Eigenwert oo von (AN — I), denn

det(N —pul)=0

hat nur die Nullstelle 0 und das charakteristische Polynom pmd®-1).

1
det(N — pl) = pdet (—N - I) .
"
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1 1
Fir ,A = — =00, d.h. (u= 1= 0), ergibt sich die entsprechende Jordanstruk-

tur von N.

Nun koénnen wir auch die differentiell-algebraische Gleichung
Ei = Az + f, x(ty) = 2°,

mit (E,A) reguldar, 16sen. Seien dazu P,Q die Matrizen, die (E,A) auf
WeierstraB—Normalform bringen. Dann gilt mit x = Qy

PEQy = PAQy+ Pf, y(to) =Q 'a° =:¢".

Teile g :== Pf und y entsprechend der Aufteilung von (PEQ, PAQ) auf, d.h.
I 0 7 J 0| wn 9
. = + 7.14
I E I b i
vi(to) = 1, ya(to) = us.
Dann ist y; die Lésung von

h="Jn+g, wult)=1. (7.15)

Fiir die Existenz, Eindeutigkeit und Losungsdarstellung siehe letztes Kapitel. Der
Teil y, ist die Losung von

Nys =192+ 9o (7.16)
mit Anfangsbedingung

ya(to) = 13, (7.17)

Satz 7.18 Sei g, € C¥ ([to,tl],cl), wobei v der Nilpotenzindex der nilpotenten
Matriz N € C" ist, so hat die Losung von (7.16) die Form

v—1 )
yp=—> Nigd. (7.19)
=0
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Die Lésung ist eindeutig, falls keine Anfangsbedingung (7.17) gegeben ist. Ist
yo(to) = y5 als Anfangsbedingung gegeben, so existiert die Lésung und ist eindeu-
tig genau dann, wenn

|
—

v

ys =~ Nigy'(to). (7.20)

s
Il
o

Beweis: Dass jede Funktion der Form (7.19) die Gleichung (7.16) 16st, folgt durch
Einsetzen.

v—1 -
Njp = N-(=T Nigf™)
v—1 N .
— oy Nl

= —glNigéi)
-
= — % Nig} (N* =0)
v—1 )
= =Y Ng) + Ny
————’

=0 92
Yo

Dass jede Losung die Form (7.19) hat, folgt durch Losung der einzelnen Teilblocke
der Jordan-Form von N.

N L
N = , N; = ’ ' c cliti

Der Rest ist klar. Da (7.19) schon eindeutig ist, muss die Anfangsbedingung
erfiillt sein oder die Lésung existiert nicht. a

Bemerkung 7.21 Im Gegensatz zu gewéhnlichen Differentialgleichungen kénnen
wir Anfangsbedingungen nicht beliebig wdahlen.

Auferdem muss die Inhomogenitit genigend oft (Ind (E, A)-mal) differenzierbar
sein.



Kapitel 8

Bilinearformen

Ein wichtiges Hilfsmittel in vielen Teilen der Mathematik ist der Begriff der Bi-
linearform, den wir nun einfithren wollen.

Definition 8.1 Sei V' ein Vektorraum iiber einem Kérper K. FEine Abbildung
6:VxV =K

heifit Bilinearform, falls folgende Bedingungen gelten:
(i) Blur + v2,w) = B(vr, w) + B(va, w),
(i1) B(Av,w) = AB(v,w),

(1i1) B(v,wy +wy) = B(v,wy) + (v, ws),

(v) B(v, \w) = A3(v,w)

fir alle v, vy, vy, w, wwy € V, X € K.

Die Bilinearform heifft symmetrisch, falls
B(v,w) = B(w,v), fir alle v,w € V.
Die Abbildung  heifit Hermite’sche Form, falls (i), (ii) und (v) erfillt sind.
(v) B(v,w) = B(w,v), fir allev,w € V.
Beispiel 8.2

63
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(a) Das in Kap. 9 eingefiihrte Skalarprodukt in R™

(u,v) =v'u

ist eine symmetrische Bilinearform. Das analoge komplexe Skalarprodukt
in C" ist eine Hermite’sche Form.

(b) Sei V =C (|a,b],R). So bildet die Abbildung

b
B(f.9) = | f-gda

eine symmetrische Bilinearform.

Lemma 8.3

(i) Sei V' ein Vektorraum iber R und 3 :V x V — R eine symmetrische Bili-
nearform. [ definiert ein Skalarprodukt in V' genau dann, wenn B(v,v) > 0

fiir v # 0.

(i1) Sei V' ein Vektorraum iber C und 3 :V x V — C eine Hermite’sche Form.
B definiert ein komplexes Skalarprodukt in V' genau dann, wenn f(v,v) > 0

fiir v # 0.

Beweis: Aus den Eigenschaften der symmetrischen Bilinearform (Hermite’schen
Form) folgen sofort Bedingungen (1) und (2) des Skalarprodukts und die dritte
Bedingung ,,positive Definitheit“ ist eben genau

B(v,v) >0, v #0.

O

Zu jeder Bilinearform kénnen wir Matrixdarstellungen konstruieren. Sei V' ein
endlichdimensionaler Vektorraum iiber Kund (:V xV — K  eine Bilinear-
form. Sei {vy,---,v,} eine Basis von V. Dann heifit die Matrix B € K™", mit
den Eintragen

bij:ﬂ(vjavi)a iajzla"'ana

die Matrixdarstellung von [ beziiglich der Basis {v1,...,v,}.

Falls (# eine symmetrische Bilinearform ist, so ist die Matrixdarstellung B
beziiglich jeder Basis symmetrisch, d.h., B = B'. Falls B eine Hermite’sche
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Form ist, so ist die Matrixdarstellung B beziiglich jeder Basis Hermite’sch, d.h.,
=T

B=B" =8B

Beachte, auch im komplexen Fall gibt es symmetrische Bilinearformen, die nicht
Hermite’sch sind (komplex symmetrische Matrizen).

Beispiel 8.4 Sei

V=c) D= 1

Dann ist
Bi(v,w) = w' Dv = vyw; + vews — vaws
ist eine symmetrische Bilinearform, denn
B1(w,v) = wivy + wavg — wzvg = [i(v,w) .

Dagegen ist  By(v,w) = w? Dv  eine Hermite’sche Form.

Fiir die Basis {e1, e, e3} ergibt sich die Matrixdarstellung B = D und fiir

1 0 0

O, ¢ |,]|s mit ||+ [s]* =1

0 —S C

ergibt sich
10 01" [1 0 0
B = 0 ¢ s D0 ¢ s

0 -5 ¢ | 0 -5 ¢
10 O 1[1 0 O

= 0 ¢ —s 0 c s
05 ¢ ||0 35 —¢
(1 0 0

= |0 |c|*—[s]? 2¢s
0 2sc 5|2 —|c|?
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Lemma 8.5 Seien {vy,---,v,}, {01, -,0,} Basen eines Vektorraumes V' iiber
R und sei P = [p; ;] die Basisibergangsmatriz zwischen diesen Basen, d.h.,

n
Vi = ij,ivj
j=1

Ist 3 : V xV — R eine Bilinearform und B die Matrizdarstellung von (3
beziiglich {vy,---,v,}, so ist

B=P'BP
die Matrizdarstellung von 3 beziglich {0y, -, Uy}

Beweis: Falls

n

v o= ZA'UZ = Z)\iviv

=1
w = Z 5ivi = Z Sﬂjz
=1 =1
und
)\1 5\1 61 51
A = ) A = E ) A = Y A = Y
An A On On

Blv,w) = 6(&&%%%%) = iiki@ﬂ(vmw)

=1 j=1 i=1j=1
n n )\1 ! 61
= DD Ndjbs = | 1| B = (PA)'B(PA)
i=1 j=1 )\n 5n
- [\TQ,B—BA - Nibibii = > Nid;B(0:, ;)
ij=1 =1
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Definition 8.6 Seien A, B € R™", so heiffen A und B kongruent, falls es eine
nichtsingulire Matriz P gibt, so dass B = PT AP.

Analog, falls A, B € C™", so heiffen A und B kongruent, falls es eine nichtsin-
gulire Matriz P gibt, so dass B = PHAP.

Zur Erinnerung: Ein reeller Vektorraum V' mit Skalarprodukt (positiv definiter
symmetrischer Bilinearform) heit Fuklidischer Raum (V. 3) oder (V, (-,-)).

Analog nennen wir einen komplexen Vektorraum mit Skalarprodukt (positiv de-
finiter Hermite’scher Form) unitdren Raum  (V,3) oder (V, (-,-)).

Definition 8.7 Sei V' ein euklidischer (unitdrer) Raum. Ein Endomorphismus
f:V =V heifit orthogonal (unitdr), falls

(f(v), f(w)) = (v,w)

fiir alle v,w € V.

Korollar 8.8 Sei V' ein euklidischer (unitirer) Raum mit Orthonormalbasis
{v1, -, v,}. Sei f:V — V ein orthogonaler (unitdrer) Endomorphismus. Dann
gelten folgende Aussagen:

(i) Die Matrizdarstellung von f beziiglich der Basis {vy,- -+, v,} ist eine ortho-
gonale (unitire) Matriz. (Die Umkehrung, dass jede orthogonale (unitiire) Matrix

einen orthogonalen (unitéren) Endomorphismus definiert, gilt natiirlich auch.)
(ii) f ist injektiv und f=* ist ebenfalls orthogonal (unitdr).

(iii) Ist \ ein Eigenwert von f, so ist |\| = 1.

() Ist ||| die durch (-,-) induzierte Norm, d.h., || v ||= /{v,v) so gilt ||
f) [I=[l ol
Beweis:

(i) Sei F' = [fi;] die Matrixdarstellung von f beziiglich einer Basis {vy, ..., v,},
d.h.,

f(vj):Zfijvi j=1...,n.
i=1
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(iii)

Falls v = i A, W = i Y;vi, und
i=1 i=1

)\1 (51

so folgt

<v,w> = Z )\ZVJ<U’L7U]> = Z)\lf)/z _ FTA

i,j=1 i=1

und damit

) Fw) = 3 M), £0y)

1,j=1

= (FI)'(FA)=TTFTFA.

Falls f orthogonal ist, so folgt (v,w) = (f(v), f(w)) fiir alle v,w € V,
und damit:

I'"FTFA=TTA, fiiralle A,T € K"

insbesondere damit FF'TF = 1.

Die Umkehrung ist trivialerweise erfiillt.

Sei v ein Eigenvektor von f, d.h., f(v) = Av.
Dann folgt, da f (als invertierbare Matrix F') nicht den Eigenwert 0 hat,
dass

0# (v,0) = (f(v), f(v)) = (Av, \v)
AN (v,v), falls K=R und A €R
M(v,v), falls K=C oder \¢ R, ’

also

| A2 falls K=R und A €R
| |A% falls K=C oder A\ ¢ R.

(Falls K = R und A ¢ R, so muss das komplexe Skalarprodukt verwendet
werden.)

Es folgt A € {+1, -1}, falls K =R und A € R, und |A| = 1, falls K = C oder
A ¢ R.
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(iv)

ol = {wv) = (), f(v)
= |lf )|

Lemma 8.9 Sei V' ein euklidischer Vektorraum und f : V. — V eine beliebige
Abbildung mit f(0) =0 und

lv —wl| = [[f(v) = flw)l| = [[f(v—w)] fiir alle v,w eV,

so ist f ein orthogonaler Endomorphismus.

Beweis: Es gilt fiir alle v,w € V

(v, w) = %((v,v)—i—(w,w)—(v—w,v—w))
Analog

(f(v), f(w)) = %((f(v)yf@»+<f(w),f(w)>—<f(v—w),f(v—w)>)

= 5 (). F@) + (), fw) ~ (0= w0~ w))
mit w = 0 ergibt sich
0 = (f(v),0) = ;((f(v),f(v)>+(0,0>—(v v))
- 1
(f(v), f(w)) = 5 ((v,0) + (w,w) = (v —w,v —w))
= <U>w>

Wir miissen nur noch die Linearitit von f zeigen, d.h.,

f()\lvl + /\2’02) = )\1f(’01) + )\Qf(vg), v U1, V9 € ‘/, )\17 >\2 € K.
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£ (Arvr + Agvz) — Auf(v1) — Ao f (v2)]|?

= (f(Mor+ M), f(Aon + Agwa)) + AF(f(0r), fur)) + A5(f(v2), f(v2))
= 20 (f(01), fF(Mvr + Aava)) = 2X0(f (v2), f(Aro1 + Aava))
+ 20 A2 (f (v1), f(v2))

= (Av1 4+ Avg, \iur 4+ Agva) 4+ Af(ur,v1) + A3(v2,v2)
— 2(\v1 + Agvg, Aju1 + Agvo)
+ 2X1 A2 (01, Vo)

= 0.

Damit folgt die Behauptung. O

Wir haben bereits gesehen, dass alle Eigenwerte von orthogonalen bzw. unitiaren
Matrizen den Betrag 1 haben und wir hatten bereits den Satz von Schur gezeigt.
Im reellen erhallten wir eine reelle Version des Satzes von Schur.

Satz 8.10 Reelle Schur-Form (Reelle Version von Satz 2.15)
Sei A € R™", dann gibt es U € O(n) = {A € R™" | A orthogonal }, so dass

Rll e le
UAU = ;
Rmm

wobei die Diagonalblocke R;; entweder 1 x 1 oder 2 x 2 sind, und falls sie 2 X 2
sind, so haben sie ein Paar komplex konjugierter Figenwerte.

Beweis: Da A reell ist, treten alle nicht reellen Eigenwerte in komplex konjugier-
ten Paaren auf. Falls alle Eigenwerte reell sind, folgt der Beweis genau wie bei
Satz 2.15, nur reell. Ansonsten verwenden wir vollstandige Induktion:

[LA: n=1n=2 = Kklar.

[.V.: Die Behauptung sei richtig fiir A € R*=1n-1

[.S.: Falls A =a + b, a,b € R, Eigenwert von A mit Eigenvektor = + iy, so gilt

Az +iy) = (a +ib)(x + iy)
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und nach Konjugation
Alx —iy) = (e —ib)(x —iy),  (z+iy) (z—iy) =1

Es gilt dann durch Addition und Subtraktion dieser Gleichungen

Al = e |, 1

und damit ist [z, y] ein reeller invarianter Unterraum.

Mit der QR-Zerlegung (Gram-Schmidt, Folgerung 10.13) gibt es U; ortho-
gonal, so dass

L1 Yu
0 v
UT I N . 11 Y : ierb
Vlzyl=1 0 0 |, mit 0 o invertierbar,
L O 0 -

und damit

b
Uy AU [2,y] = U} [z, 9] l —ab a ]

und es folgt, dass

[ @11 A2 " |
Q21 A12
UTAu,=| 0 0
: : Ay
L 0 O -

und dass Ry = ZH 312 ] dhnlich ist zu [ ab Z ] )
21 Q12 —

Per Induktionsvoraussetzung gibt es UQ, so dass

R22 e Rgm
Uy AyUs = f
Rmm
von der gewiinschten Form ist.

I, 0

MitU:Ul[O U
2

1 folgt die Behauptung.
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Wir kommen nun zum zentralen Satz fiir orthogonale Matrizen.
Satz 8.11

(i) Sei A € U(n) = {A € C""|A unitir }. Dann gibt es eine unitire Matrix
P, so dass
A1
PT'AP = PYAP =
An

(ii) Sei A € O(n) :={A € R""|A orthogonal }. Dann gibt es eine orthogonale
Matriz P, so dass

IP
_Iq
P'AP = PTAP = D,
. DS -
mz’tDi:lg Tl er??, 242 =1,

Beweis:

(i) Nach dem Satz von Schur (Satz 2.15) gibt es eine unitére Matrix P € Cc™",
so dass

ir - Tin

P'AP =P"AP =R =

TTLTL

Da P~ A, P unitér sind, folgt da U(n) eine Gruppe ist, dass auch R unitér
ist. Damit

R"R =1, dh., G =D T
j=1

Es gilt dann, dass |r11|*> = 1 und damit rq; # 0. Weiterhin folgt 71371, = 0,
fir j = 2,...,n, und damit r ; = 0, fiir j = 2,...,n. Per Induktion folgt
dann die Behauptung.

Um Teil (ii) zu beweisen, verwenden wir analog die reelle Schurform aus 8.10. O



Kapitel 9

Selbstadjungierte
Endomorphismen

In diesem Kapitel wollen wir uns mit Hemite’schen und symmetrischen Matrizen,
sowie selbstadjungierten Endomorphismen beschéftigen. Im folgenden sei V' ein
euklidischer oder ein unitdrer Raum.

Definition 9.1 Seien f,g:V — V Endomorphismen. Dann heifit g adjungiert
zu f, falls

(g(v),w) = (v, f(w))  fiir alle v,w € V.

Lemma 9.2 Sei V' ein endlichdimensionaler euklidischer (unitdrer) Raum und
f:V =V ein Endomorphismus. Dann gibt es einen eindeutigen adjungierten

Endomorphismus f* zu f, und es gilt (f2¢)*d = f.

Beweis: Wir zeigen nur den reellen Fall, der Beweis im komplexen Fall ist eine
Ubungsaufgabe.

Sei V* = L(V,R) der Dualraum zu V, (siehe Kapitel 11) und sei:

p: V=V

v (v,).

Dann ist ¢ ist ein Vektorraumisomorphismus (Satz 11.7).

Sei f*: V* — V* die zu f duale Abbildung

f(9)=9f, dh, (f(9)w)=g(f(v)), firaleveV, geV,

73
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und definiere
R durch  f*(v) = (o' f*p)(v).
fo? ist natiirlich ein Endomorphismus und es gilt

(Flw)w) = @ () (w
)

Wir miissen noch die Eindeutigkeit zeigen. Sei g : V' — V ein Endomorphismus
mit

{(g(v), w) = (v, f(w)),
dann gilt

0 (9(v) = ¢ (F(v)) .
Da ¢ injektiv ist, folgt

g(v) = f*(v))
und damit

() (w),w) = (v, Fw),v) = (w, F(v)) = (F(v),w).

Daraus erhalten wir f(v) = (f%)%(v) fiir alle v € V und damit f = (fe¢)*. O

Dieses Lemma gilt auch in unendlichdimensionalen Vektorrdumen.
Beispiel 9.3

(a) SeiV =R> und

f: V-V
v— Fv

N = O
w o =

o = O
| I
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Dann st
(g(v),w) = (v,Fw) = (Fw)'v = w'Flv = (FTv,w)

und damit

g=f V-V

v— FTo.
(b) Sei V.={f€C>®([a,b],R), f(a) = f(b) = 0} und betrachte das Skalarpro-

dukt {f,g) :fbf-gdx. Sei

D: V-V
fref

und set z so dass

(z(f),9) = (f, D(g)) fiir alle g € V"

Dann folgt
b b b b
[0 -gde = [f-gde = f-gli= [ fgde = ~ [ fgde
a a -0 a a

und damit

2f) = =f = D(f).
Definition 9.4 Ein Endomorphismus f : V — V heifit selbstadjungiert, falls

(f(v), w) = (v, f(w)).

fir alle v,w € V.

Lemma 9.5 Sei V' ein endlichdimensionaler euklidischer (unitdrer) Raum mit
Orthonormalbasis {vy,...,v,}. Sei f:V — V ein Endomorphismus und F die
Matrizdarstellung von f bzgl. {vy,...,v,}.

i) Falls V' euklidisch ist, so ist f selbstadjungiert genau dann, wenn F sym-
metrisch ist.
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ii) Falls V unitdr ist, so ist f selbstadjungiert genau dann, wenn F hermite’sch

15t.
Beweis:
n n /\1 71
i) Seiv = Z/\i% w = Z%Ui’ A= + |, I'=| : |.Dann gilt
=1 i=1 )\
n Tn
(f(v),w) = TTFA
(v, f(w)) = (FI)TA = I'TFTA
und damit

I'"EFTA=TTFA, fir alle A,T € R".

Also folgt F'"' = F.

ii) Ubungsaufgabe.

O

Wir haben also den folgenden Zusammenhang
Euklidischer Raum Unitérer Raum

e symmetrische Bilinearform e Hermite’sche Form

e selbstadjungierter  Endomor- e selbstadjungierter ~ Endomor-

phismus phismus

e symmetrische Matrix e Hermite’sche Matrix

Satz 9.6

(i) Falls A € R™™ symmetrisch, so gibt es Q € O(n), so dass
Q'AQ=QTAQ =D er""

diagonal ist. Insbesondere ist damit A diagonalisierbar und alle Eigenwerte
sind reell.
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(i1) Falls A € C™" Hermite’sch, so gibt es QQ € U(n), so dass
Q7'AQ = Q"AQ = D e ™"

diagonal ist. Insbesondere ist damit A diagonalisierbar und alle Eigenwerte
sind reell.

Beweis:

(i) Nach Satz 8.10 (reelle Schur-Form) gibt es Q € O(n), so dass

Rll R12 oo le
QAQ = QTAQ - o =R
Rm,m
DaR"=(QTAQ)" =QTATQ = QTAQ = R, so folgt R;; =0 fiir j > i.
Nach Satz 8.10 sind die Blocke R;; (1 x 1) oder (2 x 2) reell symmetrisch.

Da aber im (2 x 2)-Fall R;; = [ Zl lc)’ ] das charakteristische Polynom

N — (a; + c)A + (a;e;) = b7 =0

)

) a; +ci £/(a; — ;)2 + b7 ) ) ) )
die Nullstellen hat und diese beide reell sind, gibt

2
es keine (2 x 2)-Blocke. Damit folgt die Behauptung.

(ii) Nach dem Satz von Schur gibt es Q) € U(n), so dass

11 Tin
QTAQ =Q"AQ =
Tnn
Da (QTAQ)! = QFATQ = Q" AQ, so folgt

ri; = 0, fiir j > ¢ und ry; = 7 fiir alle ¢. Damit sind alle r;; reell.
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Beispiel 9.7 Betrachte

2 -1 32
~1 2 —3V2i

3 -3 .
-3 21 5 21 3

A

mit dem charakteristischen Polynom

9 9 9 9
Ps(\) = )\3—7/\2+>\(6+6+4—§—5—1)+(—12—§—§+9+3+9)

= M7 +6) = (A=1DAN-6).

Die Eigenwerte sind A\ 23 = 1,0,6. Da wir die Eigenwerte kennen, kénnen wir
den Ansatz im Beweis des Satzes von Schur verwenden. Bilde

~1 1 =32
(M —A) = 1 -1 3V2i
3V2i -3V2i -2
Mit
1 1 1 1
e o | ® e
=15 »n O, @=\-5 5
0 0 1 0 0 1

ergibt sich

0 0 0 0 0 0
QT (MI — A)Q, = { % —% 3\/§i]Q1 = {0 -2 3@]
V2 =32 =2 0 —3i —2

[\J[oY
[\
ol

also

0 0 0 1 0 0
QFAQ =MI—|0 -2 3i |=]0 3 -3i|.
0

0 —31 -2 31

<
w

Dann fahren wir mit der kleineren Matrix analog fort.

Satz 9.8 Sei V' endlichdimensionaler euklidischer oder unitirer Raum. Seien
f1, fa selbstadjungierte Endomorphismen von V.— V. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent.
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(i) Es gibt eine Orthonormalbasis {vy,...,v,} von V', so dass {vy,...,v,} Ei-
genvektoren fir fi und fy sind, d.h. fi und fy sind simultan diagonalisier-
bar.

(ii) fiofa=fao fi

(In Matrizterminologie: Zwei reelle symmetrische (Hermite’sche) Matrizen Fy, Fy
sind genau dann simultan diagonalisierbar, wenn FyFy = FyFy.)

Beweis:

(i) = (i)

Sei v; Eigenvektor von f; zum Eigenwert A\! und von f, zum Eigenwert \?. Dann
gilt

(fio fo)(vi) = fi (fa(vs)) = M Ay = MM = (fao fi)(v;)  fiiralle i =1,. ..

und damit folgt die Behauptung.

(if) = (i)
Da fi, fo selbstadjungierte Endomorphismen sind, so gibt es Matrixdarstellungen
Fi, F5 und eine orthogonale (unitéire) Matrix P, so dass

PPF P, = Dy, mitD; = diag(Mi 1, ..., \1j,) und \; # ) fiir i # j,
Dann gilt

PHRF,P = PERPPIRP = DPIFRP

== PlHFQFlpl - leszlDl-
Fiio- Fyy
Setze PIF,P= | : .. : |, analogzu D; partitioniert. Es folgt, dass
Fra oo P

/\ZE] = Ej/\j fir alle Z,j
Wegen \; # \; fiir @ # j gilt Fj; = 0 fiir @ # 7, also

Fll
PIF,P, =
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1L
Setze P, = diag , TI; orthogonal (unitér), so dass [T F,I1; =

11,
A; diagonal ist. Dann folgt, dass

Mlj,
PEPHER PP = " und
L )\kljk
Ay
PEPHEE, PP =
L Ak
diagonal sind. O

Definition 9.9 Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und f : V — V ein
Endomorphismus. Dann heifst f normal, falls

fhof=fofe
In Matrizterminologie in C™"™ (oder R™") heifst F' normal, falls
FAp=FF% (FTF=FF").

Beispiel 9.10 Sei

o1 . +. [oolfo1] Joo
A_lool so ist AA—[l OHOO]_[O 1]

also ist A nicht normal. Fiir
1 2
1-[a 3]
gilt ATA= A2 = AAT und damit ist A normal.

Satz 9.11 Se:i V' ein endlichdimensionaler Vektorraum, so gilt
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(i) Ist f :V — V ein orthogonaler (unitirer) Endomorphismus, so ist f nor-
mal.

(ii) Ist f :'V — V selbstadjungiert, so ist f normal.
Beweis:
(i) Fir alle v,w € V gilt

(f(v), f(w)) = (v,w)  und  (f*(v),w) = (v, f(w)).

Da V endlichdimensional ist, so ist f invertierbar und f~! orthogonal
(unitédr). Also gilt fiir alle v,w € V, dass

(v, f(w)) = (f(v),w) = (f*(v),w)
und damit f~!' = % und somit
fof=f"of
(ii) Falls f = f* so folgt fo f¥%= fo f= filof.

O

Normale Matrizen (Endomorphismen) bilden also eine Obermenge der orthogo-
nalen und symmetrischen (bzw. unitdren und Hermite’schen) Matrizen (Endo-
morphismen). Die Eigenschaft der Diagonalisierbarkeit wird dabei auch vererbt.

Lemma 9.12 Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und f .V — V ein
normaler Endomorphismus. Dann qilt

(i) Kern (f) = Kern (f*7).

(ii) Fiir alle Eigenwerte X von f gilt E(\, f) = E(), fo9).
(Zur Erinnerung: E(X, f) ist der Eigenraum von f zum Eigenwert \).
Bewezs:

(i) Firalle v e V gilt

(f(), f) = ((f*"o f)(v),v)
= ((fo f*)v,v) = (f*(v), f*(v)).

Aus der Definitheit von (-, -) folgt die Behauptung.
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(i) Sei = f — A-idy, so folgt
(" (v),w) = (v, h(w))
(v, f(w)) — (v, \w)
= (f*(v), w) = Mo, w)
((f* = X-idy (v), w) .
und damit hod = fad — X - idy.

(Beachte, dass bei komplexen Eigenwerten auch das komplexe Skalarpro-
dukt verwendet werden muss.) Durch Nachrechnen ergibt sich sofort, dass
auch h normal ist, und damit folgt

EO\f) = Kern (f — \-idy) 2 Kern (£%¢ — X - idy)
= B\ f*).

O

Damit kénnen wir nun zeigen, dass die durch unitére Ahnlichkeit diagonalisier-
baren Endomorphismen genau die normalen sind.

Satz 9.13 Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und f : V. — V ein
Endomorphismus. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(i) Es gibt eine Orthonormalbasis von V' aus Eigenvektoren von f.

(i1) f ist normal.

(In Matrizterminologie: A ist unitir diagonalisierbar genau dann, wenn A normal
ist.)

@f@ (ii)  Sei {vy,...,v,} eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren
von f. Es gilt dann

a N vy = {v; Vs = {(v: Vs :_U‘U' _ 5\, Z:j
(7 0a5) = G P = o) = M) ={ 0 55

und damit

%) Z (f*(v;) V)V = = \v; fiir alle 4, j = 1,.

Jj=1
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Daraus folgt, dass
(f o f*Y(vi) = A = (%o £)(vy) firallei=1,....,n

also fo fud = fado f,
(i) = (i) Mit Induktion:

[LA: n=1 ist klar.
[.V.: Behauptung sei richtig fiir n — 1.

[.S.: Sei vy mit |lvq]|, = 1 ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A und W =
L(vy)t. Sei w € W, so gilt

(o, f(w)) = (%), w) “M2 2 Ny, w) = Mog, w) =0

und damit f(W) C W. Weiter gilt, dass f|w natiirlich auch normal
ist. Da dim(W) = dim(V) — 1, so gibt es nach Induktionsvoraussetzung
eine Orthonormalbasis {vs,...,v,} aus Eigenvektoren von f|y,. Dann ist
{v1,...,v,} Orthonormalbasis von V' aus Eigenvektoren von f.

In Matrizenterminologie ist der Beweis eine Folgerung des Satzes von Schur und
Satz 9.8.
(i) = (ii) Falls A unitér diagonalisierbar, so gilt PP AP = D,
PHARAP = PPAMPPYAP
= D"D=DD" = pP7TAA"P
also folgt A" A = AAH.

(i) = (i) Sei ATA=AAH.
Nach dem Satz von Schur gibt es eine unitire Matrix P, so dass PEAP = A =
i - Tin

obere Dreiecksmatrix ist. Dann folgt

0 Trn

(PHAP)H = PHAHP = AH

NONEANIN

—  ALAR
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Wenn wir das komponentenweise betrachten erhalten wir

n
rul® = |rul? + ) Iyl

=2
und damit sofort
> Iryl?=o0.
=2
Also gilt
11 ‘ 0 - 0
A =

Der Rest des Beweises folgt mit Induktion.

O

Fiir normale Matrizen liefert also der Satz von Schur die (unitére) Diagonalisie-

rung. Zusammenfassung:

A Hermite’sch, A = A#
ONB aus Eigenvektoren
Eigenwerte reell

A unitéir, ATA =1
ONB aus Eigenvektoren
Eigenwerte || =1

A schiefhermite’sch, A = — A"
ONB aus Eigenvektoren
Eigenwerte rein imaginér

A reell symmetrisch, A = AT
ONB aus reellen Eigenvektoren
Eigenwerte reell

A orthogonal, ATA =1
ONB aus i.a. komplexen Eigenvektoren
Eigenwerte |A| = 1

A reell schiefsymmetrisch, A = —AT
ONB aus komplexen Eigenvektoren
Eigenwerte rein imaginér



Kapitel 10

Die Singulirwertzerlegung

Wir haben bisher verschiedene Transformationen kennengelernt,die A € K™™,
auf eine Normalform transformieren.

Transformation Normalform

A — PAQ P, () nichtsinguldr | Treppen NF [ {)T 8 ]

n=m| A— Q1AQ @ nichtsingulir Jordan’sche NF.
n=m| A— Q"AQ () unitar Schur—Form

Es stellt sich die Frage, was sich ergibt, wenn wir A — PAQ betrachten, P,(Q
unitér (orthogonal).

Um die Betrachtungen elegant zu machen, fithren wir zuerst mal ein paar neue
Normen ein:

Sei A = [a; ;] € CV™(R™™).

1Al = [iilaijIQ = (tr (A" 4))2 (10.1)

i=1j=1

heilit Frobeniusnorm von A. Dies ist die euklidische Norm in €™ (R™"™)) und

A
4l = sup 12212

o |zl

zec™m

(10.2)

heifit Spektralnorm von A.

85
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Lemma 10.3 Fir Ae c™™, P e C™ @ € C™™, mit P,Q unitdr gilt:

1Al = [[PAQIlp,
1Al = 1PAQ],.

(Analog fir A € R™™, P € R™" Q € R™™, P,Q orthogonal).
Beweis:

1
2

e (tr ((PAQM(PAQ))) = (1 (Q7A7AQ))* = (1r (47 1)) .

| Az|], (Az, Az)
||||2 : 5 HxH = 8Sup ——F——,

sz%L‘n 2 I#O <.ZU,CC>

IPAQ]l, (PAQw, PAQx): (AQz, AQu)?
sup ———= = sup - = sup————+—
220 ||zl 240 (w,x)2 220 (Qx, Q)2

A
= sup M, mit y = Q.
20 ||yl

O

Satz 10.4 Sei A € C™™ (R™™), n > m, so gibt es P,Q wunitir (orthogonal),
Pec, Qec™ (PeR™, Q€R™), so dass

01

PHAQ = Im mit o1 > 09> ... >0, > 0.

Beweis: Falls A = 0 so ist der Beweis trivial. Sei nun o = ||Al|2 # 0 und seien
reC™yeC(reR™yeR), mit ||z], = |yl, =1 und Az = oy. Wihle dazu
als « den Vektor mit ||z||, = 1, so dass

[Az]l,

1l

0 = sup

z#0
recm
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und setze y = Azo~'. Dann gilt ja ||Az||, = o||z|, und damit ||y, = 1.

Seien P = [y, P] € C"",Q = [z, Q1] € C"™™ unitdr (diese gibt es mit dem
Basisergénzungsatz und der Gram-Schmidt Orthonormalisierung), so folgt

H
 OH B o w 1
Ay = P7AQ = lo AQ] L
1 m-—1
Da
s 117 o +wlw
E e e s
w Asw
2 2
so folgt
A
lA4yll, = sup 1422l
2 e
und damit

[Adl* > o + w'hw.

Aber da o2 = ||A||,” = || 41,7, so folgt ww = 0 und damit w = 0.

Der Rest folgt mit Induktion. O

Definition 10.5 Sei A € C"™(R™™), n > m. Die Zerlegung in

01

A=P Q"

Om

mit P,Q unitdr (orthogonal), heifft Singuldrwertzerlegung von A, die o; heiffen
Singulédrwerte und die Spalten von P (@) Linkssinguldrvektoren (- Rechtssin-
guldrvektoren). (Matlab: SVD) (Fir m > n gilt alles mit der Singuldrwertzerle-
gung von AT).
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Satz 10.6 Sei A € C"™(R™™), n > m, und sei mit P = [p1,...,pn], Q =
[qlv"'7an]

01

A=P Q"

mital 20'2 >

> . ..20,> 041 = ... =0y =0 die Singuldrwertzerlegung von A.
Dann gilt

(1) v = Rang (A4),

(11) Kern (A) = span {g,+1,---,qm},
(111) Bild (A) = span {p1,...,p:},
(iv) |Ally = o1,

2
() 1Allp" =of +... +0on.
Beweis:

(i) Die Behauptung folgt aus den Sétzen 11.5 und 4.2.

(ii) Die Spalten von @ bilden eine Orthonormalbasis von C™,

Algri1, - qm) =0 = {G41,--,qm} = Kern (4)

(iii) Fiir das Bild gilt die Betrachtung analog.

(iv) Nach Konstruktion

|Pral, =] —sup Wl i e,

ow ||| T2 e,

2

™) 1Al =] PPAQ|, =t +...+0

2
e
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O

Bemerkung: Die Singulirwerte sind die Wurzeln der Eigenwerte von AH A bzw.
AAH,

Mit der Singuldrwertzerlegung erhalten wir das Analogon zur Normalform un-
ter Aquivalenz. Allerdings bietet die Singulérwertzerlegung neben der Tatsache,
dass man sie numerisch sehr gut ausrechnen kann, auch noch weitere wichtige
Eigenschaften.

Wir kommen nochmal auf das allgemeine lineare Gleichungssystem Az = b mit

Aec" beC,zec™ (AR beR",x €R™).

zuriick. Wir setzen jetzt aber nicht voraus, dass Rang(A) = m und b € Bild(A).
Damit ist Az = b aber nicht mehr unbedingt 16sbar. Wir l6sen statt dessen

|Az — b|| = min , (10.7)
und fordern aulerdem, dass

|z|| = min , (10.8)
damit die Losung eindeutig wird.

Satz 10.9 Betrachte die Minimierungsaufgabe ||Az —b||, =min unter der Zu-
satzforderung ||z|l, =min. Sei Rang A = r. Diese Aufgabe hat eine ein-
deutige Losung, die mittels der Singulirwertzerlegung von A = PYX.QY =

P l EOT 8 ] Qf, mit X, nichtsinguldr, wie folgt angegeben werden kann:

2L 0P ] . (10.10)

= Q [ '
Das Residuum ist gegeben durch
| Az = bll, = ][0 L] Pb] .

Beweis:
|Az — b, = min und ||z]|, = min < HPHAQQHx—PHbH2 = min und
HQH:UH2 = min. Das Gleichungssystem P?AQQ"x = P"b hat die Form

Il = 2] o
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mit
(3]
Y2 [0, I ]Q7x
Dessen Minimallosung lautet
y1 = S, by = X1 0|Pb,
y2 = 0.
Also gilt

i—0 [ E;l[IrOO]PHb ] |

Damit haben wir eine Losung. Und da die Minimallésung von (10.11) eindeutig
ist, ist auch die Losung (10.10) eindeutig. Fiir das Residuum gilt:

|4z — b, = [P AQQ"E — P™p|| | = [|bll, = [[[0 1, P78,

Beispiel 10.12 Sei

11 1
11|, b=12].
00 3

Die Singuldrwertzerlegung von

A:

2, 0
A:P[ 0 O]QH.

ergibt sich mit

5o R 5
H __ 1 1 H A Hi 1
Pi=|-L L 0|, PfYA 0 0 |. Ply=|L|,
0 0 0 0 3
11 20
Q:M V2l S=PHAQ=|0 0|, y=Q"s
VARG 0 0
2 0 —
0oo|[m]olL
00 y? \/5
3
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3
Also folgt y; = W und y2 = 0 und damit

1 _3_
o[ 214
V2 V2

Das Residuum ist

N [SUN [V
| S

3 1 1
2 2
11 19
Az =dll, =\ 5| =2 =|| 2 || =Vz+3+°=V=
0 3|, -3 |,

Definition 10.13 Sei A € C™™ (R™™) und sei A = P [ EOT 8 ] Qf = PyY

mit ¥, = diag(oy, . ..,0,) die Singuldrwertzerlegung von A. Die Matrix

b0

0 OGR’

At =qQxtpH mit Lt = l

heifst Moore—Penrose—Inverse von A.

Satz 10.14 Sei A € C™™ (R™™).

(i) Falls Rang (A) = m, so gilt AT = (AFA)~1 AT
(ii) Falls n = m und A nichtsingulir, so gilt AT = A~%.

(11i) A" ist die eindeutige Matriz X , welche die vier Moore—Penrose-Gleichungen

erfillt:
(a) AXA=A,
(b)) XAX =X,

(¢) (AX)" = AX,
(d) (XA)H = XA,

%,

Beweis: Sei A = PYQT mit ¥ = [ 0 0

1 wobei Y, invertierbar ist.
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(i) Da Rang (A) = m, dh.,, PAQH = [Zom ], so folgt AT = QX+tPH =
QL L0lPH. Also gilt

(AT A) AT — (Q[Zm 0] P" P l s ] QH>_1-Q[Zm o] P"

= Q%.7Q"Q[T, 0P = Q[x, 0P

(ii) Klar.
(iii) Sei Y = Q¥ X P. Damit erhalten wir:
PHAQ QUXP PHAQ = PHAQ,
@A Ty 01[vy Y ][s 0] _ [ 0
0 O Yor Yoo 0o 0| 0 O

folgt ZTY_HET = Y, und damit Y;; = E;l.

(Vi Y |[E 0] Yu Y
(b) Aus |y, YnHo on Y,

NN

Yi Yo
= folgt
] [Ym Y22]7Og

Y2, Yu = Y,
Yo 2 Y1
Y112, Yo
Y212, Y12 = Y.

I
e

(c) Wenn [ 2 0 ] [ Yu Y ] Hermite’sch ist, so gilt 3, Y1, =0, X,.Y7; =

0 0 Yor Yoo
YS!
(d) Wenn [}{11 }}?2] 2(]{ 8] Hermite’sch ist, so folgt Y5 X, =
21 Yoo

07 (Yilzr)H = Yilzr .

Alle 4 Gleichungen zusammen ergeben Aus (c) folgt Y15 = 0 und aus (d) folgt
Yoy = 0. Dann folgt aus (b), dass Yoe = 0, und wir erhalten aus (a) dann
Y = X! Da die Losung eindeutig ist folgt die Behauptung. a



Kapitel 11

Die Hauptachsentransformation

Nachdem wir mit der Singulérwertzerlegung bereits eines der wichtigsten prakti-
schen Werkzeuge der linearen Algebra kennengelernt haben, welches uns wichtige
Eigenschaften wie Rang, Kern, Bild einer Matrix berechnen 148t, kommen wir
nun zu weiteren wichtigen Transformationen. Bisher haben wir Aquivalenztrans-
formationen PAQ mit P, nichtsinguldr, orthogonal oder unitér betrachtet und
P7'AP mit P nichtsingulir, orthogonal oder unitir. Im Fall P orthogonal ist
das PTAP.

Was passiert nun aber, wenn P nicht orthogonal ist und wir PT AP betrachten?
(Im Komplexen betrachten wir natiirlich analog P# AP.) Wir haben schon gese-
hen, dass dies die Form ist, die ein Basiswechsel bei einer Bilinearform hat, siehe
Lemma 8.5.

Wir haben auflerdem gesehen, dass wir zu jeder Bilinearform eine Matrixdar-
stellung finden. Sei K ein beliebiger Korper, V' ein Vektorraum und {vy,...,v,}
eine Basis von V. Ist @ : V x V' — R eine Bilinearform, so ist A = [a;;| mit
a;; = a(vj,v;), 4,5 = 1,...,n, die Matrixdarstellung von a beziiglich der Basis
{v1,..., 0.},

Umgekehrt sei A = [a;;] € R™", so definieren wir auf V' eine Bilinearform o :
V x V — R wie folgt: Seien v,v" € V und sei

n n by C1
v=> by, V=Y ¢uv; und b=| : |,c=]| |,
i=1 i=1
bn Cn

n
so setze a(v,v) :=cTAb= Y ¢a;;b;.
ij=1

Beachte: diese Bijektion zwischen Matrizen und Bilinearformen héngt natiirlich
von der Basis ab. Wir hatten schon in Lemma 8.5 gesehen, dass fiir zwei Basen

93
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{v1,..., 0.}, {v],..., v} von V mit Basisiibergangsmatrix P, die Matrixdarstel-
lung von einer Bilinearform o : V' x V' — K beziiglich dieser beiden Basen durch
Kongruenztransformation gegeben ist.

n n n n
Fallsv,weV, v= '21 biv; = Zlbgvg und w = Zlcivi = 'Zlc’ivl’», S0 ist
1= 1= 1= 1=

b ] T
b:=| : = P| : | =PV
_bn_ _b/_

] R
ci=| : = P| : | =P
| Cn | | ¢ ]

und es ergibt sich
alv,w) =c' Ab= (PJ)TAPY = T PTAPY .

(Analoge Betrachten gelten im komplexen.)

Wir hatten auch bereits gesehen, dass die Matrixdarstellung von o symmetrisch
ist genau dann, wenn « symmetrisch ist, und dass es in diesem Fall eine Ortho-
normalbasis aus Eigenvektoren gibt.

Beispiel 11.1 Sei V = R? {vy, 15} = {e1,e5}, und
i)
Dann ist
o q by ] , [ ‘1 D = a(biey + boeg, crer + caey) = c' Ab
= 4byc; + bycy + bicy + 2bycs.

A hat das charakteristische Polynom — P4(\) = A\ — 6\ + 7 und die Eigenwerte:

M, A =3+V/9—-7T=3+V2.
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Die Eigenvektoren ergeben sich aus

A_A1[:l4_31+\/§ 2—31+\/§]:l1+1\/§ —11\/51.
QT:l—g i] :\/(141FJ\F/§€+12’ :\/(1+\;§)2+12’

QT(A—AJ)Q:[ c(14+vV2)+s  c+s(—14++2) ] lc —s]

—5(14+vV2) +¢c —s+c(—1++2) s c
(1+v22+1 14+vV2-1++2

VO +v2)2 +1 \/(i1++\/2§)_1r1 [c—s]

0 S &
(1+v2)2+1
_ 1 [(1+\/§)2+1 2\/§Hc —s]
(1++v2)2+1 0 0 s ¢
B 1 l (V224D (14+V2)+V2  (14V2)2v/2—1—(1+V2)? ]
N 2 0 0
( (1+v2)2+ 1)
B 1 (A4+2v2)(1+v2)+2v2  2¢/2+4—1—-1-2/2-2
(1+v2)2+1 0 0
_ 1 8+8v2 0
(14++v2)2+1 0 0
Damit folgt
3+v2 0
TAQ = .

Die Menge

€R? | xTA:c—lzo}:{[il

2

€R? | 4] + 2x129 + 275 = 1}
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beschreibt eine Ellipse.

Wenn wir zu dem Koordinatensystem iibergehen, welches durch die Orthonor-

malbasis {l ; ] , [ _CS ]} gegeben ist, so ist

E = {y:QT:UERZ yT[B_I_O\/i 3—0\/§1y:1}

= {ye® | yi3+v2)+ 1B~ v2) =1}, dh., die Ellipse

N

Ya

Im kanonischen Koordinaten-
system mit der Basis {e, ey}
ist das also die Ellipse §

1

Definition 11.2 Sei V' ein euklidischer Raum und o : VXV — R eine symmetri-
sche Bilinearform. Dann heif$t o positiv definit, falls a(v,v) > 0, fir alle v €
V, v # 0, und positiv semidefinit, falls a(v,v) >0 fir allev € V.
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Satz 11.3 Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer Raum und o : VXV — R
eine symmetrische Bilinearform.

(i) o ist positiv definit genau dann, wenn es eine Basis {vy,...,v,} von V gibt,
so dass die Matrizdarstellung von o beziiglich {vy, ..., v,} nur positive reelle Fi-
genwerte hat.

(i1) « ist positiv semidefinit genau dann, wenn es eine Basis {v1,...,v,} von V
gibt, so dass die Matrizdarstellung von « beziiglich {vy, ... ,v,} nur nichtnegative
reelle Eigenwerte hat.

(i1i) Es gibt eine Orthonormalbasis {vy,...,v,} von V, so dass die Matrizdar-
stellung von a beziiglich dieser Basis diagonal ist.

Beweis: Wir beweisen (i) und (ii) zusammen. Sei « positiv (semi)definit und
A = [a;;] die Matrixdarstellung von « beziiglich {vy, ..., v,}, d.h., a;; = a(v;, v;).
Da A reell symmetrisch ist folgt, dass es eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
von A gibt, gegeben durch die Spalten einer orthogonalen Matrix P = [p1,. .., pal,
und beziiglich der Basis {0y,...,0,} die sich aus {vy,...,v,} mit Hilfe der
Ubergangsmatrix P ergibt, hat a die Matrixdarstellung

A1
PTAP =
An

Ist w der Koordinatenvektor von z € V' in der Basis {0y, ..., 9,}, dann gilt

a(z,2) =w PTAPw =Y wi\.

i=1
Falls es A\; < 0 (\; < 0) gibt, so betrachte w = ¢; und es gilt a(z,2) = A\; <0
(< 0) und das ist ein Widerspruch zur positiven Definitheit (Semidefinitheit).

Fiir die andere Richtung: Ist x der Koordinatenvektor von z € V in der Basis
{v1,...,v,}, dann ergibt sich aus

A1 .
afz,2) =2 Ar =2 P Pz =Y zI\>0(>0)
>\n i=1

sofort, dass a positiv definit (semidefinit) ist.
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(iii) ist klar. Man nimmt einfach eine Matrixdarstellung beziiglich irgendeiner
Basis und erhélt A. Mit der Orthonormalbasis aus Eigenvektoren ergibt sich die
Behauptung. a

Beachte: Wir haben sogar bewiesen, dass die Matrixdarstellung einer positiv
(semi-)definiten, symmetrischen Bilinearform beziiglich jeder Basis von V' nur
positive (nichtnegative) reelle Eigenwerte hat.

Wir kommen nun zu der Frage, welches die Invarianten unter der Transforma-
tion PT AP, angewandt auf symmetrische Matrizen A, sind. Es ist klar, dass
fiir orthogonales (unitéres) P dies die Eigenwerte sind, aber fiir nichtorthogonale
(nichtunitére) P sind dies nur die Anzahlen der positiven, negativen oder Null-
Figenwerte.

Satz 11.4 (Trigheitssatz von Sylvester)

Sei V' ein endlichdimensionaler euklidischer Raum und o : V XV — R eine sym-
metrische Bilinearform. Seien {vq,...,v,},{v],..., v} Basen von V und A, A’
Matrixdarstellungen von o beziiglich dieser beiden Basen.

Seien (m,v,w) und (7',V ") die Anzahl der positiven, negativen oder Null-
Figenwerte von A bzw. A’. Dann gilt 7 = n',v = V',w = &' und Rang (A) =
Rang (A').

Beweis: Es gibt Q, Q" orthogonal, so dass
QTAQ — D, Q/TA/Q/ - D
und die Diagonalelemente von D, D’ seien geordnet als

Dy D,

wobei D; und D] die positiven Eigenwerte von A und A’ enthalten und Dy und
D), die negativen.

Da dies mit einer Permutation immer moglich ist, konnen wir gleich @, Q" so
withlen, dass dies gilt. Wir wissen, dass A’ = PT AP, also gilt
D'=P'DP mit P=Q'PQ

und auflerdem Rang (A) = Rang (D) = Rang (D) = Rang (A4’) .
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Da A’ und A symmetrisch sind und mit der Singuldrwertzerlegung Rang (A) =
7w+ v und Rang (A") = 7’ + 1/ ist, reicht es also zu zeigen, dass 7 = 7’ , dann gilt
auch v =1/,

Wir erhalten aus der Diagonalisierung Réume V., V,,V,, bzw. V!, V/ V' die

aus den Spalten der orthogonalen Matrizen @, Q" gebildet werden. Wir zeigen
nun, dass

Dazu sei v aus V; N (V), & V), so gilt a(v,v) > 0 und a(v,v) <0, also v = 0.
Mit der Dimensionsformel (Satz 8.26) folgt

dim V; + dim V), + dim V], < n.
Aber da

so folgt, dass dim V,; < dim V), und damitr < 7.
Mit VI, N[V, @ V] folgt ' < 7.

Also gilt 7’ = 7 und dann v/ = v. O

Definition 11.5 Das zu einer symmetrischen Bilinearform o gehorende Tripel
(m,v,w)
heifit Tragheitsindex von a.

Dieser Begriff stammt urspriinglich aus der Mechanik (Beschreibung von Trégheits-
momenten). Ein direktes Korollar aus Satz 11.4 ist die Normalform unter Kon-
gruenz.

Korollar 11.6 Se: V' ein endlichdimensionaler euklidischer Raum der Dimen-
sion n und « eine symmetrische Bilinearform von V', so gibt es eine Basis

{v1,..., 0.} von V, so dass die Matrizdarstellung von « beziglich dieser Basis
die Form
Iz
-1, € R™™,
0

hat.
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Beweis: Wir wissen schon, dass 7, v,w Invarianten unter Kongruenz sind und

dass es P orthogonal gibt, so dass

D, }r ) D;?
PTAP = D, }v . Setze P=P-. (—Dy)3 ,
0] o L,
wobei fir D = diag(dy, ..., d,)
Dz = diag(dZ?,...,d2).
Damit folgt
_1 _1
~ - Dl 2D1D1 2 ]71'
PTAP = (~Dy) iDy(~Do)3 | =| L
0

Man beachte, dass die Transformationsmatrix nicht eindeutig ist, jedoch die Form

I
-1, :
0

Definition 11.7 Sei A € R™" symmetrisch, so heifst A positiv definit positiv
semidefinit ), falls

x"Ar >0 (>0), firale x € R"\ {0}.
A heiffit negativ definit negativ semidefinit ), falls

v'Ar < 0(<0), fir allex € R"\ {0}.

Korollar 11.8 Sei A € R™" symmetrisch.

(a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(i) A ist positiv definit.

(ii) Alle Eigenwerte von A sind positiv.
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(11i) Der Tragheitsindex von A ist (n,0,0).
(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(i) A ist positiv semidefinit.

(i1) Alle Eigenwerte von A sind nichtnegativ.

(i1i) Der Tragheitsindex von A ist (m,0,w).

Beweis: Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe.
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Kapitel 12

Bewegung starrer Korper

Als Beispiel wollen wir nun die Bewegung eines
starren Korpers betrachten.

Markiere einen seiner Punkte und beschreibe
dessen Bahn durch die Funktion a(t)(t > 0). Da

der Korper starr ist, &ndern die anderen Punk- ()
te ihren Abstand zu a nicht, so dass fiir alle
Punkte x(t) gilt

z(t) — a(t) = Q(t) (z(0) — a(0))

mit einer t-abhéngigen orthogonalen Matrix Q).

Mit der Kenntnis der Bahnbewegung zweier weiterer Punkte b(t), c(t) (die zu a(t)
in allgemeiner Lage liegen, d.h. die entsprechenden Vektoren in R63 sind linear
unabhéngig) kann man dann Q(¢) bestimmen.

wi(t) = 0(t) —a(t) = Q) (b(0) — a(0)),
zo(t) = c(t) —a(t) = Q) (c(0) — a(0)),
z3(t) = (b(t) —a(t)) x (c(t) = alt))
= (Q(#) (b(0) — a(0))) x (Q() (c(0) — a(0)))

Die Vektoren sind linear unabhéngig.
Da () orthogonal und z3(0) L x,(0), z2(0), gilt auch
Q()z3(0) L Q(t)x1(0), Q()72(0) = Q()23(0) = A(Q(#)x1(0) x Q(t)x2(0)).
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Da sich die Orientierung des Korpers nicht éndern kann, gilt A > 0 und

1(Qz1) x (Qu2)ll,” = Qx| |Qally® — (Qur, Qo)
= H331H22H$2H22 - <$17$2>2 = szsz

= || Qusll,”

so folgt A = 1. Damit haben wir gezeigt, dass auch fiir x5 die Bewegung durch
x3(t) = Q(t)x3(0) beschrieben wird.

Da det[Qx1, Qxs, Qus] = det Q - det[zy, 9, x3], aber det @ € {41, —1}, bedeutet
die Erhaltung der Orientierung also: det Q) = +1.

Qt) € SO(3) = {Q € O(3)|det Q = 1}

Man beachte, dass a(0),a(t) nicht eindeutig bestimmt sind, aber Q(¢). Fiir die
d
Geschwindigkeit © = £x(t) eines Punktes x(t) gilt

i(t) = a(t) + Q(t) (x(0) — a(0)).
Was wissen wir iiber die Ableitung einer orthogonalen Matrix?

Q'Q=1 = Q'Q+Q'Q=0 = Q'Q ist schiefsymmetrisch,
RQET=1 = QQT+QQ"=0 = QQT ist schiefsymmetrisch.

Nun gilt aber

also

& =a+QQ" (Q(x(0) —a(0)) = a+QQ" (z(t) —a(t)).

Die Matrix QQ7 ist schiefsymmetrisch und kann daher geschrieben werden als

, 0 —g @
QQ' = g3 0 —q |, S0 ist
—G¢2 G 0



104

QQ (z(t) —a(t) = | @ | x (z(t) —a(?)) (Vektorprodukt in R?).

— d=a+twt) x (z(t) — alt)).

Die Momentanbewegung eines starren Korpers ist zusammengesetzt aus der
Translation des Punktes a(t) mit der Geschwindigkeit a(¢) und einer Rotation
um die durch w(t) definierte Achse durch a(t) mit der Winkelgeschwindigkeit

()1,

Beachte: w(t) ist eindeutig, @ und die Zerlegung von & in @ und w
sind nicht eindeutig.

Wir wéhlen nun als a(t) die Bahn des Schwerpunktes eines
Korpers, der aus starr verbundenen Einzelmassen besteht.

a(t) = 3 Tui)

wobei y; die Orte einzelner Massenpunkte sind, m,; ihre Mas-
N

sen und m = Z m,; die Gesamtmasse.

i=1
(Im nichtdiskreten Fall sind die Summen durch Volumenintegrale zu ersetzen).
Setze v = [lally, vi = [%illy, ri =i —a, 0 = |[rill,-

Dann ist die kinetische Energie des Korpers gegeben durch:

N 1 ) N 1 . )
T = Zimﬂ)l = ngi“a‘i‘wx’f’in
=1 i=1

N
= 3 (i b i)+ 2 x )

=1 2
m ) ' N N 1 2 5 )
= U+ (a,w x> mry) + Y M (||cu||2 07 — (w, ;) )

i=1 i=1
0

N Ti1 w1

Nun ist aber me» =0und mit r; = | r2 |, w=| we | folgt
=1 i3 %

HWH;Q? - <W77’i>2 = (W% + W% + Wg)@? - (eril + wario + w37’i3)2
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3
= > wwi(0]0m — rara)-
Setze © = [O] € R*? mit

N
Oky =Y mi{0}0u — rirrat,
iz1

so folgt

1
T = %02 + §wT@w.

Dann nennt man %v2 die Translationsenergie, und %WT@ die Rotationsenergie.

Die Normierung der Bilinearform © als

-
w' Ow
O, = ——
lll
heifit das auf die Achse ” w“ bezogene Trdgheitsmoment des Korpers.
Wilo

© ist symmetrisch und (falls nicht alle Massenpunkte auf einer Geraden liegen)
positiv definit. Die Gleichung w'®w = 1 beschreibt ein Ellipsoid, das Tragheits-
ellipsoid, das die bei fester Rotationsenergie zu den verschiedenen Richtungen
gehorenden Winkelgeschwindigkeiten veranschaulicht. Die Hauptachsen dieses
Ellipsoids sind Achsen, um die der Korper reine Rotationsbewegungen ausfithren
kann.

Dazu kommt dann noch die Kreiselbewegung, die behandeln wir hier nicht.



Kapitel 13

Quadriken

Wir wollen nun einen Bezug zur Geometrie herstellen und damit die Klassifikation
von geometrischen Objekten im R? und R?® vornehmen. Sei K ein Korper. Ein
quadratisches Polynom in n Variablen ist ein Ausdruck der Form

p(l’l, ce ,ycn) = Z Qi T T 5 + Z bll’l + C, (131)

1<i<j<n 1<i<n
in dem nicht alle a;; verschwinden. P ist eine nichtlineare Abbildung

P . K'— K.

Definition 13.2 Fine Teilmenge ) C K" heifit Quadrik oder Hyperfliche
zweiter Ordnung, falls es ein quadratisches Polynom gibt, so dass

Q= | ek | P(xy,...,x,) =0

Beispiel 13.3
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Quadriken
(1) K=R, n=3
P(x1,x9,23) = x% + x% + xg -1,
T

xs3

ist gerade die Oberfliche einer Kugel mit Mittel-

0
punkt | O
0

und Radius 1.

(2) K=R, n=2
P(xy,29) = 22 + 219
Q:{[Z € R? | x%+2x220}

(3) K=R, n=3

P(l’l,l’g, 1,‘3) = ZL’% + 21’2

T
Q= )

xs

ER? |27 +22,=0

ER® | 22+ a5+ i1
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vy, o
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N
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%,

xl

Y
)
W

W

Parabelzylinder

Im folgenden betrachten wir nur Korper, in denen 1+ 1 # 0 ist.

Sei P(SCl, ..

., ) quadratisches Polynom wie in (13.1).

Wir wollen nun al-

le Quadriken mit Hilfe von Matrizen beschreiben. Dazu konstruieren wir aus

A = [a;;] € K", b € K", ¢ € K die folgende Matrix

e bbby T
2 2 2
by . w2 A
2 11 2 2
A = by ap - : :
2 2
: : an—l,n
: 2
b_n A1n Up—1n a
L 2 2 2 nn

(13.4)



108

A ist symmetrisch und enthélt alle Koeffizienten des Polynoms. Weiter gilt, dass
x € @ genau dann wenn

T

Durch diese Erweiterung gehéren also zu den Punkten aus @) diejenigen erweiter-
ten Vektoren, fiir die die iiber A definierte Bilinearform

& e Kn—i—l % Kn—f—l S K

ergibt &(,2) = 2T Az = 0.
Wir wollen nun spezielle Abbildungen betrachten, die Abstdnde erhalten.
Sei V' ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum mit einer Abstandsfunk-
tion

(v, w) = v = wll,
Eine Abbildung f : V' — V, fiir die gilt d(v, w) = d(f(v), f(w)) fiir alle v,w € V
heilt abstandserhaltend (wird manchmal auch Kongruenzabbildung genannt).
Betrachte nun eine lineare Abbildung

g: V-V
v g(v) = f(v) = f(0)

mit f abstandserhaltend.

Es gilt natiirlich, dass g wieder abstandserhaltend ist und ¢(0) = 0.

Also folgt aus Lemma 8.9, dass g ein orthogonaler Endomorphismus ist. Es
gibt also zu jeder abstandserhaltenden Funktion f : V' — V einen orthogonalen
Endomorphismus g, so dass

fv)=a+g(v) firallevelV, (a = £(0)).

Umgekehrt gilt natiirlich sofort, dass alle Abbildungen v — a + g(v), mit a € V
und g orthogonal, abstandserhaltend sind.
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Was ist die Matrixdarstellung von f bzw. ¢ in dem Raum der Vektoren [ 315 ],

mitx € V7
Von g ist das natiirlich eine orthogonale Matrix und von f eine Matrix der Form

1‘0 )

a1

G=| (13.5)

(02%
ay

wobei G die (orthogonale) Matrixdarstellung von ¢ ist und a =

Qn

Lemma 13.6 Ist Q eine Quadrik in R™, beschrieben durch die Matrix A und f
eine abstandserhaltende Abbildung mit der Matrizdarstellung

1‘0 )

so ist f(Q) eine Quadrik, beschrieben durch die Matriz

G TAG™. (13.7)

Wir sehen, dass dies eine (spezielle) Kongruenztransformation mit G ist.

N

Beweis: Sei y = f(z), § = G& mit

1 1
N W . I R A
y= =] | =2=G1Y
Yn T,

(Aus der Gruppeneigenschaft folgt, dass G invertierbar ist.) Damit haben wir,
dass y € f(Q) genau dann wenn z € (), genau dann wenn 2TAz = 0 und ist
dies gilt genau dann wenn §' G~ " AG~!j = 0. Also wird f(Q) gerade durch die
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Matrix G_TAG_lAbeschrieben und ist damit eine Quadrik, denn G~ hat die
gleiche Form wie G. a

Wir wollen noch einmal anschauen, was

§TGTTAG =0 (13.8)
ist:
10 0
[ .| @ [1 0 Al 1 0
y_ly] N I e ‘l G]’ ¢ _[—Gla G
Qp,
by by
e b by
b, a1, b
A: 2 11 2 —. C T~
Do b 4
b?’L n
7o tnn

T A-T A =10 1 ! c g 1
poae y‘[cwy—a) [g i [G—%y—a)]
[ ] +567(y - a)
Gy —a) g + AG(y — a)
= et L (E - a) + (- a) o+ (G- a) A (- )

T

—c+ (@TGTQ + (@TGTQ +(y—a)" (GTAG ) (y — a).

Wir erhalten also, dass A durch eine orthogonale Kongruenztransformation mit
G~ transformiert wird.
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Satz 13.9 (Klassifikation der Quadriken)

Sei Q) eine Quadrik in R™. Dann gibt es eine abstandserhaltende Abbildung f,
natirliche Zahlen 7,0 und reelle Zahlen B; > 0,1 <1 < 747, so dass die Quadrik
f(Q) durch eine der folgenden Gleichungen beschrieben wird:

:L,ZZ T+ xZQ
> 3 21@ = 0, (13.10)
= ? =7+ ?
0 2 T+U 2

M-

=R
v
\.t?

‘ €Ts

T x
PP T (13.11)
=1 12 =741 6742
Fop2 TP 42

-t R — Trip+1, ﬁ+ﬁ<n 13.12
i=1 612 i=7+1 612 v ( )

Beweis: Sei ) = {:c ER"| P(xy,...,x,) =3 Ak = 0}, wobei #, A wie in (13.4)
gebildet sind,

A:

bT
T~ , und A=AT.
A

S O

1. Schritt: Diagonalisierung von A. Da A reell symmetrisch ist, so gibt es nach
dem Tragheitssatz von Sylvester eine orthogonale Matrix P, so dass

Y -

M
PTAP = = .
)\n )\7l'+l/
0

)‘7r+1

mit A, ..., A >0, Adrgq - A <O Setze P = [(1) 21,sogilt

T e
¢ bTP 0% )\1
A, = PTAP = —. |t
Tb | pT : -
P 5 P'"AP " A,
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2. Schritt: Verschiebung des Nullpunktes

i 1
4!
R 1
A1
Sei T'= | _Jrtv 1 ,
/\7r+y
0 1
L 0 1]
i é O 0 Yr+v+1 -+ Tn i
0 A1
: . 0
Ay =TT AT = 0 Aty
77r+1/+1
: 0 0
L Tn i

3. Schritt: Jetzt unterscheiden wir 3 Falle.

(a) c=0und Ypppi1=... =7, =0.
1 _ R
Mit der Setzung (3; = —— erhalten wir dann Rang A = Rang A und Teil

S

(13.10).
(b) ¢#0und Yogpr1 = ... =7, =0, also Rang A = Rang A + 1.
Mit 3; = 1 erhalten wir (13.11).

| il

(c) ¢#0undesgibtvy; #0, rT+v<j<n = Rang A = Rang A + 2.
Vr4v+1
Setze v = : und ¢, = S
~ 71l

Ergéinze ¢ durch ¢s, ..., ¢, »_, zu einer Orthonormalbasis von R"™ "%
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setze
1 0 0
i=__¢ und V= 0 || O
2[|vl,
ég&l 0 V
mit V = [p102 . .. @n_r_y] . Dann gilt
0 [0 0 |fpl, 0 0
0 | A\
0
VTA V = 0 >\7r+1/
’ 171l
0
: 0 0
L 0 -
2
und mit 3; = HVHZ, i=1,...,m+ v erhalten wir (13.12).

Al

Beachte, je nach Vorzeichen von ¢ wechseln die Rollen von 7 und v. Ausserdem
haben wir in den Gleichungen noch eine Skalierung durchgefiihrt, so dass die
rechte Seite in (13.11) und (13.12) 1 bzw. z, + v + 1 ist. O

Beispiel 13.13

p(x) = 23 + 923 — 67129 + 2071 — 479 — 10

20 4
—10 2 2 10 10 -2
- 1 -3 . 20 N N
:>A:[_3 91, A= =2 1 —3|=| 10 1 -3
2 - 2 -3 9
-5 -

Rang A =1, Rang A =3, da invertierbar. Also haben wir den Fall (13.12).
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(1) Diagonalisierung von A:

Pi(A\) =X*—10\, =  Eigenwerte 0, 10

P:[C _‘Z] sodassPT(fl—O-])P:l* 0]

S 0 0
-3 3 1
S = :——’ C = ——
32+1 V10 V10
~ 10 0
Tip_
par=[ 0]
_ 8 14
Lol . T1 o 8105105\/E
0o pT A oprl|=|:s 10 10 0
2V10 0 0
(2) Verschiebung des Nullpunktes
1| a1
T=| -840 |1 |, Ay =TTAT = 0 10 0
510
0 |0 1 2V10 00
14 = 314 157
= |—V10| € R, =[], ¢=—7"—F7=-=V10
7 {5\/_] er=0 =555 Tmn = 700
1 00 0 0 ZVI10
V= 0 101, VTAYV = 0 10 0
BIV10 0 1 2V10 00
2-14v/10
Setze [, = 571/0_ Dann erhalten wir die transformierte Gleichung
yi 5
ﬁ—}:yQ oder 2—8\/Eyf—y220, wobei
1 0 0 1
g=P-T-Vi=|3%% 75 25 || wnl|, baw
493 3 1
700 NS4S Y2
1 0 0 1
Gg=v"' T Pla=| £VI0 = k||
157 3 1
B A vl
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4

p(x) = 2 + 923 — 62129 + 202, — 42y — 10 =0

Wir kénnen damit alle Quadriken klassifizieren. Im R? erhalten wir die folgenden

Moglichkeiten:

Tabelle 13.14 Quadriken in R?

(13.10) v=0, w=1, 2 =0

2

v=1, w=1, x—;—g 0
1
Ty = 5179
2
x

v=0, m=2, ﬁ—%—i—xgzo

T Gerade
x
T2 zwel sich schneidende
Geraden
X1
T2 Punkt

X1
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(13.11) v=1, 7=0, — =1 0
1
22
v=0, w=1, —; =1 ) zwei parallele Geraden
i
Z1
—|6] |61
2 2
v=2 w=0, %—x—g 1 0
i 2
2 2

v=1, wm=1, %—x—g:l \@ /Hyperbel
/_w 161] &

x? xd
v=0 n=2 “S4+2=1 T2 Ellipse
g 5
A
.
1
a? x
(13.12) v=0, w=1, —5 = T3 2 Parabel

Ha|

Quadriken sind Schnitte von Ebenen mit einem doppelten Kreiskegel, sie werden
daher auch Kegelschnitte genannt. Der besondere Fall der parallelen Geraden
gehort zu einer degenerierten Situation wo der Doppelkegel in einen Zylinder
entartet.
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Q

Y
1) :
N\

N 7
\\\\Q\\ s/
X

Parabel
Tabelle 13.15 Quadriken in R?
(13.10) v=0, 7=1, 3 =0 eine Ebene
— i it -
P
2
v=1 wm=1, —; —22=0 zwei sich schnei-

dende Ebenen
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v=0,
v=1,
v =20,
(13.11) v=1,
v =20,
v =2,
v=1,

™ =2,
T=2,
™ =3,
T =0,
=1,
™ =0,
=1,

x
1 2 _
?—I—xQ—O
i
2 2
a7 a
2 2 3
i 2
2 2

—X
1
7!
T
1
_2 1
1
2 2
-t @
2 2
1 2
2 2
@ a3
2 2

eine Gerade

Ellipsenkegel

Punkt

0

zwei parallele Ebe-
nen

Hyperbelzylinder
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Quadriken
(13.12)
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2 2
Ty Iy -
v=1, wm=1, ? — ? =3 hyperbolisches Pa-
! 2 . raboloid
iyl
i
i
mfo’o’o’g".’.‘o‘o‘
s
S
S
\ \‘\\u‘\\\“\\:\“‘:‘:‘.'-":“':‘:“:':o'o':“
i
2 2
Ty Ty ..
v=0, m=2, @ + E = I3 elliptisches Parabo-
1 2 loid

Definition 13.16 Sei V' ein Vektorraum tiber K. FEine Abbildung f -V — V
heifit affin linear, falls es a € V und lineare Abbildung g : V' — V' gibt, so dass
fv) =a+g(v).

Zwei Quadriken QQq,Qo heiffen affin dquivalent, wenn es eine bijektive affine
Abbildung f:V — V gibt mit f(Q1) = Q2.

Beachte, dass damit eine abstandserhaltenden Abbildung affin linear ist mit ei-
nem speziellen (orthogonalen) g.

Korollar 13.17 Jede Quadrik in R™ ist affin dquivalent zu einer Quadrik in R™,
die durch eine der folgenden Gleichungen gegeben ist:

T TtV

Yoai— D> 4 =0 (13.18)
=1 i=m+1

T TV

Yoai— Y ai=1 (13.19)
i=1 i1=m+1

fo— > 2 =Ty (13.20)
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Beweis: Wir kénnen natiirlich annehmen, dass wir schon eine Beschreibung der
Quadrik @ in der Form (13.10 - 13.12) haben. Sei f : R — R" die lineare

Abbildung mit der Matrixdarstellung

e

1

—1
Brtu bzgl. {e1,...,en},

so ist f natiirlich bijektiv und wir haben sofort, dass f(Q) einer der Gleichungen
(13.18 - 13.20) geniigt, denn sei zum Beispiel (13.10) die Form von @, so gilt

1
y=f(z) mit yi:Exi i1=1,...,m+v

Yi = Ty i=m+v+1,...,n

™ 2 T+v 2
yeE f(Q) <= r1€Q — Z%— > ﬁ—;:
_ o i=1 i i=nt1 i
= Y ui- > u=0
=1 i=n+1

Die anderen Fille sind analog.

0



Kapitel 14

Positiv definite Matrizen
(Bilinearformen)

Wir haben bereits gesehen, dass symmetrisch positiv definite Matrizen (Bilinear-
formen) eine wichtige Rolle spielen (Skalarprodukte, Quadriken usw.), und dass
diese dadurch charakterisiert sind, dass alle Eigenwerte reell und positiv sind.
Jetzt wollen wir noch einige weitere wichtige Eigenschaften kennenlernen.
Zuerst noch ein paar Bemerkungen zum komplexen Fall.

Definition 14.1 Se: V' ein unitirer Raum und 3 : V xV — C eine Hermite’sche
Form, so heifst 3 positiv definit (positiv semidefinit) genau dann, wenn 3(v,v) >

0 (B(v,v) > 0) fir allev € V' \ {0}.

Beachte, dass damit auch §(v,v) € R gilt.

Korollar 14.2 Sei V' ein unitdrer Raum und 3 :V x V — C eine Hermite’sche
Form. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) B ist positiv definit.

(ii) Jede Matrizdarstellung B von (3 (beziiglich einer Basis {vy,...,v,} von'V')
hat nur positive reelle Eigenwerte.

(iii) Fir jede Matrizdarstellung B von 3 gibt es eine nichtsingulire Matriz T,
so dass

T HBT ' =1.

(iv) Fiir jede Matrizdarstellung B von [3 gibt es eine nichtsingulire untere Drei-
ecksmatriz L, so dass B = LL (Cholesky-Zerlegung).

122
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(v) Fiir jede Matrizdarstellung B von (3 gibt es eine Hermite’sche Matriz A mit
beliebigem Trigheitsindex (m,v,0), so dass A = B.

Beweis: Der Beweis, dass (1) <= (ii), gilt analog wie im reellen Fall.
,(il) = (iii)“: Nach dem Satz von Schur gibt es eine unitire Matrix @, so dass
B = QYDQ mit D =diag(dy,...,d,),d; > 0. Setze

=

dn
so folgt mit T = D%Q, dass T invertierbar und
B=TH1T = THBT'=1.

,(iil) = (iv)“: Nach Satz ?? mit Folgerung ??7 aus Teil I gibt es @ unitér, so
dass T'= QR mit einer oberen Dreiecksmatrix R. Es folgt

B=THT =RYQ"QR=R"R mit L=R"

L (iv) = (iii)“: trivial
,(iii) = (ii)“: Ubungsaufgabe
,(il) = (v)“: B=Q"DQ, D = diag(dy,...,d,) mitd; >0, i=1,...,n.

Setze A = QHD% [ In 7 @, so folgt, dass A Hermite’sch ist und

v

I I

A*=Q"D: [ _L ] QQ"D? [ _L ] Q=Q"D2D:Q=Q"DQ.

,(v) = (ii)*“: Bilde A = Q¥ DQ mit D =diag(ds,...,d,) und d; # 0, reell, i =
1,...,n, so folgt B = A% = Q" D?Q), und damit hat B nur positive Eigenwerte.
O

Um die Cholesky-Zerlegung einer Hermite’schen, positiv definiten Matrix A €
C™" zu berechnen, betrachten wir die Gleichung

o~

l11 0 E nl
A=LL"=| + - o |, L=ly], Ly =0 fiir j >

o~

nn
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So gilt (fir Zeile 1 von A)

an = lnln = Ly =an = b, (wir konnen ly; so wihlen)
_ 14.3)
_ an; . (
a; =luly = lﬂ:l_lﬂ7 J=2,m.
11

Analog (fuir Zeile 1)

(wir konnen [;; so wihlen)

)
S

I
NgE

o~
S

ol
o
ol

I

S T .
> bl = 30 Ly + Liglyi (14.4)
k=1 k=1

i—1 N
- lji = 7 (aij — kzz:l lzkljk) fir j > 1.

1 N ags — bl 2 2
ls = (z3 — Y lowlay | = —— = \/7(1 —-0) =
l59 3

k=1 Lo 3
2 4
l — — 12112 = |l20]2 = 2 — ==
33 \/Cl33 |31 |32 3 3’
V2 0 0 V2 5 0
1 3
4
0 2 /i 0 0 /3
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Probe:
210
LI7=1]1 2 1
01 2

Es gibt noch viele weitere wichtige Eigenschaften Hermite’scher (positiv definiter)
Matrizen. Um diese wichtigen Sétze zu betrachten, ordnen wir die Eigenwerte
im folgenden.

Falls A\1(A),..., A\ (A) € R die Eigenwerte von A sind (gezdhlt mit ihrer Multi-
plizitét), so gelte

AM(A) > X(A) > ... > \(A).
Dann gilt der

Satz 14.6 (Satz von Courant—Fischer)
Sei A € C™" Hermite’sch, so gilt fir k=0,...,n—1

, ot Ax
Mer1(A) = min max :
dim(S)=n—k 0#z€S zHy
scer

Beweis: Betrachte

maxz Az mit den Nebenbedingungen ||z|, =1 und pfz =0, i=1,...,k,

wobei p; # 0 irgendwelche linear unabhéngige Vektoren sind. Nach Satz 9.6 gibt
es eine unitdre Matrix (), so dass

A1
Q"AQ=D, mit D= -
An

Wir setzen y = Q¥ z, so folgt 2% Az = 27QQ7AQQ"x = y"Dy. Setzen wir
noch ¢; = Q"p;, kénnen wir also stattdessen betrachten:

maXZyi/\iyi mit den Nebenbedingungen 37y =1 und ¢’y =0, i=1,...
i=1
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Fiir beliebige Vektoren p; und damit ¢; erhalten wir damit £+1 < n Gleichungen
fiir die Komponenten von y.
Fiir jede Wahl y der Form

_ " -
N aff :
y = 3 € R", so dass : ye | =0,
Yk+1 H
O qk yk‘+1
0

kénnen wir y so normieren, dass ||y||, = 1, und erhalten die zu maximierende
Funktion

k+1 k+1
Z ‘yi|2/\i > )\k—HZ |y1|2 = Net1-
i=1 i=1

Also maxz Ax > A4, fiir alle Wahlen p; und damit auch

_ oH Ax
min max > Ner1-
dim(S)=n—k 0#zeS xHy
scen

Fiir die spezielle Wahl p; = Qe;, @ = 1,... )k, ergibt sich ¢; = e; und damit
Y1, Y = 0. Also

)\1 n
n
) 2
a Ax =y - y= 2 Nul® < A D wil® = M
A\, i=k+1 i=k+1
" A . oH Ax
—> max < Mgy1 = min max 7 < Akil-
xHx xHy

Also folgt die Behauptung. O
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Damit konnen wir die Eigenwerte iiber eine Optimierung bekommen. Dieser
Satz hat viele wichtige Folgerungen. Wohl die wichtigste ist der Cauchy’sche
Trennungssatz.

Korollar 14.7 Sei A, die fihrende r xr - Hauptabschnittsmatriz von A = [a;;] €
cn,

aiy---air
A=A" dh A, =| : : |, sogilt firr=1,...,n—1

QApy = Qe

)\T+1<AT+1) S )\T’(AT) S )\T(Ar—i-l) <

Arst(Arir) M (A1)

Beweis: Mit Satz 14.6 gilt fir k=0,...,r—1

A " €T
A
Met1(A;) = min max ——— = _
dim(S)=n—k 0#2cS "X dim(S)=n—k 0#z€S " N
sccr sccr
0 0
H
1 x Ar+1x
<  min max — ——— =\ A
T dim(S)=n—k 0#z€S oHoy k+1( r+1)
Sccrtt

Andererseits gilt: Die Menge der Werte 7 A,x, x € C", ist gleich der Menge der
Werte 27 A, 1z, x € "M 2,1 = 0. Also

. fHArﬂf
Mer1(Ar) = min max ————.

sccrtt 0#z€S xHy
dim(S)=n—k @r4+1=0

Es gibt eine Menge von Vektoren pq, ..., p, fiir die dieses Minimum angenommen
wird, d.h. A\py1(A,) ist das Maximum von 2 A, 2, wobei 2flx = 1, x,,, = 0,
ple=0,i=1,... k.

Aber Agi2(A,11) ist das Minimum {iber alle Maxima fiir jede Wahl von x,,4
und p;,i=1,....k,

= Aer2(Arin) < Ma(Ar), k=0,...,r =1L
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O

Ahnliche Sitze spielen eine groBe Rolle bei der Stérungstheorie von Matrizen
(Operatoren), die bei der Modellbildung und in vielen Bereichen der Numerischen
Mathematik auftreten.



