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Aufgabe 11.1
Wozu sind implizite Verfahren zur numerischeiidung von Differentialgleichungen gut? Wir betrachten das
Beispiel

y = Ay, t>0, y(0)=vyo.
(a) Bestimmen Sie die exaktedbkung des Anfangswertproblems und beschreiben Sie das asymptotische

Losungsverhalteriif t — oo in Abhangigkeit von\ € R.

(b) Berechnen Sie diedherung, die sich bei Anwendung deglizitenEulerverfahrens mit konstanter Schritt-
weite h ergibt. Rir welche Werte vor stimmt das asymptotische Verhalten deiidrungsisung zumin-
dest qualitativ mit dem der exakterdgungiiberein?

(c) Losen Sie Teil (b)ir dasimplizite Eulerverfahren:
U = Yo
uiyr = Ui+ hf(tiv,uipn), i=0,1,2,...

Fur welche Werte vor, stimmt jetzt das asymptotische Verhalten déhsrunggisung zumindest quali-
tativ mit dem der exaktendsungtiberein?

Betrachten Sie nun das Differentialgleichungssystem

r_ )\1 0 _

fury = (y1,92)7,a € R%. Es sei\; > 0 und )y < 0.

(d) Berechnen Sie die exakt@sung. Welcher Teil derdsung istéirt — oo dominant?

(e) Welcher Teil der Bsung bestimmt bei der Anwendung des expliziten Eulerverfahrens die Wahl der
Schrittweite, wenn die Bherunggisung sich qualitativ wie die exaktékung verhalten soll?

Aufgabe 11.2 4 Punkte

Die Inkrementfunktion eines Einschrittverfahrens sei durch

oty h, f) = ft,y) + gg(t +chyy +chf(t,y)) mitg(t,y) = fi(t,y) + fy(t,y) f(t,y), cER



gegeben. Kann so gevahlt werden, dass dieses Verfahren von Konsistenzordnung 3 ist? Wenn ja, se ist
wahlen?

Aufgabe 11.3 4 Punkte

Reduzieren Sie die folgenden gé&wnlichen Differentialgleichungen durch Hinzunahmeatakcher Variablen
auf ein System 1. Ordnung. Falls das entstandene System linear ist, schreiben Sie das System in Matrix-Vektor-
Schreibweise.

(@) y"(t) — (1 + 1)y (t) = 3y'(t) = y(t)

() (1) — 19" (t) = y(1)y' () — t* cos(t)

Programmieraufgabe 10 10 Punkte

Schreiben Sie ein Programm, welches eine beliebige Differentialgleichiitig= f(t,y), y(to) = yo mit
einem expliziten Runge-Kutta-Verfahren[tg, to + a] 16st, welches durch die Butcher-Tabelle
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definiert ist. Der Aufruf des Programms soll mit
[h.t,u]=exp _runge _kutta(fun,B,t0,y0,N,a)

erfolgen. Dabei isfun der Name einer Matlab-Funktiarefun(t,y) die die rechte Seite der Differenti-
algleichung bestimmt und auch Vektoren Blbergabeparameter akzeptieren soll. Die ButchertatieHell
in Form der Matrix (2)ubergeben werden. Weitere Eingabeparameter sind die untere Intervalltpenze
der Anfangswery0 =y, die SchrittzahN=N und die Intervabingea=a. Riickgabewerte sollen die géhite
konstante Schrittweita=h = a/N, der Vektor der Sitzstellent =t = [to, 1, ..., tx] und der Vektor der zu-
geldrigen approximierten &sungu=u = [ug, u1, ..., un] Sein.

Die Butchertabelle soll in der Routiritcher.m  bestimmt werden

B=butcher(i) ,

wobeii bestimmt, welche Tabelle generiert werden saél 1 - explizites Euler-Verfahrenr,= 2 - modifi-
ziertes Euler-Verfahrem,= 3 - Verfahren von Heun, = 4 - klassisches Runge-Kutta-Verfahren ).

Bestimmen Sie mit lhrem Programm die numeriscbsung des Differentialgleichungssystems

—X

Y= 22

PR
x2 + y2 ’

bei Vorgabe des Anfangswertés(0),y(0))? = (1,0)7.

Approximieren Sie die isung fira = 27 mit N = 5, 10, 100, 1000 Schritten.

Stellen Siefir jede SchrittzahN die erste Komponente aller approximiertedsungen und der exaktedtung



(cos(t), —sin(t))T der Testaufgabe in einem Plot und die zweite Kompoenente a@lgurigen in einem zwei-
ten Plot dar. Erstellen Sie au?erdeim jedesN einen logarithmischen Fehlerplatrfjede Komponente, indem
Sie mit dem Befehtemilogy die Fehler zwischen der exakteibdungy und allen approximiertendsungen
u plotten.

Die fertigen Programme éissen zum Abgabetermin per e-mail an Ihren Tutor geschickt werdeatziiok
muss der Programmcode ausgedruckt der Abgabe beigelegt werden. Denken Sie daran, die zu den Program-
mieraufgaben gestellten Fragen zu beantworten.



