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Kapitel 0

Vorwort

Diese Mitschriften entstanden im Sommersemester 2009 im Laufe der Veran-
staltung “Einfiihrung in die numerische Mathematik” von Prof. Dr. Giinter
Béarwolff. Fiir Angaben in dieser Mitschrift wird keine Garantie beziiglich
Korrektheit und Vollstandigkeit iibernommen. Verwendete Literatur war:

e Giinter Barwollf: Numerik fiir Ingenieure, Physiker und Informatiker

e Robert Plato: Numerische Mathematik kompakt. Grundlagenwissen fiir
Studium und Praxis

e Hans R. Schwarz, Norbert Kockler: Numerische Mathematik

e Matthias Bollhofer, Volker Mehrmann: Numerische Mathematik



Kapitel 1

Rechnerarithmetik

Bei unterschiedlichen “Rechenaufgaben” treten unterschiedliche Fehler auf,
und zwar

e Datenfehler aufgrund ungenauer Eingabedaten
e Darstellungsfehler von Zahlen

e Fehler durch ungenaue Rechnungen, z.B. wird man bei der Aufabe
% = 0.33333 ... eigentlich nie fertig, d.h. man gibt irgendwann erschopft
auf und macht einen Fehler.

1.1 Zahldarstellungen

Aus der Analysis ist bekannt, dass man jede Zahl x € R,x # 0 bei einer
gegebenen Basis b € N, b > 2 in der Form

r=o0 i a b =0 <§: aib_i> b® (1.1)
i=1

i=—I+1

mit ap,as,... € {0,1,...,b—1},e € Z,0 € {+,—} darstellen kann, wobei
a; # 0 ist. (Fordert man, dass eine unendliche Teilmenge N; C N gibt mit
a; # b—1 fur i € Ny, dann ist die Darstellung eindeutig). heif3t
Gleitpunktdarstellung. Als Basis b wird oft b = 10 (Schule) oder b = 2
benutzt. Man spricht vom Dezimal- bzw. Dualsystem.

1.2 Allgemeine Gleitpunkt-Zahlensysteme

Da man auf Rechnern nicht beliebig viele Stellen zur Darstellung von Zahlen

in der Form ([1.1)) zur Verfiigung hat, z.B. fiir die Zahlen % =(>°2,3-107)10°
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im Dezimalsystem oder % = (02, ¢ - 2792° mit ey = 0,c9 = 1 im
Dualsystem, arbeitet man mit Gleitpunktzahlsystemen wie folgt

Definition 1.1. Zu gegebener Basis b > 2 und Mantisse t € N sowie fiir
Ezponentenschranken €, < 0 < enq, ist die Menge F = F(b,t, €min, €maz) C
R durch

t
F = {0 (Zaib_i) b ay,...,a; €40,1,....,b—1},a1 # 0,e € Z,
=1 (1.2)

Emin S € S €maz) O € {+7 _}} U {0}

erkldart und wird System von normalisierten Gleitpunktzahlen genannt.
LdsstA man noch die Kombination e = epm, a1 = 0 zu, dann erhdlt man
mit F D F das System der denormalisierten Gleitpunktzahlen.

Statt der Angabe von Exponentenschrankten e, €max € Z wird bei einem
Gleitpunktzahlsystem auch mit [ die Stellenzahl des Exponenten e angege-
ben, sodass man statt

F = F(2,24,-127,127) (1.3)

auch
F=F(2,24,7)

schreiben kann, da man mit einer 7-stelligen Dualzahl alle Exponenten von
0 bis £127 darstellen kann. Statt F' wird auch M (Maschinenzahlen) als
Symbol genutzt, also z.B.

M = F(2,24,7) (1.4)

Die Darstellung (|1.3)) ist aber oft préziser, da in der Praxis tatsachlich |ey,| #
€max 1st, was bei ([1.4)) nicht zu erkennen ist.

1.3 Struktur und Eigenschaften des normali-
sierten Gleitpunktzahlensystems F

Es ist offensichtlich, dass die Elemente von F' symmetrisch um den Nullpunkt
liegen, weshalb hier nur die positiven Elemente betrachtet werden sollen.
Konkret betrachten wir F' = F'(b,t, €min, €max) und finden mit

Tain = (1071 + 00724+ 4 0-b7F) - pomin = p 1 Femin (1.5)
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die die kleinste positive normalisierte Gleitpunktzahl. Andererseits
ergibt sich mit
B = (0= 1) b7 (b= 1) b2 4 oo (b= 1) b7t - b
- (]_ - b_l + b_l —_ b_2 + e — b_t) . bemax
(1 - b_t) * bemax (16)

die grof3te positive normalisierte Gleitpunktzahl. Fiir die Mantissen a

von Zahlen aus F ergibt sich aus (1.5)) und ({1.6))
bl<a<1-b" (1.7)

In F (Menge der denomalisierten Gleitpunktzahlen) sind kleinere Zahlen als
Tmin darstellbar und zwar mit

Fmin = (007 4 oo 4 1. b7Y) - pomin = p=tHemin (1.8)

die kleinste positive denormalisierte Gleitpunktzahl.
Mit der Festlegung einer Mantissenlédnge t ist die Anzahl der méglichen Man-
tissen festgelegt, sodass in jedem Intervall |b¢1, b¢[ gleich viele Gleitpunkt-
zahlen liegen, die aulerdem &dquidistant verteilt sind, und zwar mit dem Ab-
stand

A — bft . be — beft

Der kleinste Abstand einer beliebigen reellen Zahl z € [b°!, b°] zum néichst-
gelegenen Element z aus F' ist damit durch %A begrenzt, d.h.

1
|z — x| < §b6_t (1.9)

Die Gleichheit wird erreicht, wenn = genau zwsichen zwei benachbarten Zah-
len aus F liegt, wegen b~! < z folgt aus (1.9)
lre—
|z — | < 0701

PR ib’”l =: eps (1.10)

mit eps = 307! der maximale relative Abstand der Zahlen {z € R :
Tmin < |Z] < Timax} zum néchstgelegenen Element aus F.
Mit der Kenntnis von eps lasst sich nun {iber die Bedingung

05-107" <eps<5-107" (1.11)

eine Zahl n € N bestimmen, und man spricht dann beim Gleitpunktzahlen-
system F' von einer n-stelligen Dezimalstellenarithmetik.
Als Beispiele von in der Praxis benutzten Gleipunktzahlensystemen seien hier

IEEE-Standardsystem



o F(2,24,—125,128) (einfach, real*4)

o [(2,53,—1021,1024) (doppelt, real*s)
sowie die IBM-Systeme

e F'(16,6,—64,63) einfach

e F'(16,14,—64,63) doppelt

genannt.

1.4 Rechnen mit Gleitpunktzahlen

Einfache Rechnungen zeigen, dass Gleitpunktzahlensysteme hinsichtlich der
Adiition/Subtraktion bzw. Multiplikation/Division nicht abgeschlossen sind,
d.h. Addition oder Multiplikation von Zahlen z,y € F ergibt i.A. keine Zahl
aus F.

Beispiel 1.2. F(10,4,—63,64),z = 0.1502 - 10,y = 0.1 - 1074
x4y = 15.02 + 0.00001 = 15.02001 = 0.1502001 - 10>
Hier reicht die Stellenzahl ¢ = 4 nicht aus, um z +y in F' exakt darzustellen.

Um in einem Gleitpunktzahlenystem rechnen zu kénnen braucht man letzt-
endlich eine Abbildung aus R in F

Definition 1.3. Zu einem gegebenen Gleitpunkzahlensystem F (b, t, €min, €maz)
mit gerader Basis b ist die Funktion vd : {z € R : Zpin < |2] < Zpaet — R
durch

rd(z) = o- (22:1 agb™*) - be falls  agq < %b —-1
Lo S ab b b falls a2 5b

fir v =o- (3, _, apb™*) - b¢ erklirt. vd(z) heisst auf t Stellen gerundeter
Wert von x

Man kann nun folgende Eigenschaften fiir das Runden zeigen:

Theorem 1.4. Zu einem gegebenen Gleitpunktzahlensystem F(b,t, €min, €maz)
gilt fiir jede reelle Zahl x mit |x| € [Tmin, Tmas| die Figenschaft rd(z) € F und
die Minimaleigenschaft

|rd(z) — x| = min |z — x|



Beweis. Es gilt offensichtlich
t

t oo ¢ ~
Zakbik < Zakbfk < Zakbfk + Z (b—1)-bF = Zakbfk Lt
k=1 k=1

k=1 = = k=t+1 k=1
Nach Multiplikation mit ¢ erhélt man

t e’} t
(Z akb_k> b < <Z akb_k> b= x| < <Z apb™F + b_t> -b°
k=1 k=1 k=1
S —— _

-~

>p—1 <1

d.h. die Schranken von |z| liegen im Intervall [b°7!, 0] und damit sind die
beiden fiir rd(z) infrage kommenden Werte

t t
o (Z akbk) b und o <Z apb™® + bt> - b°
k=1

k=1

die Nachbarn von x aus F, also ist rd(z) € F. O
Es wird nun die Abschétzung

|rd(x) — x| < %b‘”e (1.12)
gezeigt.
Beweis. Fiir a;1 < 2 — 1 (abrunden) erhélt man

|rd(z) — 2| = Z akbk> b= (at+1b(t+1) + Z akbk> - b°

k=t+1 k=t+2

(g - 1) N GRNE i (b—1) -b’“] b

k=t+2

IN

[ /b 1
_ ~ 1 bf(t+1) b*(tJrl) CpE = _b*t+6
[CRDLE ;

Beim Aufrunden, d.h. a;,1 > %, ergibt sich

|rd(z) —z| = (b_t - i akb_k) - b°

k=t+1

o0

1
= |07 = = " b | b < SLA
>1V _, k=t+2
>1b N

>0



Da wir frither gezeigt haben, dass 36" die Halfte des Abstandes zweier
Nachbarn in F darstellt, folgt aus (1.12))

|rd(z) — 2| :Iilg‘z—xl (1.13)

Als Folgerung aus (1.12)) erhélt man wegen |z| > b,

d(x) — 1
W < éb_t“ =eps (Maschinenepsilon) (1.14)
x
als Abschétzung fiir den relativen Rundungsfehler [

Definition 1.5. eps = %b‘”l als Schranke fiir den relativen Rundungsfeh-
ler heiffit Maschinengenauigkeit oder roundoff unit u (es werden auch die
Bezeichnungen macheps oder eps* verwendet, es gilt eps = inf{d > 0 :

rd(1+9) > 1}

Neben der Moglichkeit des Rundens mit rd gibt es auch als Alternative das
Abschneiden (englisch truncate).

Definition 1.6. Zu F' = F(b,t, €min, €maz) st die Funktion tc : {x € R :
Tmin < |<T| < xmax} — F' durch

te(z) =0 - (i: akb_k) b fir r=o- <§: akb_k> - b°

k=1 k=1
erklart.
Bemerkung 1.7. Abschneiden ist i.A. ungenauer als Runden und es gilt

|te(x) — x| <2 eps
]

fir x € R mit 2yin < 2] < Tmax-

1.5 Ersatzarithmetik
2. Vor-

Durch Runden oder abschneiden gelingt es, reelle Zahlen x mit xy,;, < |z| < lesung
Tmax 10 ein gegebenes Gleitpunktzahlensystem F'(b,t, €min, €max) abzubilden. am

Deshalb werden die Grundoperationen o € {+, —, -, :} oft durch 20.4.2009
oy =rd(zoy) fir z,y € F, Tunm < |roy| < Tpax (1.15)

oder
xoy=te(zoy) fir x,y € F, Ty < |T0oy| < Tpax (1.16)

auf Rechner realisiert (bei Division soll y # 0 sein)
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Theorem 1.8. Beziiglich der durch (1.15) bzw. (1.16|) definierten Ersatzope-
rationen +, —,~,7 ist F' abgeschlossen, d.h. im Ergebnis dieser Operationen
erhdlt man Elemente aus F. Auferdem gilt die Beziehung bzw. Darstellung

xoy=(roy) - (1+¢€ mit le|]<k-eps (1.17)
wobei im Fall von (1.15)) k gleich 1 und im Fall von (1.16)) k gleich 2 ist (e
heifit Darstellungsfehler)

Beweis. Die Abgeschlossenheit von F beziiglich 6 folgt aus Theroem 1.8 Die
Darstellung ([1.16|) ergibt sich im Falle von ((1.15)) aus

[rd(zoy) — (v oy)|
|z o y|

also aus ((1.14) O

< eps

1.6 Fehlerakkumulation

Wir betrachten Zahlen z,y € R. Durch eine eventuelle Rundung erhalten wir
mit

rd(z) =z + Az € F

rd(y) =y+Ay e F
mit %, % < € Zahlen aus einem Gleitpunktzahlensystem F'. 6,0 sei nun
Multiplikation oder Division. Mit ((1.15) und ([1.17)) erhélt man

(r+Ar)o(y+Ay)=(z-(1+7))o(y (1+7)), [nllnl<e
=@oy)((l+m)o(l+m))(1+a) |of<e
= (zoy)(1+0)

wobei man benutzt, dass
(I+m)o(l+7)(l+a)=1+0

mit einem 3 mit der Eigenschaft |3| < 25 gilt (Beweis: Plato). Damit ergibt

sich fiir die Multiplikation/Division das

Theorem 1.9. Zu dem Gleitpunktzahlensystem F (b, t, €min, €maz) S€ien die
Zahlen x,y € R und Ax.Ay € R gegeben mit x + Az € Fiy + Ay €
F,%,%’I < e mit e < %. o steht fir die Grundoperation - bzw. : und
fiir x oy soll Ty < |xoy| < Tpaw gelten. Dann gilt die Fehlerdarstellung

(r+Ax)o(y+Ay) =zoy+n (1.18)




Die Darstellung zeigt, dass die Multiplikation bzw. Division verhaltnis-
méafig gutartig mit einem kleinen relativen Fehler ist. Im Folgenden soll die
Fehlerverstirkung bei der Hintereinanderausfithrung von Addition in einem
gegebenen GPZS F betrachtet werden. + und Y sollen fiir die Addition bzw.
Summation von links nach rechts in F' stehen.

Theorem 1.10. Zu F (b, t, €min, €maz) S€i€N T1, ..., T, € Rund Axy, ..., Ax, €
R Zahlen mit

A
xk—i—AxkEF,l—mge fir k=1,..,n

||

und es bezeichne
k

k
Seo= ) (w+A2)), Sp=) @, k=1...n
j=1

j=1

die entsprechenden Partialsummen (Summation von links nach rechts). Dann
qilt

k
Sk — Skl < (Z(l + €)* 79 2|z, + |Sj|)> e fir k=1,..,n (1.19)
j=1
— M,

Falls die Partialsummen (Notation My = 0) innerhalb gewisser Schranken
lregen:
Tmin + (Mk;—l + |$k|)6 S |Sk| S Tmaz — (Mk—l + |$k|)€ k= 1a N [
Beweis. Vollstandige Induktion tiber k
(1.19) gilt fur k = 1, denn [S} — S1| = |Axzy| < 3|z1]e wir nehmen jetzt an,
dass (1.19)) fiir ein & > 1 richtig ist. Mit der Notation
AS; =S, —S; fir j>1,A8,=0
bezeichnet man mit einer gewissen Zahl 7, € R, |75 < €
AS, = S~k -5, = SkN_l—T—([Bk + A$k) — S
== (Sk—l + ASk_1)—T-(I‘k + A$k> — Sk
= (Sk + AS}C,1 + A$k>(1 + Tk) — Sk
= (1 + Tk)ASk_1 + 7Sk + (1 + Tk)Amk

und damit

|AS}€’ < (1 + €)|ASk_1| + €(|Sk’ + 2|l’k|) (120)
Aus und der Induktionsannahme folgt die Behauptung des
Theorems. L



Bemerkung 1.11. Der Faktor (14 ¢)" 7 in der Abschitzung ist um-
so grofer, je kleiner j ist. Daher ist es vorteilhaft beim Aufsummieren mit
den betragsméfig kleinen Zahlen zu beginnen. Dies gewéhrleistet zudem,
dass die Partialsummen Sy betragsméflig nicht unnotig anwachsen. Theorem

liefert mit (1.19) nur eine Abschitzung fiir den absoluten Fehler. Der

relative Fehler S"ngﬂ kann jedoch grofl ausfallen, falls |S,| klein gegeniiber

Z?:_ll(fﬂiﬂ +15;]) + |xn] ist!

1.7 Stabilitiat, Vorwéartsanalyse, Riickwarts-
analyse

Nachdem die Fehlerverstarkung bei Grundoperationen in einem GPZS be-
trachtet wurde, soll nun etwas allgemeiner das Problem der Fehlerfortpfian-
zung bei Rechenalgorithmen diskutiert werden.

Allgemein beschreibt die Stabilitdt die Robustheit numerischer Verfahren
gegeniiber Storungen in den Eingabedaten. Ein gegebenes Problem oder ein
Algorithmus soll durch die Funktion

f:R* - R" (1.21)

beschrieben werden, wobei eine explizite Formel fiir f vorliegen soll. Zur
Allgemeinheit bedeutet (1.21]), dass ausgehend von n Eingangsdaten m Er-
gebnisse des Problems berechnet werden.

Der besseren Ubersichtlichkeit halber betrachten wir spéter skalarwertige
Probleme, d.h. m = 1.

Definition 1.12. Die absolute normweise Kondition des Problems x — f(x)
st die kleinste Zahl k45 > 0, sodass

1£(Z) = f@)||<Bawsl|Z — 2| & —u

Das Problem heif$t schlecht gestellt, falls es keine solche Zahl gibt (Kqps = 00).
Analog ist die relative normweise Kondition die kleinste Zahl K, > 0 mit

@) - f@) . F -«
TG T

Bemerkung 1.13. < bedeutet dabei, dass die Relation in erster Niherung
gilt. Die verwendeten Normen konnen z.B. euklidische Normen des R"™ bzw
R™ sein.

k klein bedeutet grob ein gut konditioniertes Problem

k gross ein schlecht Konditioniertes
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Beispiel 1.14. f differenzierbar

1F (@) = f@)Il = 1" (2)(F = 2) + (|7 — x|}
< @12 =2l + o(l[Z — )

——
If ((2) = f@)] - [ @I - 2] |~ 2|
@l @l ]
———

Krel

Im Folgenden sollen Fehleranalysen durchgefiihrt werden. Dabei geht es uns
um den Fehler, der durch den Ubergang vom urspriinglichen Problem f zu
einem numerischen Verfahren f entsteht. Statt f(z) wird eine Ndherung be-
rechnet.

1.8 Stabilititskonzepte

1.8.1 Vorwirtsanalyse

Analyse der Vergroerung von f(E) zu f(E) fragt nach der Stabilitéit im
Sinne der Vorwirtsanalyse. Sie beinhaltet den Einfluss des Eingabefehler ( f
anstelle von f).

Definition 1.15. Fin Verfahren heif$t stabil, wenn es eine Konstante o € R
qibt, so dass gilt: .
1/(Z) = f(D)]] < Firer- 0 - eps

(eps Maschinengenauigkeit). o quantifiziert die Stabilitat im Sinne der Vor-
wdrtsanalyse.

1.8.2 Riickwértsanalyse
Geht zuriick auf James Hardy Wilkinson. Die Idee besteht darin, ein fehler-

behaftetes Resultat § = f(Z) durch § = f(2) = f(& + A%) darzustellen.
Die formale Definition des Riickwértsfehlers eines Algorithmus f fiir die feh-

lerbehafteten (gerundeten) Eingabedaten Z mit ||Z|| # 0 lautet:

Definition 1.16 (Riickwértsfehler).

eR(gz)sz{ . ::?::5:+A§:€Df/\f(i"+A95):f(i)}

11



Mann nennt einen Algorithmus rickwdrtsstabil, wenn der relative Riickwdrts-
fehler er(Z) fir alle T € Dj kleiner als der unvermeidbar relative Eingabe-
fehler ist, d.h.

€r(T) <eps Vi€ Dj (1.22)

Bemerkung 1.17. Oft interessiert man sich auch nur dafiir, ob der relati-
ve Riickwirtsfehler iiberhaupt beschrinkt ist. AuBerdem schwécht man fiir
manche Anwendungen ([1.22)) zu

er() < C - eps (1.23)

mit C' > 1 ab.
Riickwértsanalyse untersucht das Verhaltnis von

E= U{:E . f(2) = f(&) A ||& — || minimal }

mwECE

Bemerkung 1.18. Man kann zeigen, dass Riickwértsstabilitdt Vorwarts-
stabilitdt impliziert.

Beispiel 1.19 (Addition zweier Zahlen).
flab)=a+b
Vorwirtsanalyse

f(@,b) = atb=a(l+e)Fb(1l+e)
= (a+ aey + b+ bea) (1 + €3)
=a+b+aer+bey+ (a+b)es

T

mit |ex| < eps o
= f(a,b)=a+b+7=f(a,b)+7 (1.24)

= [ £(@.5) = £(a.0)| = 7 < (lal + bl + |a + bl)eps

Riickwartsanalyse
Ausgehend von ((1.24) machen wir den Ansatz

~ ~ ~

f@b) =a+b+7=a+b=f(ab)

12



Gleichung hat unendlich viele Losungen, aber nur eine, die ||(a,b) — (a,b)|
(euklidische Norm) minimal macht, ndmlich

&:a+g,8:b+

SR

ex(a,b) = 1G5l _ T - |a|+|b|+|a+b|e
’ (@, 0)l  V2va2+02 = V2V + 1?2

Wie sieht es mit der Kondition der Addition aus?
fla+Aa, b+ Ab) — f(a,b)  Aa+Ab  a Aa b Ab

Fla.b) a+b " a+ba Ta+b b
Aa + Ab a Aa b Ab P a b 9ems
_- = f—— — < -
a+b |~ la+b|| a a+b|| b |~ a+b| la+b P
Frel
of of
f(z1,29) = 21 + 29 D, Dy
= Addition ist fiir sgn(a) = —sgn(b) und |a| =~ |b| schlecht konditioniert,
d.h. der Fehler, der unvermeidbar ist, kann im ungiinstigsten Fall
max 4 L 2eps
a+b| la+b P
sein.

1.9 Fehlerabschitzungen fiir lin. Gleichungs-
systeme

Sei A eine regulire reelle Matrix vom Typ (n x n) und b € R" ein (Spalten-
)Vektor. Zu losen ist

S

AT = (1.25)

Beispiel 1.20.

3 1.0017] » [1.999
A= [6 1.997}’6_ {4.003}

(1.25]) liefert dann

3r1 + 1.001ze = 1.999
621 + 1.99729 = 4.003

13



Losung ist Schnittpunkt von 2 Geraden, und zwar (21, 22) = (1, —1). Andert
man b geringfiigig zu

2.002

4.000

s . 0.003
b—b+Ab—[ } d.h. Ab_{_o‘oo?)}

dann hat AT = ZN; die Losung
(21, 72) = (0.4004,0.8)

d.h. eine geringfiigige Verdnderung der Gerade hat eine recht grofie Auswir-
kung auf den Schnittpunkt! Die Geraden sind hier fast parallel.

Benotigen nun Werkzeuge zur mathematischen Beschreibung dieses Phéno-
mens:

1.9.1 Vektor- und Matrixnormen

o ||Z]|y = >,_, |zx| Summennorm

o ||Z]|2 = /> r_; |zx|> Euklidische Norm

o ||7]|oc = maxi<g<n{|zr|} Maximumsnorm

Durch Vektornormen induzierte Matrixnormen

AZ|, .
Al = max 17— e g,
zeRn, @20 ||Z||,  geRm,|gll=1
mit o € {1,2,00}. Es gilt
L. ||AZ]ls < [|A]lo]|Z], Vertraglichkeit
2. |AB|ls < ||Allo||Bl|s Submultiplikativitét
Zuriick zum Beispiel [1.20] Es ist
) ) HAE
|Ab||se = 0.003, [|b]|oe = 4.003 = +-—+° =7.5.10"*
b
~ AT
1Az =|lz-z =187 =1= % ~ 18
o) a 0o

14



1AZ]

e _ 9400
| a]|

11

Wie héngt die Fehlerverstarkung von A ab?

=

=

Hf—%’ _ HA—IE—A—IE _ HA—l(E—b)
= IAZ] = HA‘lAEH
. 1A . B 2 . —1AR
R e
1Z] 17| - HEH 12 - HEH
FE RS |
— = Al {lA~
2] |0
Also B
Az . HAb
I < i b
| b

Definition 1.21. Die Zahl
cond(A) = w(A) = [|A] || A7

heifst Konditionszahl der Matriz A und ist eine Schranke fir die Fehler-
verstiarkung bei der Losung von ([1.25|) bei gestorter rechter Seite.

Zuriick zu Beispiel
1Al ||A_1HOo = 4798.2 = cond(A)

1.9.2 Weitere Vektor- und Matrixnormen
p-Norm, p € N*, 7 € R"
1
1Z], = (|21 + |z2|” + - + |2 ]7)>

induziert || All,
Frobenius-Norm einer (m x n) Matrix

Al = (iz )

i=1 j=1

also die euklidsche bzw. 2-Norm von A als Vektor geschrieben.
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Theorem 1.22. Fir die Berechnung von speziellen induzierten Matrixnor-
men gilt (A reelle (m x n) Matriz)

4], = 11;1%)%2 la;;|  Spaltensummennorm (1.27)

Al = fgaézl lai;|  Zeilensummennorm (1.28)
‘7:

|Ally = VAmaz  mit Aoy grofiter EW von AT A (1.29)

Beweis. (1.27) und (1.28) als Ubung.
Fiir den Nachweis von (1.29)) iiberlegt man, dass AT A dhnlich einer Diago-

nalmatrix mit den EW von AT A als Diagonalelementen ist. Die EW sind
positiv und aus der Definition von [|Al|, folgt dann schlieflich ([1.29) O

Definition 1.23. Unter dem Absolutbetrag einer Matriz A € C™*" versteht
man die Matrix

also die Matriz mit den Absolutbetrdgen ihrer Elemente. Gilt fir A, B €
R™*™ dass a;; < b; so schreibt man A < B

Bemerkung 1.24. Fiir die "Betrage”von Matrizen gelten die Beziehungen
(i
(ii

(ii) A<B,C>0,D>0=CAD <CBD

| A+ B| < [A] +[B]
|A- Bl < |A||B]

)
)
)
(iv) [[Allp <IlAlll,, »eNT
(v) 1Al = Al fir pe {100, F}
)

(vi) |A| < |B| = ||A|l <||B|| fur diese Nomen

Beweis. Grofitenteils trivial O]

Wir kehren zuriick zur Fehlerfortpflanzung bei der Losung linearer Glei-
chungssysteme. Seien A und b durch AA = eF bzw. Ab = ¢ f gestort, also
statt AT = b wird

(A+eF)E() =b+ef (1.30)

16



betrachtet. F) f, e sind Storungen und fiir e = 0 ergibt sich das eigentliche
Problem. A sei regulér. Der Satz iiber implizite Funktionen liefert dann die
Existenz und Differenzierbarkeit der Abbildung € +— #(¢) und & = Z(0)

#(0) = A7Nf - F#)
Fiir die Taylorreihe folgt
T(e) = T+ e2(0) + O(€?)

also
7(e) — & = e£(0) + O(62) = €A™ (f — FZ) + O()

Fiir den relativen Fehler gilt dann

Und im Fall einer submultiplikativen (konsistenten) Matrixnorm von A

|z (e) — =] SN
O < a1+ 1P+ 0@) (131)
]l l=ll
(1.31)) sagt noch nichts iiber die Auswirkungen der relativen Fehler
[AA] | Ab]|
—— bzw. ——
[A] 161l

aus, was aber von Interesse ist. Mit b = Ax folgt ||b]| < || A]| ||z||, also

1A
[Ed

und mit || F|| = ”—i” | Al folgt aus (1.31))

z(e) — |l < || A] HAlu{ w+ M} +O(€2)

fal 1Tl
(a4 A 2
‘“m{HM|+Hw}+O“)
_laa] A
9“%nm«*wn} (1.52)

(1.32)) gilt fiir kleine €. Im Folgenden soll eine genauere Analyse vorgenommen
werden

17



Lemma 1.25. F € R™"™ und ||-|| submultiplikativ (konsistent). Fir || F| <1
ist B — F nacht singuldr, und es gilt
(E-F)"'=>_F*
k=0
sowie

1
E— ) < ——
H( ) H — 1_||F||

Beweis. In Analogie zur geometrischen Reihe, bzw. Verallgemeinerung der-
selben. ]

Lemma 1.26. Es gelte Ax = b mit reguldrem A € R™™ und b € R",b # 0.
F = AA und f = Ab seien Storungen mit relativem Fehler < 6, d.h.

[AA] | Ab]]
e S0, 0 <0
[A] 161l
Falls 0k(A) = r < 1, so ist A+ AA requlir und fir die Lésung T von

(A+AA)z =b+ Ab gilt
147

X

L]

B
—_
3

Beweis. Es gilt
|A7 [ < AT IET < g lA A = r <1
—_——
K(A)
S Ay F=AE+A'F)= A(E—F) mit HFH <1

(E—F)~" ex. nach Lemmall.25|also existiert auch (A+F)~' = (E—F) A",
Nach Definition von z folgt
(A+F)i=b+f=Az+f
= (E+A'F)i=x+A'f
= @l < [[(B+ A7 F) 7 [la+ A7
1 1
< 7 <
o 1

(el + A 11D

(lll + S LA AT |l l) =

mit H(E _ Ry

= 7] < !
T
—1—r

1
1—r

<

1—r

18



Zur Abschétzung des relativen Fehler betrachten wir

A£+Fi::b+f}:$A@_x%:f_Ff

Ax = b
= T—ax=A"f-A'F7 (1.33)
Theorem 1.27. Unter den Voraussetzungen des Lemmas[1.26 gilt
|z — Z|| 2r
< , 1 =0K(A) (1.34)
=l -~ 1=

Beweis. Es ergibt sich aus
Il < ]~ + [~
< [ ATIAN+ AT Pl

1
< S A o] +

2 o

1+ 25 e = 22 gy
=r x| = x
1—7r 1—r

In den bisherigen Abschitzungen wurde der Fehler F' der Matrix A in der
Norm ||F|| betrachtet und der Fehler von b ebenso in der Vektornorm || f||,
d.h.

]

[F]f < o flAl und  [lf] < &jo]

wurden vorausgesetzt. Betrachtet man nur die Komponenten, d.h. fordert
man

|fij| <6layl, i,j=1,...,n

dann lassen sich die Abschéatzunden des Lemmas und des Theorems [1.27]
verbessern. Es gelten:

Lemma 1.28. Sei A € R™" reguldr und 0 # b € R™ Es gelte Az = b und
(A+ AA)Z =b+ Ab und die Abschitzungen

|AA[ < 0]A], |Ab] < 5[]

Ist die Bedingung
S|IATHAl, =T <1

erfullt, so ist A+ AA regquldr und es gilt

Nzl < 1+r
[l = 1 =7
(-1l ist eine der Matriznormen ||-|| .|y, |-l und ||-|| die damit ver-

tragliche Vektornorm,).

19



Theorem 1.29. Unter den obigen Vorraussetzungen gilt

|z — || or

1.35
ol S1ov (1.35)

fur die obigen Normen.

Bemerkung 1.30. Die Aussagen der Theoreme und findet man
auch oft in der Form

12 ==l _ K(A) (HAAII N IIAbII>
[zl = L= AT AALN (Al ol

20



Kapitel 2

LOsung linearer
Gleichungssysteme

2.1 LR-Zerlegung

Zu losen ist Az = b. Dazu soll A als Produkt einer unteren Dreiecksmatrix
U und einer oberen Dreiecksmatrix R geschrieben werden, d.h. man hat

Ar=b& L Rx =0
y
Und 16st zuerst
Ly=15>

und danach
Rx =y

2.1.1 Realisierung mit dem Gauf3ischen Eliminations-
verfahren
Grundprinzip:

Rangerhaltende Manipulationen der Matrix [A|b] durch Linearkombinationen

von Zeilen
1 0

21



Multiplikation L;;(A)A bewirkt die Addition des A-fachen der j-ten Zeile von
A zur i-ten Zeile d.h. durch geeignete Wahl von A erzeugt man in

an der Position (i, j) z.B. auch eine Null (A € R™™)
L;j(\) hat den Rang n und die Determinante 1 = rg(A) = rg(A). Durch
mehrfache Multiplikation mit

ij, j:k—i-l,,?’l

erhélt man bei geeigneter Wahl der A unterhalb von ay; Null-Eintriage

Nun etwas praziser

a1 Q1n au
' Akl
A= . ~
a]fk - 0 i1kt
Vorraussetzung: ag, 7 0
Setzen
0
0
t=t®(ay) =
lkt1k
tnk
mit

R A
k7Y 4k j=k41,..n
Ak

ex sel der k-te Standardeinheitsvektor
Definition 2.1.

My, = ] Frobenius-Matriz, Gauftrafomatriz

22



Man tiberlegt sich, dass My, das Produkt der oben diskutierten Matrizen Lj,(—t;), ] =
k+1,...n ist

Eigenschaften von M},

M, = E —tWel

Akl

d.h. agq, ..., ag, bleiben bei der Multiplikation mit M} unveréndert

rg(My) = n
M '=FE+ t®el  da
]\4];1]\4]f =F - t(k) eft(k) € — E
——
=0
Wenn alles gut geht, d.h. wenn jeweils ag, # 0 ist, dann erhélt man nach der
Mutiplikation von A mit den Frobenius-Matrizen My, ..., M,,_1, also

1 Ti2 -+ Tin
Tog =+ Ton

Mnfl'...'MlA: . . =R
0 Trn

eine obere Dreiecksmatrix R. Auflerdem hat die Matrix
M,_1-...- M
die inverse Matrix

tgl 1
L=M" o MY = tar s 1

n—

tnl tn? tnnfl 1

23



sodass schlie3lich mit

eine LR-Zerlegung vorliegt.

Definition 2.2. Eine obere oder untere Dreiecksmatri, deren Diagonalele-
mente alle gleich eins sind, heifit unipotent. Die Zerlegung A = LR heifst
LR-Zerlegung, wenn L eine unipotente untere Dreiecksmatrix ist.

Satz 2.3. Fine Matrix A € R™" besitzt genau dann eine LR-Zerlequng,
wenn

det(A(1:k,1:k))#0, k=1,2..,n—1

Falls die LR-Zerlequng existiert und A requldr ist, dann sind L und R ein-
deutig bestimmt, und es gilt:

det A = 11722 * oo " T'pn

Beweis. a) A besitze LR-Zerlegung

b)

1 0
ly 1 1 Ti2 -+ Tin
A= 31 tse 1 f2zott T
0 Trn

lnl ln2 lnn— 1 1

Die r;; sind de sogenannten Pivots, durch die in den Schritten 1,...,n —1
dividiert werden musste, d.h. r;; #0, j=1,...,n—1

= det(A(1:k,1:k)) =det(L(1:k,1:k))-det(R(1:k 1:k))#0

-~

=1 =[1¢_ rjj,1<k<n—1

Es gelte det(A(1: k,1:k)) #0, k=1,2,..,n— 1 Induktion iiber k

k=1: nach Voraussetzung ist a;; = det(A(1l : 1,1 : 1)) # 0 d.h. erster
Schritt ist moglich

Nun seien k£ — 1 Schritte allgemein ausgefiihrt, und wir zeigen, dass auch
Schritt k ausgefithrt werden kann

k —1 — k Schritt ist moglich, falls Pivot a,(j;l) # 0. Es sei AG-D =
Mg _1-...- M1 A
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-1 -
* . 0
*
M, o MA = . 1 0 A
| % * 0 1]
— k1 -
agl )
0 a’lgk—_l}c)—l
- (k=1) o ABD
s :
0 .

det(A* V(1 :k,1:k)) = Hag-k-_l)

J
j=1
und
det(A* V(1 1: k) =det(M* V(1 k,1:k))-det(A(1: k,1:k)) #0

-~

Vv
=1 #0,n.V.

Damit muss H?Zl ay;-fl) # 0 gelten, weshalb a,(!zfl) # 0 sein muss. D.h.

ein weiterer Schritt ist moglich. = Eindeutigkeit der Zerlegung. Existiere
A7l und sei A = LR, = LyRy, wegen det(A) # 0 sind auch Ry, Ry
regulir = L, 'L; = RyR;!. Die Inverse einer unteren Dreiecksmatrix mit
Diagonale 1 ist wieder unipotent und eine untere Dreiecksmatrix, die einer
Oberen ist wieder eine Obere. Damit ist

L2_1L1 :E:RgRl_l = Iy :LQ,Rl :Rz/\detA:detR

Bemerkung. (1) Man braucht nur den Speicherplatz der Matrix:

Die obere Dreiecksmatrix entsteht durch die sukzessive Multiplikation
von A mit Frobenius-Matrizen (GauB-Transformationen)
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An den Positionen (k + 1,k), (k + 2,k), ..., (n, k) wo durch die Gau$-
Transformationen (Multiplikation mit M} ) Nullen erzeugt werden, konnen
die Elemente tyy1x, tgiok, ..., tar sukzessiv fiir k = 1,...,n — 2 eingetragen
werden und man erhalt

tnl tnnfl
also die nicht redundanten Elemente von L

(2) Berechnung von L = M; ' - ...- M ! kostet nichts, sondern besteht nur
in der Ablage der jeweils bei den GauB-Transformationen erzeugten ;-
Werten (k> j, k=2,...,n, j=1,...,n—1)

n3

(3) Rechenaufwand ca. % € O(n?) Multiplikationen (flops, floating point

operations).

Fehleranalyse bei der Konstruktion einer LR-Zerlegung

Satz 2.4. Sei A € R™"™ Matriz von Maschinenzahlen. Falls bei der Kon-
struktion der LR-Zerlegung kein ap, = 0 zum Abbruch fihrt, dann erfiillen
die berechneten Faktoren L, R die Gleichung

LR=A+H
mat o
|[H| < 3(n — L)eps(|A| + [ L[| R]) + O(eps?)
Beweis. siche Bollhofer/Mehrmann O
Satz 2.5. Sind L, R die Matrizen aus Satz so erhdlt man bei den Algo-

rithmen zum Vorwdairts- und Riickwartseinsetzen

Lj=b, Ri=1j
eine Losung & von (A+ A)T =b mit

|A| < n-eps(3|A| + 5|E||fi|) + O(eps?)
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Beweis. Riickwértseinsetzen ergibt

(L4 F)j=b,|F| <n-eps|L| + O(eps?)
(R+G)i =3,|G| < n-eps|R| + O(eps®)
= (L+ F)(R+G)z =
@(@JFF +LG+FG)z=b
AfH
S (A+A)T =0

mit A = H+ FR+ LG+ FG. Mit der Abschiitzung aus Satz fijr H ergibt
sich

Al < [H|+ |F| |RI+IL| |G| +|F|G|
~~~ ~~~ S——
<neps|L| <neps|R]| O(eps?
< 3(n — Leps(|A| + |L||R|) + 2neps| L[| R| + O(eps?)
< neps(3|A| + 5|L||R|) + O(eps?)

O

Bemerkung. Problematisch, d.h. recht grof kénnen die Elemente von |L|
und |R| werden, wenn bei der Berechnung aller t;; im Rahmen der Gauf-
Transformationen grofie Zahlen entstehen!

Abhilfe: Pivotisierung

2.1.2 LR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung

Um zu vermeiden, dass der Algorithmus zur Konstruktion einer LR-Zerlegung
aufgrund von ag, = 0 abbricht, oder durch betragsmafig sehr kleine agy, (klei-
ne Pivots) bei der Berechnung der ¢;; betragsméfliig sehr grofie Zahlen ent-
stehen, kann man durch Zeilenvertauschungen das betragsméfiig maximale
Element in die Diagonalposition bringen.

Zeilenvertauschungen bewirkt man durch Multiplikation mit Permutations-
matrizen Py (von links).

Definition 2.6. Matrizen P € R™*" die aus der Einheitsmatriz durch Ver-
tauschen von (genau) zwei Zeilen hervorgehen heiffen elementare Permu-
tationsmatrizen

Bei den durchgefiihrten Betrachtungen haben wir benutzt, dass fiir elemen-

tare Permutationsmatrizen
P-P=F
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gilt, d.h. die Matrix gleich ihrer Inversen ist. Die Erfahrungen des Beispiels
kann man zusammenfassen.

Definition 2.7. Wir bezeichnen den im Beispiel beschriebenen Algorithmus
als Konstruktion einer LR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung (auch Gaujseli-
mination mit partieller Pivotisierung).

Satz 2.8. Fir die Gauflelimination mit partieller Pivotisierung mit dem Re-
sultat

M, 1P,_1-...-MiPPA=R
gilt PA=LR mit P=PF,_1-...-P,. Fir L gilt

L=DM" . MY
mat
M,_1 = M,_;
My=Py ... PosiMyPis1 ... Poy, k<n—2

wobei My, Frobeniusmatrizen sind (deren Inverse trivial zu berechnen ist).

Beweis. Durch die Eigenschaft PP = E von elementaren Permutationsma-
trizen iiberlegt man sich, dass

Mn—lpn—an—QPn—Q e MIPIA
= MnflPnfan72pnfanfan72"'MlPZ"'Pnflpnfl"'PZPIA
N AN AV N 7\ 7

M'n—l My _2 Ml P

gilt. AuBerdem hat Mk = P,M;P, die gleiche Struktur wie M}, da durch
die Multiplikation von P, von links und rechts nur die Reihenfolge der ¢y,
vertauscht wird. Die Multiplikation von

Mnfan,QMlpA mit L:Mflngl
ergibt
PA=LR

Dabei ist L ebenso wie im Fall der LR-Zerlegung ohne Pivotisierung als
Produkt von Frobeniusmatrizen eine untere Dreiecksmatrix mit Diagonalele-
menten gleich eins.

]

Bemerkung. Konsequenz dieser LR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung ist,
dass ’f}‘ in der Regel wesentlich kleinere Elemente (< 1) hat, was zu einer
Verbesserung der Abschitzung aus Satz fithrt.
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2.2 Cholesky-Zerlegung

Bei vielen Aufgabenstellungen der angewandten Mathematik sind Gleichungs-
systeme Axr = b mit symmetrischen und positiv definiten Matrizen A zu
l6sen, z.B.

e numerische Losung elliptischer und parabolischer Differentialgleichun-
gen

e Spline-Approximation
Voraussetzung: A € R™" ist positiv definit und symmetrisch, d.h.
Ve #0:27Az >0 und A= AT

Unter diesen Voraussetzungen kann man die Gau-Elimination (LR-Zerlegung)
durch die sogenannte Cholesky-Zerlegung ersetzen und verbessern!

Satz (von Sylvester). Notwendig und hinreichend fir positive Definitheit ei-
ner symmetrischen Matriz A € R™ " ist die Positivitdt aller Hauptabschnitts-
determinanten, d.h.

Vk=1,...,n:det A(1:k,1:k)>0
(auch Kriterium von Hurwitz)

Satz 2.9. Sei A symmetrisch und positiv definit. Dann existiert eine untere
Dreiecksmatriz G € R™™ mit positiven Diagonalelementen, sodass

A=GG"

Beweis. Nach dem Satz von Sylvester gilt A(1 : k,1: k),k =1,...,n sind
positiv definit und det A(1 : k,1 : k) # 0 sowie A invertierbar (reguldr) =
nach Satz (Existenz eine LR-Zerlegung)

A=LR

mit L untere Dreiecksmatrix mit 1-Diagonale und R obere Dreiecksmatrix,
in diesem Fall gilt

A(l1:k,1:k)=L(:k,1:k)R(1:k,1:k)
=0<det A(1:k,1:k)=detL(1:k,1:k)det R(1:k,1:k)

Z \\

=1 =1“117?2;“7“kk
=0<detR(1:k,1:k)=ryre - -ryfirallek=1,...,n

:>Vj:1,...,n:7“jj>0
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Nun betrachten wir die Diagonalmatrix
D = diag(ri1,. .., nn) =: diag(dy, ..., d,),d; >0

und es gilt R
R=DR

1 1
mit 7j; = 1,5 = 1,..., n. Definiere D: = diag(d?,...,d?)

=~ A=LR=LDR=LD:D:R

~ _1 _1
= D 2L 'A=D:R, D2 =diag(d,?,....d,?)
Weiterhin gilt
DAL ALY (DE) = DER(LTYT(D )T
symrn‘ertrisch obere Dreiecksma‘c}rix mit 1-Diagonale
= D 2R(L YD 2=FE
= R(L Y =D:D:=E

= R=1L"
Einsetzen in (2.1)) ergibt
A=LD:D:R
— (LD2)(LD
= G=1LD:

LD3:Ds LT
)T

N|—=

2.2.1 Konstruktion der Choleksy-Zerlegung

g1 0 g1 - Gnl a11
GGT:A @ E .'. '.' E — N
gn1 Gnn Gnn an1
= k=gt G+ T i + G k=1
Akl = 91 T Gko 9kk—1 T Gkk> yeees N
= k=1: 9%1:%1 = g11 = +/a11

Jkk =
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Auflerdem fiir j > k

ak; = 9j19k1 + gj29k2 + - + Gik—19kk—1 + GjkGkk

1 k-1
= Jkj = T <ajk - Zgjz’gki>
i=1

Pseudocode:

Algorithmus 1 Berechne Cholesky-Zerlegung von A € R™*" symmetrisch
und positiv definit
for i =1tondo

k-1 2
gre = | ark — 3 gij
j=1
for j =k+1tondo
k—1
9jk = gﬁ <ajk - 21 gjigki)

end for

end for

2.3 Orthogonale Matrizen — QR-Zerlegung

6. Vor-
Im Folgenden soll fiir eine gegebene Matrix A € R 1 < m < n, eine lesung
Faktorisierung der Form am
A=Qs (2:2)  4.5.2009

bestimmt werden mit einer orthogonalen Matrix @, d.h.

-1 T

QER™ QT =Q
und einer verallgemeinerten oberen Dreiecksmatrix
R * *

S=| - | eR"" R= e Rm™™ (2.3)
0 0 *

Solche Zerlegungen ermoglichen z.B. die stabile Losung von schlecht kondi-
tionierten losbaren linearen Gleichungssystemen Az = b, (m = n) oder die
stabile Losung von Ausgleichsproblemen

min || Az — b,

Wir erinnern uns an die Eigenschaften orthogonaler Matrizen:
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1Qzl, = ||z, = | @"=]],,» € R" (2.4)

(i)
cond(QA) = cond(A) (2.5)

(iii) fiir @1, Q2 € R™ ™ orthogonal, gilt Q1@ ist orthogonal

Faktorisierung A = Q) R mittels Gram-Schmidt-Orthogonalisierung. Fiir qua-
dratische regulidre Matrizen A (m = n) hat (2.2), (2.3)) die Form

A=QR (2.6)

mit ) orthogonal und R oberer Dreiecksmatrix vom Typ (n x n). Schreiben
A, @, R in der Form

1 - Tin
A =lai|ag] ... |an], Q=lq| . |lam], R=

0 Trn

Mit den Spaltenvektoren a, g € R", k =1,...,n. (2.6) bedeutet dann

J
a; = Zrij%7 j = 17 vy g1y -5 Gn € R" (27)

=1

2.3.1 Gram-Schmidt-Verfahren zur Orthogonalisierung

(a) Ausgangspunkt: man hat j — 1 orthonormale Vektoren ¢i,...,¢j—; € R"
mit span(ay,...,a;—1) = span(qy, ..., q—1) = M;_4

(b) man bestimmt im Schritt j > 1 das Lot von a; auf den linearen Unter-
raum M,_; C R"

j—1
Q= a;— > (4, 4) (2.8)
i=1
Und nach der Normierung
q; = o
' gl
Sind die Vektoren ¢y, ..., q; € R" paarweise orhonormal und es gilt
span(as, ..., a;) = span(q, ..., a;)
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Aus der Gleichung (2.8)) folgt

A

J
a; = | j||2 q; + (a?Qi)Qi = Zriqu', 17=1,...,n (2.9)
\\,-/ i—1 W_/ i1

Tj5 Tij

j—1

Nach Abschluss der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung hat man damit mit

29)

1 Ti2 -0 Tin
Tog =+ Top

[a1|a2| S |an] = [Q1| cee ’%]
Tnn

als QR-Zerlegung

Bemerkung 2.10. Der beschriebene Algorithmus kann im ungiinstigsten
Fall Probleme bereiten (nicht gutartig sein), wenn z.B. ||§;|| recht klein wird
(Losung folgt).

2.3.2 Householder-Matrizen/Transformationen
Definition 2.11. Eine Abbildung H : R — R", x — Hx mit einer Matriz
H=FE —2ww" weR" ||w|,=w"w=1 (2.10)

bezeichnet man als Householder-Transformation und H als Householder-Matriz
Eigenschaften von H:

e H' = H Symmetrie

e H?>=F H ist involutorisch

e H'H = E  Orthogonalitit

Nachweis als Ubung

Wirkung der Householder-Transformation:
Spiegelung von x € R™ an der Hyperebene {z € R" : zTw = 0}, da die
Identitéat

Hr =z 2w 2)w=2— (w'2)w — (w2)w

gilt.
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Lemma 2.12. Gegeben sei 0 # x € R" mit = ¢ span{e,}. Fir

T+ oe;

w=-—-
”x"‘aele

mit o = x|z, (2.11)
qilt
|lw|| =1, Hz=(E - 2ww!)z = —0ce, (2.12)

Beweis. ||w|| = 1 weil z + oe; # 0 und damit (2.11)) wohldefiniert ist. Fiir
den Nachweis von (2.12)) erhélt man

|z 4+ aer]ls = ||2)3 + 20eTx + 0% = ||z])> + 20elx + ||z||* = 2(x + 0e))

Und mit (2.11), d.h. EE2e0” — T folgt:

[z+oerll,

2(x +oe)x

wly =
|z + Uel”z

= [lz + oeall,

die nochmalige Nutzung von ([2.12)) ergibt

T

ww'r = x + oe;

o x—2wwls = —oey

was zu zeigen war. O
Bemerkung. Um Stellenausloschungen zu vermeiden, wird in (2.11) o =

sgn(zy) ||z, gewdhlt, d.h. z.B. fir = (=3,1,5)7 ist 0 = —v/35

2.3.3 Algorithmus zur Konstruktion der Faktorisierung
mittels Householder-Transformationen

Ausgehend von A = A € R™*™ sollen sukzessive Matrizen der Form

N B
| on 4
AG) — G Gdm L =1, m 1 (213)
ar. .. Qa:
13 jm
_ NONRRON

berechnet werden, sodass am Ende mit A1 = S die verallgemeinerte obere
Dreiecksmatrix vorliegt.
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Die Matrizen der Form (2.13)) erhdlt man fir j = 1,...,m durch Transfor-
mationen der Form

. . R E .| 0
G+1) — 7. 4G - J—1
w0, - [Bal0]
mit H; = E,__1) — 2wjw] , |w,|| = 1, E; ist Einheitsmatrix aus R, und
w; € R"U=Y ist so zu withlen, dass gilt
Ne) 1
27
H, : . 0 Jw; = a +sgn(ay) [lafl, ex a,e € R*UD
; : o+ sgatan) ol el

Die Matrizen 1:11, e H,, sind aufgrund der Eigenschaften der Matrizen Hy, ..., H,,
orthogonal und symmetrisch, sodass man mit

S=H,H, |- H/A, Q=HHy-----H,
die Faktorisierung A = QS konstruiert hat, da @) als Produkt von orthogo-

nalen Matrizen auch eine orthogonale Matrix ist.

2.4 Anwendungen der QR-Zerlegung

7. Vor-
2.4.1 Lo6sung eines linearen Gleichungssystems lesung
nxn . am
Az =b, A e R""regulér 6.5.2009

= mit A = QR,Q, R € R"" @ orthogonal, R obere Dreiecksmatrix

Ar=b & Qy=by=Q"b, Rx =y durch Riickwirtseinsetzen

2.4.2 Ausgleichsprobleme

Gegeben: Wertepaare (yg, ),k = 1,...,n (z.B. Ergebnisse von Messungen)
Gesucht: funktionaler Zusammenhang

yk:f(xk), k’:L...,n (2.14)
Wobei man f nicht kennt. Man kann mit einem Mehrparameteransatz

f=flx,ri,ra...;rm), n>m
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und versucht (2.14)) im quadratischen Mittel zu losen

n

g&% 2 1<yk — f(og, 1, .. aTm))2

Methode der kleinsten Quadrate (Gaufl)

Lineares Ausgleichsproblem als Spezialfall

f lineare Funktion von 7. Wir setzen

fo(P) = flag,7), TER™T=(yi,...,yn)"
und damit ergibt sich als Ansatz
fi(F)
: =My, M eR™™
fu()
Beispiel. (yx,zx), k= 1,...,4 quadratischer Ansatz
Y =1+ rox + r3a’

T I
Lo Ty
xr3 T3
Ty Ty

M =

—_ = = =
[N}

Lineares Ausgleichsproblem

min || M7 — || (2.15)

FeR™
F(7) = | M7 — 4|2 = (M7 — i, M7 — §) ist differenzierbar und konvex, dar-
aus ergibt sich als notwendige und hinreichende Bedingung fiir das gesuchte
Minimum
VFE() =0
F'(P)h =2 (M7 —§, Mh) = 2(M" (M7 — §), h)
= VE(F) = 2MT (M7 — §) = 0
damit erhélt man als Normalengleichungen das lineare System
MT M7= My (2.16)

Im Folgenden werden die Vektorpfeile wieder weggelassen, da dort aus dem
Kontext klar werden sollte, ob es sich um einen Vektor oder einen Skalar
handelt.
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Satz 2.13. Das lineare Ausgleichsproblem hat mindestens eine Losung
ro. Fiir jede andere Lésung r gilt Mr = Mry. Das Residuum d = y— Mrq st
eindeutig bestimmt und erfiillt M*d = 0. Die Gleichung 1st notwendig
und hinreichend dafiir, dass r Losung von 1st

Beweis. Sei Im(M) Bild von M es gilt
R" = Im(M) @ Im(M)*
also kann y eindeutig zerlegt werden als
y=s+d, s¢&lIm(M),decIm(M)"
Nach Definition des Bildes von M gibt es zu s mindestens ein ry mit
Mrg=s

auferdem gilt

und somit
<7", MTd> =0 und MTd=0
Es folgt
MTy=M"s+ MTd= MT Mr,
=0

= rp ist eine Losung von (12.16)).
Sei nun r eine weitere Losung, d.h.

MTMr=M"y
Dann ist d = y — Mr orthogonal zu Im(M), denn
(Mz,d) = (2, M"d) = (2, M"y = M"Mr) =0 Vz
s = Mr gehort zu Im(M) und
y=Mr+(y—Mr)=s+d

ist damit wieder eine Zerlegung von y in s € Im(M),d € Im(M)* und aus
der Eindeutigkeit der Zerlegung folgt:

Mr = M?"O
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Bestimmung der Losung des Minimumproblems
(i) Losung des Systems
MTMr = MTy
MT M ist symmetrisch und positiv semidefinit, da
{r, M"Mr) = (Mr, Mr) >0

Die Gleichheit mit Null kann nur eintreten, wenn Mr = 0. Hat M den
vollen Rang, d.h. bei n > m also den Rang m, dann kann r = 0 nur
gelten bei <T, MTMT> = 0. Also ist MTM dann positiv definit. D.h.
Cholesky-Zerlegung ist moglich.

e dazu notwendig: Berechnung von M7 M (3m?*n Multiplikationen),
bei n > m ist der Aufbau von MTM teurer als das Cholesky
Verfahren (3m?® Multiplikationen)

e M7 M oft schlecht konditioniert, Fehler in 3 werden durch die Kon-
dition k(M* M) verstirkt

e besser ist Methode, die nur M verwendet

(ii) Bestimmung von 7 mittels QR-Zerlegung

Gute Eigenschaft von orthogonalen Transformationen

ra(Q) = [|Ql, HQ71H2 =Rl HQTH2 =1

D.h. sie verstirken nicht den Fehler der Gréflen, auf die sie angewendet
werden.

Satz 2.14. Ser M € R"™™ n > m, von vollem Rang und Q € R™"™ ortho-

gonal, sodass
R
T — ( ) T, _ ( W >
Q 0 Qy s

mit y; € R™, yo € R*"™™ und einer invertierbaren oberen Dreiecksmatrix R &
R™ ™ gilt. Dann ist r = R~ 'y, die Lisung des linearen Ausgleichsproblems
min,ern || Mr — yll;

Beweis. @Q ist isometrisch = |ly — Mr|l, = ||Q” (y — Mr)||,, daraus folgt:

ly — Mr|2 = ||Q7(y — My)|)” = H < yi ;ZRT )

= llyr = Rrl® + llgel® = llgel®  vr e R™

2

Wihlt man r = R~ 1y, so hat man die Losung. O
Bemerkung. Residuum d erfiillt ||d||, = [|y2]|,-
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Kapitel 3

Interpolation

8. Vor-
Oft gibt es die Aufgabe, durch gegebene Punktepaare eine glatte Kurve zu lesung
legen, die analytisch leicht zu handhaben ist (Differenzieren, Integrieren), am

also: 11.5.
Gegeben: (zx,yr),k =0,..., N gegeben.
Gesucht: Glatte Funktion P = P(z) mit

P(zy)=yg, k=0,...,N
Moégliche Ansétze fiir P
(i) Polynome
P = P(z,a9,a1,...,a,) = ap+ax+---+a,z", n=N

(ii) Rationale Funktionen

ag+ a1x + -+ ax”
)
An+1 + Ap4-2T + -+ an+m+1$m

I
=

P(z) =

(iii) Trigonometrische Polynome, y; € C

P(.’L‘) = ag + alem -+ a2€2ix 4+ 4 &nem‘x

= ag + a1e™ + ax(e”)? + - 4 ap ()"

(iv) Splines (stiickweise Polynome)
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Ziel/Aufgabe der Interpolation

Bestimmung der Parameter aq, ..., a,, so dass fir P = P(x,ao,...,a,) aus
einer vorzugebenden Funktionenklasse die Beziehungen
P(zg,a0,...,an) =Yg, k=0,...,n (3.1)

zu den vorgegebenen Stiitzstellen (xy, yy) erfiillt sind. heifit auch Inter-
polationseigenschaft und die Stiitzstellen werden auch Knoten genannt.
(3.1) sind n + 1 Gleichungen fiir die n + 1 Parameter ay, . .., a,.

Sehr einfach: Lineare Splines

3.1 Polynominterpolation

Definition 3.1. Unter I1,, versteht man die Menge aller reellen Polynome
P:R — R von Grad <n

Wir wissen:

e im Fall n = 1 braucht man 2 Stiitzpunkte um eine Gerade (Polynom
ersten Grades) durchzulegen

e im Fall n = 2 braucht man 3 Stiitzpunkte um eine Parabel (Polynom
zweiten Grades) durchzulegen, ...

Satz 3.2. Zu n + 1 gegebenen Stitzstellen (zx,yx),k = 0,...,n mit der
FEigenschaft x; # x;,1 # j, gibt es genau ein Polynom p € 11, mit P(xy) =
yk,k:O,l,...,n

Beweis. Ansatz:

P(z) =ap+arx+ -+ azz"

P(zg) =wye, k=0,1,...,n (3.2)
bedeutet
ap+ a1z + - Fapry = Yo
ag+ Ty + - FanZ; = Yn
1 =z x% Ty agp Yo
1z 22 " ai U
& ! ! = (3.3)
1 zy 3 x, an Yn

Vandermondesche Matrix V'
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V ist fiir paarweise verschiedene xj regulér, d.h. aq, ..., a, und damit P sind

eindeutig bestimmt.
O

Definition 3.3. Das nach Satz[2.5 eindeutig bestimmte Polynom P mit der
FEigenschaft
P(zy) =wyx, k=0,1,....n

fiir die vorgegebenen Stiitzstellen (xy, yx) heifft Interpolationspolynom.

3.1.1 Konstruktion des Interpolationspolynoms
Wir erinnern uns an die Generalvoraussetzung
v #x; Vi,j=0,1,....,ni#]

Definition 3.4. Die Polynome

heiffen Lagrange-Basispolynome.
Definition 3.5. Die Polynome
k—1
Ni(x) = H(x—xi), k=1,...,n
i=0
mit No(x) = 1 heiffen Newton-Basispolynome.
Satz 3.6. Die Monombasis

sind Basen (linear unabhingige erzeugende Funktionensysteme) des Vektor-
raums der reellen Polynome 11, vom Grad <n

Beweis. Als Ubung empfohlen. O
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3.2 Lagrange-Interpolation

Zuerst ist anzumerken, dass man das Interpolationspolynom nicht in der
Form auf der Grundlage der Losung des Gleichungssystems mit
der Vandermondeschen Matrix bestimmt, weil das viel zu aufwéndig ist.
Besser geht es mit der Lagrange-Interpolation.

Fiir n = 3 haben wir zum Beispiel die Basispolynome

(x —x1)(x — z2) (T — x3)

Lo(z) = (o — x1) (g — m2) (9 — T3)
B (x — o) (x — z2)(x — x3)

1 G =) e - )
(g; — :po)(l’ - :L‘1)<17 - x3)

LO(:E) - (.132 _ «TO)(x2 — $1)(I2 - x3>
Lo(e) = 2= 5@ = m)(@ — 22)

($3 - fo)(Is - xl)(l'?) - 952)

und erkennen:
LQ(ZE()) = 1, Lo(l‘l) = L()(ZEQ) = LQ(ZEg) = 0

allgemein gilt:

Lk(.TJ) :5}:]'; kZO,...,n (35)

Damit ergibt sich fiir das Interpolationspolynom:
p(x) =Y yrli(@) (3.6)
k=0

da
p(er) =04+ 04+ ypLly(ze) + -+ 0=y

gilt. (3.6) heifit Lagrangsches Interpolationspolynom.

3.3 Newton-Interpolation

Bei der Lagrange-Interpolation haben wir das Interpolationspolynom in der
Lagrange-Basis entwickelt. Bei der Newton-Interpolation wird das eindeutig
existierende Interpolationspolynom in der Newton-Basis entwickelt.

Ansatz:

p(r) =Y exNi(z)
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Durch sukzessives Vorgehen erhalten wir durch Beriicksichtigung der Stiitzstellen
(zk,yx), k = 0,...,n die Koeffizienten der Ny (x)

pn(ifo) = Co = Yo ~ Co

Pn(21) = co + c1(x1 — 0) =1y ~C

Pn(x2) = co + c1(z1 — o) + ca(w2 — o) (2 — 1) = Yo ~ Co

pn(xn) == Z Cka<ZUn) = Yn ~ Cp
k=0

Definition 3.7. .
pn(T) == chNk(a:) ell,
k=0

heifit Newtonsches Interpolationspolynom.

Bemerkung. ¢, ist der Koeffizient von x™ im Interpolationspolynom und
¢ ist eindeutig festgelegt durch xg,...,zk, yo,...yr d.h. durch die ersten k
Stiitzstellen.

Definition 3.8. Wir schreiben C; := flzox; ...y fir die Abbildung
{(zo,y0), - - - (T yi) } = i
Betrachtet man Teilmengen der Stiitzstellen
Tigy - Tip s
dann bezeichnet man das Interpolationspolynom an diesen Stiitzstellen mit
pjoil...ik<x>

wobei i, . .., iy paarweise verschiedene Zahlen aus {0, ..., k} sind. Nach der
Definition eines Interpolationypolynoms muss

p;kouzk(wlj) = Yijs j :Oal7ak

Damit gilt
Pr(e) = i (3.7)
fiir das Polynom 0. Ordnung p; (also pj(x) # px(z))

Bemerkung. p; ist Konstante und py(z) Polynom k-ter Ordnung, deshalb
der Stern
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Lemma 3.9. Es gilt fir alle k € {1,2,...,n}

T — Tig)pi, () — (& — 2 )piy 4 (X
g (@) = a0 7 O @) g
Ty, — Ty

Beweis. Induktion Die beiden rechts stehenden Polynome in (3.8) haben
einen Grad < k — 1 (damit der gesamte Ausdruck einen Grad < n).
Anfang (k = 1) ist trivial wegen (3.7)).

Es ist zu zeigen, dass das rechts in stehende Polynom das Interpola-
tionypolynom zu den Stiitzstellen x;, ..., x;, ist (Ausdruck rechts von
bezeichnen wir mit ¢(z)) degg(z) < k ist offensichtlich. Weiter ist

0— (xio - mik)pfo...ik_l(xio)
q(x;y) = — = Yig
io

und analog
q<xlk) = Yiy,
Schliellich fiir die restlichen Stiitzstellen 1 < j <k —1

(Ii]' - x'LO)pZZk ('ZCZJ) - ('Z‘ij - xik)p;{Omik71 ('IZJ)
Liy, — Tig
(xij B xio)yij - (xl'j - xlk)ylj

Ly, — Ty

Q(xlg) =

)
k

Damit erfiillt ¢ die Interpolationsbedingung q(x;,) = y;,,7 = 0,..., k also ge-
nau das, was p;, ; (v) leistet. Aufgrund der Eindeutigkeit des Interpolations-
polynoms gilt also

Satz 3.10. Es gilt

flwiy @i ] — flwig @iy

Ly, — Ly

flzig - -2i) =
k
Beweis. Nach der Definition von f[...] ist dies gerade der Koeffizient von der
hochsten Potenz des Interpolationspolynoms. Betrachten ([3.8)). Das Polynom
links hat in der hochsten Potenz den Term f[z;, . .. x;, |2*, das rechts stehende
hat in der héchsten Potenz

R T o e v F T SR F

Q?ik — Tj,

~» Behauptung. ]
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Als Folgerung des Satzes findet man das folgende Schema

k=0 k=1 k=2
Zo onf[xo]

x|y = flod]  flrow] = —f[i%%m
72 | g2 = flea] florza] = B0 flogwiay] = foefned

Es wird “Schema der dividierten Differenzen” genannt. Daraus liest man das
Newtonsche Interpolationspolynom ab:

pa(x) = flzo] + flrom)(z — wo) + flworrza](x — o) (2 — 21) 9. Vor-

lesung
3.4 Algorithmische Aspekte der Polynomin-
terpolation

13.5.09

3.4.1 Horner-Schema
Fiir die Berechnung eines Polynoms in der Form
p(x) = ap + arx + axx® + -+ - + a, 2"

n

Werden 1+2+---+n = w Multiplikationen und n Additionen benétigt.
Also O(n?) flops

p(x) =ap+z(ar+x(ag+--)) = (- (apr+a,_1)T+a, 2)x+--+a)r+ag

~» n Multiplikationen und Additionen, also 2n € O(n) flops.

Fiir die Newton Basis ergibt sich
p(z) = Z cxNk(x), ¢ gegeben
k=0

Ny, rekursiv aufgebaut:

Ni(z) = (x — 20) -+ (v — )
~ Nig(2) = (2 — 2p-1) N1 (2)

p kann in der Form
p(@) =co+ (x —zo)(cr + (x —x1)(ca+ -+ e — 20p1)) -+ +)

geschrieben werden. Daraus resultiert der Algorithmus:
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Algorithmus 2 Wertet Newton Polynom mittels Horner-Schema aus
Unp+1 = 0
for £k =n downto 0 do
up = (T — xp)upyr + ck
end for
p(x) = ug

Mit Laufzeit 3n flops.

3.4.2 Lagrange-Interpolation

Im Unterschied zur Newton-Interpolation ist der Aufwand bei der Lagrange-
Interpolation bei Hinzunahme einer Stiitzstelle recht groff, denn sémtliche
Basispolynome é&ndern sich (Grad wird um 1 erhoht)

Was kann man tun, um hier den Mehraufwand zur Berechnung von p(z) an
einer Stelle x # z; klein zu halten?

Man findet:

k=0 7=0
_ }n: - [ |n| ! ] |n| (¢ — ;) (3.10)
v—xp | 1L ox— !
k=0 k#i=0 3=0

Die Koeffizienten in den eckigen Klammern

~ 1 1
P || = k=0,1,...
' kti=o Vi T Tk [M(i =)’ IR

nennt man Stiitzkoeffizienten. Damit fiithrt man mit

Ak

T —xp

M = k:O,l,...,n

Groflen ein, die von der Stelle z, an der interpoliert werden soll, abhéngen.
Es ergibt sich

n

p(z) = [Z Mkyk;] [T =) (3.11)

5=0
Betrachtet man dies fiir die speziellen Werte v, = 1,k = 0,1,...,n, dann
ist p(x) = 1 das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom fiir die n + 1
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Stiitzpunkte (xy, 1), sodass

1=p(ﬂf)=[ Mk] (z — ax)

= H(:c — ) = m (3.12)

Aus (3.11)) und (3.12)) folgt mit

Do MiYk
p(z) = ST (3.13)

die sogenannte baryzentrische Formel der Lagrange-Interpolation

Satz 3.11. Fir die n+ 1 Stitzkoeffizienten A,in) zu den paarweise verschied-
nen Stitzstellen xg, xq, ..., x, gilt:

> AP =0 (3.14)
k=0

Die Formel (3.13)) hat den Vorteil, dass man bei der Hinzunahme einer (n+2)-
ten Stiitzstelle z,11 zu zg, 21, ..., x, die neuen \-Werte )\;"H) aus den alten
A" durch die Bezichungen

N )\(n)
AN = 2k k=0,1,.

i = , )
Tk — Tn41

ermitteln kann. Den fehlenden Wert /\gfll) bestimmt man unter Nutzung von

(3.14) durch

)\Sln+11) _ A+

¥ ; :

Insgesamt braucht man zur Bestimmung der p; 2n Multiplikationen und n
Additionen und damit zur Polynomwertberechnung mit der baryzentrischen
Formel 3n Multiplikationen und 3n Additionen, wobei der zusétzliche Auf-
wand bei Hinzunahme einer (n 4 2)-ten Stiitzstelle mit n Multiplikationen
und n Additionen moderat ist.
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3.5 Verfahren von Neville und Aitken

Es ist vergleichbar mit der Herangehensweise bei der Newton-Interpolation

Aus Lemma [3.9] folgt mit

Yo =: py(x)

die Rekursion

pn—l,n T — Zp1
usw
p* (I) o (‘T - IO)pT,Q("E) - (CE - x?)pal(x)
0,1,2 =

To — X

Fiir den Algorithmus von Neville und Aitken folgt das Schema zur Berech-
nung von p an der Stelle

To | Yo = po(x)
r1 | y1 = pi(x) Po,l(x)
To | Yo = pi(x) Piz(l’) P3,1,2($)

Tn | Yn :p;(:v) p;’;_l,n(m) 0
Beispiel.
[0 1 3
yp |1 3 2

Polynomwert soll an der Stelle x = 2 berechnet werden.

01
1 3 p071(2) — (270)?:8271)1 _ 5
—1)2—(2— 2-0)3—-(2-3)5
3 2 pl 2(2) = (2 1)§_§2 3)3 e g pO,l 2(2) e ( )22}—(5 ) — 1—??
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3.6 Hermite-Interpolation

Hat man einen Stiitzpunkt (zg, o) vorgegeben, so ist damit ein Polynom 0-
ten Grades festgelegt (Gerade parallel zur z-Achse). Hat man an der Stelle
noch eine Ableitungsinformation, d.h. (z¢,y;), dann ist damit eine Gerade
durch den Punkt (xg,yo) mit dem Anstieg y, festgelegt, also ein Polynom
1-ten Grades.

Satz 3.12. Sei f eine (n+1)-mal stetig diff ‘bare Funktion in einem Intervall
um den Punkt x. Dann gilt

. FotD) ()
1 e X, X = ———
xo—wvl--r-gn—w f[l'o, o o l‘] (Tl + 1)!
Bewers. vollstandige Induktion, MWS [
Der Satz rechtfertigt
Definition 3.13.
n+1)< )

flz, x, CFL (3.15)

Auf der Basis dieser Definition enstehen gemischte Differenzen wieder rekur-
siv, z.B.
flro, z1] — flz, 25
Ty — X1
flzo, xo, w0] — flx0, 0, 71]
To — 11

flzo, w1, 10] =

f[930>330,$0,931] =

Das Interpolationspolynom ist dann gegeben durch

k—1

Z flwo ] [J (& — ;)

7=0
Man {iberlegt sich, dass zur Bestimmung der Polynomkoeffizienten eines
Hermiteschen Interpolationspolynoms (zur Erfiillung von Interpolationsbe-
dingungen bei Beriicksichtigung von Ableitungsinformationen) das folgende
Schema fiir die Bedingungen

Beispiel.



die Form

Co C1 C2 C3 C4
0[1
0|1 yy=2
01 yp=2 %=2
12 2=1 z# zCl-_3
112 y=3 =H=2 L=2=3 ¢

hat.
Daraus ergibt sich das Hermite-Interpolationspolynom:

p(x) = flwo] + flwo, mo](x — x0) + flxo, To, z0] (x — 20)?
+f [0, To, To, 1] (x — 20)* + f0, T0, T0, T1, 1] (T — 20)* (2 — 1)

also fiir obige Werte

p(z) =1+ 21 + 22 — 32° + 62°(x — 1)

3.7 Fehlerabschitzung der Polynominterpo-
lation

Handelt es sich bei den Stiitzpunkten (zy,yx) nicht um diskrete Messwerte,
sondern um die Wertetabelle einer gegebenen Funktion f(z), dann ist der
Fehler f(x) — pn(x), den man bei der Interpolation macht, von Interesse.
Nimmt man zu den Stiitzwerten xy, ..., x, den Wert x = x,,,1 hinzu, ergibt
die Interpolationsbedingung y = f(z) = pyi1(x)

n

g)nﬂ(x) = f(a:)J = pn(x) + flxo, z1, ..., T, x] H(:c — )

NS k=0
Pn+1 (xn+l)—yn+1

bzw.

f(z) = pu(x) = flro, 1, ..., 2p, x](x — 20) (X — 1) - - (T — ) (3.16)

Der folgende Satz liefert die Grundlage fiir die Abschétzung des Interpolati-

onsfehlers (3.16)).

Satz 3.14. Sei |a,b] =] ming<;<, =;, Maxo< <, ;[ und sei p,(z) das Interpo-
lationspolynom zur Wertetabelle (zy, f(xy)) der (n + 1)-mal stetig differen-
zierbaren Funktion f auf [a,b], wobei die Stiitstellen xy paarweise verschieden
sind.
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Dann gibt es fir jedes & €|a,b| einen Zwischenwert & = &(xo, ..., x,) €la,b]

mait
- I AR (3]

Beweis. Siehe Barwolff O

Aus dem Satz folgt direkt fiir eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion die Fehlerabschéitzung

(T —x0) (T — )

maxeepas) | f"(E)] |1
/@) = @] < =25 [I6 =) (17
=w(z)

Hat man bei den Stiitzstellen die freie Wahl und soll auf dem Intervall [a, b]
interpoliert werden, dann ist die Wahl der Nullstellen des Tschebyscheff-
Polynoms T,,,1(x) auf [a, b] transformiert, d.h

. a+b+b—a 2(n+1—k)—1
Ty = Cos
b 2 2 2(n+1)
von Vorteil, denn fiir w*(z) = [[;_,(z — ) gilt:

Satz 3.15. Seien xy, dquidistante und x; gemdfs (3.18|) verteilte Stitzstellen
des Intervalls [a,b]. Dann gilt:

n), k=0,....n  (3.18)

* <
max [w*(z)] < max jw(z)|

und falls f beliebig oft differenzierbar ist, gilt
Jim py () = f(x)  auf [a, ]

3.8 Spline-Interpolation

Problem bei der Polynom-Interpolation:

Eventuell grole Oszillationen durch Polynome hoheren Grades bei Stiitz-
punktzahlen > 10

Deshalb:

Statt eines Interpolationspoly. konstruiert man fir (xg, yx),k =0,1,...,n in
jeden Teilintervall einzelne Polynome, die an den Randstellen glatt ineinander
iibergehen. Betrachten mit

A={a=xy<m <...<zxN=0b}
eine fest gewihlte Zerlegung von [a, b], wobei die Stiitzstellen x, . .., xy auch

als Knoten bezeichnet werden.

o1

10.
Vorle-
sung
am
18.5.09



Definition 3.16. Fine Splinefunktion der Ordnungl € N zur Zerlegung A
ist eine Funktion s € C'"[a,b], die auf jedem Intervall [xy_1,xx] mit einem
Polynom [-ten Grades tibereinstimmt. Der Raum der Splinefunktionen wird
mit Sa,; bezeichnet, es gilt also:

Sap = {s€ Clil[% b] : 3‘[9%71,%] = pk‘[zk—lvxk} fir ein py, € 1}
Anstelle Splinefunktionen verwendet man auch einfach Spline.

Splines erster Ordnung nennt man auch lineare, die zweiter Ordnung auch
quadratische Splines. Besonders hervorzuheben sind kubische Splines, die in
der Praxis besonders hiufig verwendet werden.

Da wir vorgegebene Wertetabellen interpolieren wollen, geht es im Folgenden
um die Berechnung interpolierender Splinefunktionen, also Splines mit der
Eigenschaft

s(xg) = fr fir k=0,1,...,N (3.19)

fir (zg, fr),k=0,1,...,N
3.8.1 Interpolierende lineare Splines s € Sa
Offensichtlich gilt:

s(x) = ap + bp(x — x1), T € [T)), Tpoy1]

aus sg(zy) = fi sowie sg(xpy1) = fry1 folgt

ar = fr, bkz—fkﬂ_fk, k=0,...,N—1
Tr+1 — Tk
Satz 3.17.
(a) Zur Zerlegung A = a=x9 < ...<xy=>bund fy,...,fn gibt es genau

einen Spline s € S 1 mit der Figenschaft (3.19)

(b) Zu einer Funktion f € C*[a,b] sei s € Sa der zugehirige interpolierende
lineare Spline. Dann gilt

1
s = Pl < 517" Fin

Mit Pax = MaXg—o,. N—1(Tps1 — Tk)

Beweis. (a) nach Konstruktion
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(b) Fiir jedes k € 1,..., N stimmt s auf [z5_1, 2] mit demjenigen p € II;
tiberein, fiir das p(zr_1) = f(xp_1) und p(xy) = f(xy) gilt. Der Fehler
bei der Polynominterpolation (Satz [3.14) liefert

(x — zp_1)(z) — )

|s(z) — f(2)] < 5 max | f"(§)]
E€[Tp_1,7k]
1
< Pl ¥ € s, 0

3.8.2 Kubische Splines

Betrachte nun Sa 3, und verwenden

wmf:(AﬂmmFm)%

Lemma 3.18. Wenn eine Funktion f € C?a,b] und eine kubische Spline-
funktion s € Sa 3 in den Knoten tbereinstimmen, d.h.

s(xg) = flxy) fir k=0,...,N

so gilt
17" = s"ll5 = 11£"1l5 = lIs”15 = 2([f = s')s") ()

(3.20)

r=a

Beweis.
2 b 2 2 b 2
|wwﬂw2=/|ﬂ@wﬂ%mwu=nﬂm—2/kﬂfxwm+wﬂm

b
=115 -2 [ 1 = 1)z = 5

Fiir den mittleren Term ergibt die partielle Integration

Aiﬂﬂ—fwwﬂm

Tk

= (If" = &1s") (=)

— [ (U =51")(z)de

Tr—1 Tp_1

= (=@ =@+ [ - sl
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Die Summation iiber £ =1,... N ergibt

b
/ ([f" = s")s") @)da = Y {([f' = &'1s")(@x) = ([f' = &)s") (2r-1))

Satz 3.19. Gegeben sei f € C?[a,b] und ein kubischer Spline s € Saz mit
s(zg) = f(ag),k =0,...,N. Dann gilt die Identitit

£ = l1s"l5 = 1L = 8”115 (3.21)
sofern eine der 3 folgenden Bedingungen erfillt ist
(a) s"(a) =s"(b) =0
(b) s'(a) = f'(a), s'(b) = f'(a)
(c) ['(a) = f'(b), §'(a) = s'(b), s"(a) = s"(b)

Beweis. Die Aussage des Satzes ergibt sich durch Beriicksichtigung von (a), (b)
bzw (c) in der Identitdt ((3.20) O

Korollar 3.1. Zu gegebenen Werten fo, ..., fn € R hat ein interpolierender
kubischer Spline s € Sas mit s"(a) = §"(b) = 0 unter allen hinreichend
glatten interpolierenden Funktionen die geringste Kriimmung, es gilt also

"1l < 1”1l
fiir jede Funktion f € C?[a,b] mit f(xy) = fx firk=0,...,N
Bewers. Folgt direkt aus ((3.21)) [

3.8.3 Berechnung interpolierender kubischer Splines

Lokaler Ansatz
s(x) = ax + br(z — z1) + cu(x — 2)? + di(x — x3)°,

3.22
x € g, xp], k=0,...,N =1 (322)

fir s: [a,b] = R
Aufgabe: Bestimmung von ay,...,dg, k = 0,..., N — 1 so, dass s auf [a, b
zweimal stetig differenzierbar ist und dariiberhinaus in den Knoten vorgege-

bene Werte fy,..., fy € R interpoliert
8($k):fk, l{:O,,N

Setzen hy := 21 —xk, k=0,...,N
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Lemma 3.20. Fualls N +1 reelle Zahlen s, .. .,s% € R den folgenden N —1
gekoppelten Gleichungen (k=1,...,N —1)

hi1 shy +2(hi1 + hy) sy +hpsp, = LS L S (3.23)
v \,-/ v hk hk_l
M1 M, Myyr O ~~
9k
gentigen, so liefert der lokale Ansatz (3.22)) mit den Setzungen
My M1 — My e
_ e N S 55 St L NS VAT Vs
Ck 5+ Jeo  di Gy ;o bk I 6 (Mp1+2My,)

firk=0,...,N —1 eine kubische Splinefunktion s € Sas, die die Interpo-
lationsbedingung s(xy) = fr erfillt.

Beweis. Vorlesung oder Plato, Béarwolff O]

Bemerkung. Die Momente M, ..., My stimmen mit den 2. Ableitungen
der Splinefunktion s in den Knoten z iiberein

sp =My =5"(x), k=0,...,N

(3.23) bedeutet: Es liegen N — 1 Bedingungen fiir N + 1 Momente vor, d.h.
es gibt 2 Freiheitsgrade. Diese werden durch die folgenden Randbedingungen
festgelegt:

e Natiirliche RB s; = 5% =0
e Vollsténdige RB s = f), sy = fi fir geg. f{, fy € R
e Periodische RB s{, = sy, s; = s
(diese Festlegungen korrellieren mit den Bedinungen (a), (b), (¢) des Satzes

3.19)

3.8.4 Gestalt der Gleichungssysteme
Natiirliche Randbedingunden

2(ho + hy) hy 0 M, g
b 2(h + hy) _
' hn—2
0 hn—2 2(hy—o+ hy_1) My_1 N1
(3.24)
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vollstidndige Randbedingungen

2]’L0 h() 0 MO 9o

ho  2(ho+ hy) _ : (3.25)
' 2(hy—2+hy-1) hya
0 hn-1 2hn_1 My L gn |
periodische Randbedingungen
2(hN_1 + h()) ho hN—l MO 9o
ho 2(ho + hy) _
B hn_o
hn_1 hy—a 2(hy—2+ hy_1) Mn_q ey

(3.26)

3.9 Existenz und Eindeutigkeit der betrach-

teten interpolierenden kubischen Splines

10.
Alle Koeffizientenmatrizen der Gleichungssysteme zur Berechnung der Mo- y/or]e-

mente My = s}, haben die Eigenschaft, strikt diagonal dominant zu sein, eine sung
Eigenschaft, die wie folgt definiert ist 20.05.2009

Definition 3.21. Eine Matriz A = (a;;) € RV*N heifit strikt diagonal
dominant, falls

N
> awgl <law|, k=1,....N (3.27)
k#j=1

Lemma 3.22. Jede strikt diagonal dominante Matriz A = (ax;) € RV*N st
requdr und es gilt

< _ i -1 n .
]l < max {(Iakk| > lal) }IIAJSHOO, reR (3.28)

..... oyt

Beweis. Fiir x € RY sei der Index z € {1,..., N} so gewiihlt, dass |z| =
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||z||, gilt. Dann findet man

N N
12| > [(Az)e| = D arja| > lawl el = Y lans| |2
j=1 k=1
N N
> are okl = D lawg] 2]l = <|akk\ -y \akj|> 2l
kAj—1 k=1
N —1
&z, < <|akk| - > |akj|> [Az|
ketj=1

Die liefert die Giiltigkeit von (|3.28]) woraus die Regularitéat von A direkt folgt.
(Aus Az = 0 folgt = 0 als einzige Losung) O

Korollar 3.2. Zur Zerlegung A und den Werten fo,..., fn € R gibt es je-
weils genau einen interpolierenden kubischen Spline mit den oben diskutierten
Randbedingunen.

Beweis. Die jeweiligen Koeffizientenmatrizen sind strikt diagonal dominant
~> s eindeutig ~» Existenz und Elndeutigkeit der kubischen Splines. O]

3.10 Fehlerabschitzungen fiir interpolieren-
de kubische Splines

Zuerst schreiben wir die Gleichungen ([3.23)) fiir die Momente durch die je-
weilige Division durch 3(hg—1 + hy) in der Form

hk—l 28” + hk s
3(hk_1 + hk) 37k 3(hk_1 + hk) k1
_ Jer1 — Jr _9 Je — fea A

hi(hi—1 + hi) hi—1(hg—1 + hyg) Ik

/i
Sp_1t
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auf, was fiir natiirliche Randbedingungen auf das Gleichungssystem

_ 2 Iy 0 _
3 3(ho+h1)
h1 2 h2
3(h1+ha2) 3 3(h1+ha)
B :: . .
hn—3 2 hn—2
3(hn_3+hn_2) 3 3(hN—3+hN_2)
0 PN 2
| 3(hN—2+hNn_1) 3 i
no ] o]
51 g1
B : = : (3.29)
" A
| SN—1 | | IN-1 |

fihrt (hk = Tpy1 — .T}k)

Lemma 3.23. Zu ciner gegebenen Funktion f € C*[a,b] mit f"(a) = f"(b) =
0 bezeichne s € Sa s den interpolierenden kubischen Spline mit natirlichen
Randbedingungen. Dann gilt

max 15" (o) = (0] < 7 7O Ho

Beweis. Siehe Plato O

Das eben bewiesene Lemma ist die Grundlage fiir den folgenden Satz zur
Fehlerabschéitzung der Spline-Interpolation

Satz 3.24. Sei f € C%[a,b] und sei s € Sa 3 ein interpolierender kubischer
Spline. Weiter bezeichne hy = xp 1 —xy firk=0,...,N —1 und

hmax = max  hg, hpm = min ;g
k N-1 k N

Falls
maXN ]S”(ﬂﬁk) (l’k | <C Hf H

.....

oo | ‘max

erfillt ist mit einer Konstanten C' > 0, so gelten mit der Zahl ¢ := 2 (C'+1)
die folgenden Abschitzungen fir jedes x € [a, b]

|s(z) = f(@)] < || D] hina (3.30)

|s' () = f'(x)] < e[ f Hoo max (3.31)
|s"(z) = f"(@)] < c||fD|, Pia (3.32)
5@ (2) — fO@)] < || fD|. Prnax (3.33)
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Beweis. Zuerst wird (3.33]) nachgewiesen. s” ist als 2. Ableitung eines Poly-

noms 3. Grades affin linear auf [z, x| fir k=0,...,N — 1, d.h.
7 o
5(3)(x) =2 (xkﬂ)h 5" (@) =const, xp <z <Ry (3.34)
k
Taylorentwicklung von f” um x € [xy, 441] liefert
" " 2 2
(3) _ [ (@p1) — " () _ (Trt1 — ) (4) (x — ) (4)
F(a) - 2= ) + I g
(3.35)

fiir gewisse Zwischenstellen ay, 35 € [a, b]. Subtraktion von (3.34) und (3.35)
ergibt

Iy h

(pr1 — )2 D (ag) — (x — )2 f D (Br)
2h;,

®) (x) — f(3)(x) _ " (xp1) — f(aper) 8" (k) — (k)

+

- [s9a) - SO@)

< Hf(S)H 1 (Ch,2 + Ch2 h?nax)
= Oomin{ho,.. T a} \max T Phmax
Ama

S Hf oo Pamax = 2¢ | F | e

wobel

(@h1 — )" + (& — 23)? = (231 — 23)? = 2(w801 — @) (2 — 22)
< <$k+1 — %k) < h? Vo € [xk,ka]

max

beriicksichtigt wurde.

Die restlichen Fehlerabschatzungen (3.32)), (3.31), (3.30) erhélt man durch
sukzessive Integration von (3.33]) unter Nutzung des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung. O

Bemerkung. Die wesentliche Voraussetzung des eben bewiesenen Satzes
iitber den Fehler der 2. Ableitungen in den Knoten ist typischerweise erfiillt
(siche auch Hilfssatz fiir den Fall natiirlicher Randbedingungen).

3.11 Trigonometrische Interpolation

12.
Werden periodische Vorgéinge “gemessen” oder vermutet man, dass gegebene y/rje-

Stiitzpunkte zu einer periodischen Funktion gehoren, dann bietet sich eine sung

am
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Interpolation durch trigonometrische Funktionen an. O.B.d.A. nehmen wir
als periode T' = 27 an und betrachten das Intervall [0, 27| (sonst Transfor-
mation)
Zerlegung;:

A={0=z9<...<xy1 <27}

mit xy = %27?,1{;20,...,7@—1
Es wird folgender trigonometrischer Ansatz gemacht:

W(z) = Ao LS (Acos(lz) + Bysin(lz)) n—9m 4 1
x) = % + 2751 (A;cos(lz) + Bysin(lz)) + ATT” cos(mzx), n= Q(m |
3.36

Die Funktion W(x) soll die Interpolationsbedingung

mit gegebenen Werten f;, € R erfiillen, wobei die Koeffizienten A;, B; gesucht
sind.
Man kann zwar A;, B; aus (3.36) durch Auswertung von (3.37) bestimmen,
aber im Komplexen wird es iibersichtlicher. Mit

1

1 . . . .
056 = (e +e 7). sing= (e — )

folgt nédmlich:

coslx, =

N | —
—~
8
S
8
ko
+
o
L
g
=
~
|
N —
VR
S
Q)

(V]

33
~

e
+
—~
Q)
i
~
B
N~
=
x>~
[\
=)
=

bzw.

Bemerkung. Wegen der 27-Periodizitit von e gilt

=2l (=2 t2r)i

e n = e (_277”4'_27"7")2 (nil)Qwi

= e = e n

Also brauchen keine negativen Potenzen betrachtet zu werden, sondern nur
Terme

ek 1=0,...,n—1
. wird 1n den Ansatz (3. eingesetzt, etwas umgeordnet, sodass man
(3-38) wird in den A (3-36)) eing geord d
mit
p() = o+ Pre + - + 1€/ (3.39)

60



ein trigonometrisches Polynom erhilt, welches die Interpolationsbedingung
erfiillt, d.h.

\I’({L‘k):fk@p(l‘k):fk, k‘ZO,...,TL—l

wobei U(x) = p(z) nicht gilt.
Fiir die Beziehungen zwischen (3, und Ay, By, ergeben sich einfache Formeln,
z.B. fir n =2m+1

A 1 , . .

Ay =200, A =0+, Bi=ilB—0Bu), l=1,....m

Setzt man w = €, so folgt

Bo =

N | —

p(z) = Bow® + frwt + -+ By = P(w) (3.40)
Und P(z) ist tatsdchlich Polynom in w.
Definition 3.25.

. . 2k
w:=¢e"  w, = ek <— e n >

Bemerkung. Wir haben oben f;, € R gefordert, darauf kann man auch
verzichten und f; auch aus C vorgeben.

Satz 3.26. Zu beliebigen Stiitzstellen (zy, fr),k=0,...,n—1, fr € C,zy =
k%’r gibt es genau ein trigonometrisches Polynom der Form (3.40) mit

p(rg) =Plwg) = fe, k=0,...,n—1
Dabei gelten die wichtigen Beziehungen

(Z) Wé :wj"cv WEZ :wllc

_n Jg=1
(i) > p= owkwk _{ 0 j£1,0<l,j<n—1

Beweis. Die Existenz des Polynoms und die Eindeutigkeit folgt analog dem
Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit der allgemeinen reellen Polynomin-
terpolation (z.B. Lagange-Interpolation)

zu (i) nach Definition

u (ii) Ist j =1

n—1
E wkw E 1=
k= O k=0

=1
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Weiterhin ist w;, = ¢“+"1 eine der n-ten Einheitswurzeln und damit
(wp)"—=1=0
Ausklammern von wy — 1 ergibt
(wp — D(w T+ w2+ +1)=0 (3.41)

Man findet nun

E :wkwk = E :Wk

und da j # [, ist w;_; # 1, d.h. Y (wj—)* muss als 2. Faktor der linken Seite
von (3.41)) = 0 sein. O

S
—

f—z = (Wj—l)k

0

II’\
=
IM;

:

B
Il

Aus dem eben bewiesenen Satz ergibt sich die Folgerung

Korollar. Die komplexen Vektoren

J l

wo Wo
Wfl—1 Wiz—1

sind beziiglich des Skalarproduktes
1 n—1
) = - > fudi (3.42)
k=0

zueinander orthogonal, d.h. {¢o, ..., ¢n_1} ist Orthogonalsystem in C"

Definition 3.27. Die Koeffizienten By, ..., Bn-1 aus (3.40)), d.h. die Koef-
fizienten von P(w) heiffen Fourierkoeffizienten oder diskrete Fourier-
transformierte von fy, ..., fun_1 falls P(wy) = fr,k=0,...,n—1 gilt.

Satz 3.28. Fiir die diskreten Fouriertransformierten 3; von fj,j =1,...,n—
1 gilt
1 il - k27
P e (3.43)

d.h. sie sind eindeutig bestimmd.
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Beweis. Die Interpolationsbedingungen P(wy) = fr bedeuten
P(wo) = Bowd + + + Baawy™ " = fo

P(wn 1) = Bow? |+ + Buawl ™1 = fua

Jo
~ o Bogo+ Py + o+ PuiPnr = f = : (3.44)
fnfl

die skalare Multiplikation mit ¢; ergibt aufgrund der Orthogonalitét

n—1 n—1
Z 1 Z —j 1 Z _j2kim
k=0 k=0

k=0

5j<¢ja¢]> (f, ¢J =

3I>—‘

]

Bemerkung. Fiir die Fourierkoeffizienten oder diskreten Fouriertransfor-
mierten 3 von fp wird auch die Notation

f[f(), ey fn—l] = [ﬂo, Ce 76n—1] (345)

verwendet.
(3.44) bedeutet das Gleichungssystem

—1
Wy wg wy Bo Jo
: Pl = o (3.46)
—1
w2—1 wrlz—l Wh_1 Br-1 fna1
=V=(w})j k=0,....n—1
bzw .

o ' Wy 0 w0—1 . (n—=1) f

Pl==] : (3.47)
n
Br-1 . w wrl w0 ) Jn—1
*%‘7 ("wk )] k=0,...,n—1

Korollar. (i) Es gilt offensichtlich



und jeder Datensatz fo, ..., fu_1 € C ldsst sich aus seiner diskreten
Fouriertransformierten

F[f(h R fn—l] - [607 cee 7671—1]
durch (siehe (3.44))

n—1
- k27 .
fi=Y B, j=0,...,n—1
k=0

zuriickgewinnen. Es wird auch die Notation
FBoy -+ Bl = [for -+ s ]
verwendet.
(ii) Es gilt

n—1 1 n—1
> 1B = ;Z | fil?
k=0 k=0

Beziehungen zwischen den reellen und komplexen Fourierkoeffizi-
enten A]7 Bj, ﬁ]

Es galt U(z) = f und auBlerdem war wy, = e ** definiert. Fiir ungerades
n = 2m + 1 folgt

Ay & 1 1
v = 50+ Y (Agted +o) + B (uh o)
=1

L T—— 1 - 1 -
=5 + lz_l: (fll§(w/,l€ + wy, l) + BlQ—Z_(u)f€ — wy Z))
= Bo + Biwk + - + ﬁnqwzfl

Daraus folgt

A
A0=250*:)50=70

sowie
1 1 1 )
b=+ -B) =54 —iB), 1=1....m

1 1 1 ,
ﬁn—l:§<Al_;Bl):§(Al+lBl), lzl,...,m
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~ A =0+ B, Bi=i(B—6ua), [=1,....m
Mit der Formel (3.43)) folgt:

IS )
== ka— ( i km) ka cos(lxy) (3.48)

und analog

n—1
2 .
Bl = ﬁ E fk sm(lxk)
k=0

Die Betrachtungen fiir gerades n = 2m verlaufen analog.
Zusammengefasst ergibt sich

Satz 3.29. Werden die Koeffizienten gemdfl (3.48) bestimmt, so erfillt

U(z) = { N 7AnTO_1+ > o(A cos(k:x).%— By, sin(ix)), n=9m+1
Ao 4 S (Ajcos(kx) + Bysin(kx)) + 4o cos(ma,)  n=2m

Die Interpolationsbedingung
\If(l'k):fk, k:O,...,n—l

fiir reelle fy.

13.
Ziel ist die Reduzierung des Aufwands zur Berechnung der diskreten Fou- Vgrle-
riertransformierten [, . .., 3,1 fiir einen Datensatz fo, ..., fn—1 der mit der gung
Auswertung der Berechnungsvorschrift am
27.05.09

n—1
1 _jik2m .
6J:E§fke ]nv .]:077n_]-

etwa O(n?) komplexe Multiplikationen bedeutet.

3.12 Schnelle Fouriertransformation (FFT)

Voraussetzung n = 2P, p € N, d.h. es werden Datensédtze mit n = 2P Daten
aus C betrachtet. Entscheidende Grundlage fiir die FFT ist der folgende
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Satz 3.30. Aus den diskreten Fouriertransformierten der beiden Datensdtze

go,---s9dM—-1 und gMm, - -5 92M—1

der Linge M ldsst sich die diskreten Fouriertransformierten des Datensatzes

go,---,92Mm-1

der Liange 2M folgendermafen bestimmen.

1 o
§{fk[907"'7gl\/f—l]+e ]ijk[ng"'ag2M—1]}

= Filgo, 901s 915 Grasr - - -5 Goni—1] (3.49)

1 e
5 {fk[go, ce grM—1] — 672%7‘7@[9M, e 792M71]}
= Fr+k[90 905 15 Gra41 - - - > G2ni—1] (3.50)

Firk=0,...,M — 1. Wobei Fy, bzw. Fpryx, die k-te bzw. (M + k)-te Kom-
ponente von F bezeichnen.

Beweis. Fir k=0,...,M —1 gilt

1 ML 2jk2 M-l (27+1)k2
—q JR&aT —q J s
fk[QOa e 792M71] = m (Z g;e = M + Z grm+;€ 2M >
Jj=0 j=0

M-1 M-1
1 Z _ijk27r _I_ —’ikj _ijk27r
2M Z
7=0

Die Gleichung (3.50)) erhélt man analog, wobei

.j(k+M)27 .. . jk2m . - jk2m
e VT oM = e UMV o = (_1)36_Z 2M

beriicksichtigt wird. O

Ist n = 2P, dann soll der Satz[3.30] auf einem Datensatz dieser Liange rekursiv
angewandt werden. Die Anordnung der Daten wird spéter erklart.

Ffo] Flfo] Flfil Flfs]
\ / AN /
Flfo, f2] Flfr, f3]

N\ /

Flfo, fr, fo, f3]

Erlauterungen zum Schema
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(a) Beim Ubergang von Stufe 0 zu Stufe 1 werden 2 diskrete Fouriertrans-
formierte der Léange 2 ausgehend von 4 diskreten Fouriertransformierten

der Linge 1 berechnet (Anwendung der Formeln (3.49), (3.50)) je 2-mal.

(b) Beim Ubergang von Stufe 1 zu Stufe 2 wird 1 diskrete Fouriertransfor-
mierte der Lange 4 ausgehend von 2 diskreten F'T's der Lange 2 berechnet

(zweimalige Anwendung der Formeln (3.49)), (3.50))

(¢) SchlieBlich erhdlt man ausgehend von diesen die gewiinschte diskrete FT
des Datensatzes fy,..., f3

(d) Entscheidend fiir genau dieses Ergebnis war die Anordnung der Daten
auf der Stufe 0

(e) Die Anwendung des Satzes soll beim Ubergang von Stufe 2 zu Stufe
3 erldutert werden:

Setzt man
9o = fo.91 = f2,92= [1,93 =[5
dann erhélt man ausgehend von

Flgo,92] und  Flgi, g3]
mit den Formeln ({3.49)),(3.50)
f[g(h g2, 91, 93]
also bei Beriicksichtigung der Setzungen

Flfo, frs f2, f5]

Bemerkung 3.31. Fiir Anordnung der Daten auf der Stufe 0 nutzt man das
folgende Schema der Bit-Umkehr, die in der folgenden Tabelle fiir n = 8 = 23
beschrieben wird:

’ fr Index \ Bindrwert \ Bindrwert revers \ Index ‘

0 000 000 0
1 001 100 4
2 010 010 2
3 011 110 6
4 100 001 1
) 101 101 )
6 110 011 3
7 111 111 7

In der letzten Spalte liest man die Indexreihenfolge fiir die Anordnung der
Daten auf der Stufe 0 ab.
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3.12.1 Aufwand der FFT
Zum Abschluss der Thematik FFT soll nun der Aufwand diskutiert werden.

Bezeichnet man die Stufen der FFT mit r € {0,1,...,p}, also im Fall
8 =n =2 =2r € {0,1,2,3}, dann ergibt sich fiir den Aufwand der
FFT:

Fiir r € {0,...,p — 1} fallen beim Ubergang von der r-ten zur (r 4 1)-ten
Stufe der FF'T die folgenden komplexen Multiplikationen an

e Die Berechnung von Zahlen w?, ..., w? ~! € C (w Wert einer komplexen
Exponentialfunktion) erfordert 2" — 2 < 2" komplexe Multiplikationen

(Faktoren in den Formeln (3.49)), (3.50))

e Berechnung der diskreten Fouriertransformierten der Linge 27! aus-
gehend von je 2 diskreten Fouriertransformierten der Lange 2", und das
insgesamt 2P — r — 1-mal ergibt 2" - 2P~"~1 = 2P~! komplexe Multipli-
kationen

e Dazu kommen noch p — 2 < p komplexe Multiplikationen zur Berech-
nung etwa von wy, = wp,

e Fiir die Ausfithrung der Ubergénge von den Stufen 0 bis p ergibt sich
die Gesamtzahl an komplexen Multiplikationen

p—1

1
Y@ ) pp <2 42 p =" OQgQ L+ om)
r=0

Damit gilt der

Satz 3.32. Bei der FFT zur Bestimmung der diskreten Fouriertransformier-
ten eines Datensatzes der Linge n = 2P fallen nicht mehr als

nlog, n

5 + O(n)

komplexe Multiplikationen an.

Bemerkung 3.33. Wir haben fiir die Fouriertransformation die Formeln

n—1
12 : k2T
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n—1
fj:ﬁkz_oﬂke no, ]:O,,n—l

fiir die Hin- resp. Riicktransformation hergeleitet. In vielen Lehrbiichern sind
die diskreten Fourierkoeffizienten durch

n—1

B = Z fkefijk% (3.52)

k=0

definiert, also ohne den Faktor % Das hat fiir die Riicktransformation die
Konsequenz

n—1
1 k2w .
fj:ﬁZﬁkeﬂTv jzovvn_]-
k=0
Eine dritte Moglichkeit ist durch

jk2m

1 n—1 »
b= kz_%fke ; (3.53)

. jk2m

n—1
1 S e )
fj:\/ﬁk:oﬂke n’ jzo"“’n_l

gegeben.

Besonders bei der Nutzung von Numerikprogrammsystemen oder Bibliothe-
ken ist es daher ratsam, die jeweils verwendete Definition der Fouriertrans-
formation und der Riicktransformation zu ermitteln, also (3.51)), (3.52)) oder
(13-53)).
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Kapitel 4

Numerische Integration

Ziel ist die Berechnung des bestimmten Integrals i/i'rle—
b sung
/ f(z)dz am
a 01.06.2009

wobei man aus unterschiedlichen Griinden nicht die Berechnung mittels einer
Stammfunktion F(z) durch

b
| rade = Fo) - Fla)
nutzen kann oder will. Entweder findet man kein auswertbares F'(z) wie im

Fall von f(z) = < oder f(z) = e~ oder die Berechnung von F(b), F(a) ist
zu miihselig.

4.1 Numerischen Integration mit Newton-Cotes-
Formeln

e Aquidistante Unterteilung von [a, b]

rr=a+kh, k=0,...,nh=

e Verwendung des Interpolationspolynoms p, € II,, fiir die Stiitzpunkte
(zg, f(zr)), d.h. es ist

pn($k) = f@k), k=0,...,n

70



e Niherung des Integrals ff f(z)dz durch

/abpn(x)dx ~ /abf(x)dx

Mit dem Lagrangschen Interpolationspolynom
= kaLk(if)a fr = [ (@)
k=0

erhalt man

/abpn(x)dm = zn: fi /b Lidz

und mit der Substitution s = , hds = dx folgt

(b—a) ds
; IR

k=0

J/

N~
Ok

also

/ po(z)dz = (b —a) Z frok (4.1)

mit den Gewichten

1 (" Y s—7j
ak:—/ H k—jds’ kE=0,...,n (4.2)

0 ki=0

Fir n = 1 erhalt man

ls—1 1 1 1
00:/0 (S)_ldsz —5(5—1)2025, o =5
woraus mit
b b h—
[t [ pi)ae =50 @) + £0) (143)



die Trapezregel folgt.
Fiir n = 2 ergibt sich

26—-1 s—2 1
= - —3s+2)d
0o /00_1 0= 4/ s s+ s
1
4

8 118—-6 1
Z_ 4| = z
i =il

1
02:6a

woraus mit

/ ) ~ / el = =" (r@+ar (“50) +50) @

Die Simpson-Regel, auch Keplersche Fassregel genannt, folgt.
Fiir n = 3 findet man auf analoge Weise mit

/abf(x)dx ~ /abpg(x)dx

St (s var (B o (2) +50) 69

die Newtonsche g—Regel.
Definition 4.1. Die Ndherungsformel

b n
(o) = [ plakde =0 -0) Y- fon (16)
a k=0
zu den Stiitzstellen x, ..., z, fir das Integral f; f(z)dz nennt man inter-
polatorische Quadraturformel.
Gilt fiir die Stiitzstellen xp = a+kh,h = =%k =0, ..., n spricht man bei der

Quadraturformel von einer abgeschlossenen Newton-Cotes—Quadraturformel.

Definition 4.2. Mit

_ / f@)de - Qu=1-0Q, (4.7)

bezeichnet man den Fehler der Quadraturformel @),,. Eine Quadraturformel
hat den Genauigkeitsgrad m € N, wenn sie alle Polynome p(x) bis zum Grad
m exakt integriert, d.h. E,[p] = 0 ist, und m die grofitmogliche Zahl mit
dieser Eigenschaft ist.

Es gilt offensichtlich der folgende
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Satz 4.3. Zu den n+1 beliebig vorgegebenen paarweise verschiedenen Stiitzstellen
a < xg < --- < x, <b existiert eine eindeutig bestimmte interpolatorische
Quadraturformel deren Genauigkeitsgrad mindestens gleich n ist.

Fiir die Simpsonregel findet man

b b— b\’
E2[$3]—/ x3dx—Ta a3+4<%> + b

b—a
6

— L0t —a) -

1
lai‘ + §(a3 + 3a*b + 3ab* + b*) + b3}

und
E2 [ZA] # 0

Aufgrund der Additivitdt und Homogenitiat des Quadraturfehlers, d.h.
Eylof + Bg] = aE,[f] + BE[g],

ist die Simpsonregel fiir alle Polynome 3. Grades exakt, allerdings nicht mehr
fiir Polynome 4. Grades. Damit hat sie den Genauigkeitsgrad 3 obwohl ihr
nur ein Interpolationspolynom vom Grad 2 zugrunde liegt.

Generell findet man, dass die abgeschlossenen Newton-Cotes Quadraturfor-
meln @), fiir gerades n den Genauigkeitsgrad n 4 1 haben.

Setzt man bei der zu integrierenden Funktion f die (n+1)- bzw. (n+2)-malige
stetige Differenzierbarkeit voraus, dann gilt fiir Fehler der ersten Newton-
Cotes-Quadraturformeln

B\[f] = —sh*f" (), h=b-a
__Lsew _b-a
Blf) =~ b, b=
_ 350 _b-a
Blf) =~ i), h="
__ 8 17146 _b—a
Bif) =~ 1O0), ="

wobei 1 € [a, b] jeweils ein geeigneter Zwischenwert ist.

4.2 Summierte abgeschlossene Newton-Cotes-
Quadraturformeln

Trapezregel (Q1) und Simpsonregel (Q2) bedeutet also die Integration von
p1 bzw. py zur ndherungsweisen Berechnung on [ = fab f(z)dz. Bei der Inter-
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polation haben wir die Erfahrung gemacht, dass Polynome héheren Grades
zu Oszillationen an den Intervallrindern neigen. Man stellt auch fest, dass
ab n = 8 negative Gewichte o auftreten.

Um die Genauigkeit zu erhdhen, verzichtet man auf die Vergréflerung von n
und wendet stattdessen z.B. die Trapez- oder Simpson-regel auf N Teilinter-
vallen an.

Zur néherungsweisen Berechnung von [ f f(z)dx unterteilt man das Intervall
[ar, B] durch

Oz:.l’l()<...<$1n:l’20<...<ZL‘N_1n:.TNO<...<ZL‘Nn:ﬁ

in N gleichgroie Teilintervalle [z,0,z;,], 7 = 1,..., N mit jeweils n + 1
Stiitzstellen. Auf den Teilintervallen [a, b] = [zo, j,,] ndhert man das Integral

/mf(x)dx mit @

zu den Stiitzstellen zj, ..., 2, an. Die Summation iiber j ergibt mit

N
Sn,N = Z Qn,j
j=1

die sogenannten summierten abgeschlossenen Newton-Cotes- Formeln.
Mit y;1, = f(z;1) erhilt man fiir n = 1 die summierte Trapez- Regel (h = ©2)

n

1 1
Sin="h S0 + Yo+ +Yno + DIAL

N
1
=h [§(y10 + ym) + Z Yo (4'8)
=2
und fiir n = 2 die aufsummierte Simpson-Regel (h = l’z_—N")

SoN =5

3

N-1 N
(10 + yn1) + 2 Z Yjo +4 Z yjl] (4.9)

j=1 j=1

Fiir die Quadraturfehler summierter abgeschlossener Newton-Cotes- Formeln
gilt der

Satz 4.4. Wenn f(x) in [, 3] fir gerades n eine stetige (n+2)-te Ableitung
und fiir ungerades n eine stetige (n + 1)-te Ableitung besitzt, dann existiert
ein Zwischenwert £ €la, b, sodass die Beziehungen

Es, y[f] = Kh™2 f02(¢)
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fuir gerades n und
Es, y[f] = Lh" ' D (e)

fiir ungerades n gelten, wober K und L von «, 3 abhdngige Konstanten sind,
und h = ’;_—]\? gilt.

Beweis. Plato, Barwolff O

4.3 Gaufi-Quadraturen

Bei den Newton-Cotes-Quadraturformeln ist man von einer vorgegebenen

Zahl von &quidistanten Stiitzstellen z,...,z, ausgegangen und hat eine
Néherung des Integrals f;;" f(x)dz durch das Integral des Interpolations-
polynoms p,(x) fir (xx, f(zx)), kK = 0,...,n angendhert. Dabei waren als

Freiheitsgrade die Integrationsgewichte o zu bestimmen.

Bei den Gaul-Quadraturformeln verzichtet man auf die Vorgabe der Stiitzstellen
und versucht diese so zu bestimmen, dass die Naherung des Integrals besser
als bei den Newton-Cotes-Formeln wird.

Bei den Gaufl-Quadraturen verwendet man als Bezeichnung fiir die St {itzstellen
oft A1,..., \,, da sie sich letztendlich als Nullstellen eines Polynoms n-ten
Grades ergeben werden. Wir wollen sie im Folgenden aber weiter mit x4, ..., z,
bezeichnen und beginnen aber im Unterschied zu den Newton-Cotes-Formeln
bei k =1 zu zéhlen.

Ziel ist die Berechnung des Integrals fab g(x)dz wobei man die zu integrierende
Funktion in der Form g(x) = f(z)p(z) mit einer Funktion p(z), die mit der
evtl. Ausnahme von endlich vielen Punkten auf [a, b] positiv sein soll, vorgibt.
p(x) heiit Gewichtsfunktion. Es ist also das Integral

1= [ s@pwar = [y

numerisch zu berechnen. Im Folgenden geht es darum, Stiitzstellen . € [a, b
und Integrationsgewichte o so zu bestimmen, dass

I, = Zo—jf(a;j) (4.10)

eine moglichst gute Ndherung des Integrals I ergibt. Fordert man, dass
die Formel (4.10)) fiir alle Polynome f(z) bis zum Grad 2n — 1, d.h. fir
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20, 2t .., 2?1 exakt ist und somit I,, = I gilt, dann miissen die Stiitzstellen
X1, ..., T, und die Gewichte oy, ..., 0, Losungen des Gleichungssystems
n b
Zcrj f:/ *p(x)dr (k=0,1,...,2n —1) (4.11)
Jj=1 @
sein.

Wir werden im Folgenden zeigen, dass das Gleichungssystem (4.11)) eindeutig
losbar ist, dass fiir die Stiitzstellen zy €]a, b[ gilt und dass die Gewichte oy,
positiv sind.

Zuerst ein

Beispiel. fiir die Berechnung von f_ll f(z)p(xz)dz mit der Gewichtsfunktion
p(x) = 1 und der Vorgabe von n = 2 bedeutet (4.11]) mit

1 1 1 9 1
/ de =2, / xdx =0, / 2?dr = =, / 3 =0
~1 -1 -1 3 -1

das Gleichungssystem

o1+ 09 =2
0121 + 029 = 0 (4.12)
2

2 2
0127 + 0925 =

3

o115 + o9y = 0

Fiir (4.12) findet man mit

1 1
) T = ——F#—=,
V3B

eine Losung und damit ist die Quadraturformel

()

fiir alle Polynome f(z) bis zum Grad 3 exakt, d.h. es gilt

forome-s(-5) 1)

Wir sind also besser als mit der Trapezregel.

1 — — 0'120'2:].
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4.4 Orthogonale Polynome

Die beiden Stiitzstellen aus dem eben diskutierten Beispiel sind mit —\/Lg

und \/Lg gerade die Nullstellen des Legendre-Polynoms ps(x) = 2% — % zweiten

Grades. Das ist kein Zufall, sondern darin steckt eine Systematik. Deshalb
sollen im Foglenden orthogonale Polynome besprochen werden.

Mit einer Gewichtsfunktion p(z) statten wir den Vektorraum P aller Poly-
nome iiber dem Korpert der reellen Zahlen mit dem Skalarprodukt

.q), = / p(2)q(x)pla)dz (4.13)

fiir p,q € P aus. Folglich ist durch

b
Ipll2 = (p.), = / P (@)p(x)dz (4.14)

eine Norm definiert. Der Nachweis, dass (4.13), (4.14) Skalarprodukt bzw.
Norm sind, sollte als Ubung betrachtet werden.

Definition 4.5. Die Polynome p,q € P heiffen orthogonal beziiglich (-, ~>p,
wenn

(p,q),=0
gilt.
Ist V' ein Unterraum von P, dann wird durch

VE={fePl{fp),=0 YpeV}

das orthogonale Komplement von V bezeichnet.
Die lineare Hiille der Funktionen py,...,p, € P wird durch

span{pi, ..., pn} = {e1ip1 + -+ cubulcr, ... e € K}

definiert, wobei K der Zahlkorper ist, iiber dem der Vektorraum der Polynome
P betrachtet wird (und wenn nichts anderes gesagt wird, betrachten wir K =
R)

4.4.1 Konstruktion von Folgen orthogonaler Polynome

Wir wissen, dass die Monome 1,z,...,2",... eine Basis zur Konstruktion

von Polynomen bilden. Mit py(z) = 1 wird durch

I () (4.15)



also mit dem Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt eine Folge
paarweise orthogonaler Polynome definiert (beziiglich des Skalarproduktes

<'7'>p)

Beispiel. Mit [a,b] = [~1,1] und p(x) = 1 erhilt man ausgehend von
po(z) =1 mit
1 3 5 4
pi(z) =z, po(z) = z? — 3’ p3(z) = - g% pa(z) = zt — 5:702 + 105
(4.16)

paarweise orthogonaler Polynome beziiglich des Skalarproduktes
1
(p.q), = / p(z)q(x)dz
-1

Die eben konstruierten orthogonalen Polynome heiflen Legendre-Polynome.

Bemerkung 4.6. Bezeichnet man durch P, = span{py,...,pr} en Vek-
torraum der Polynome bis zum Grad k, dann gilt allgemein fiir die Folge

paarweise orthogonaler Polynome py, ..., p, mit aufsteigendem Grad
Pn € Dy
Beispiel. Mit [a,b] = [—1, 1] und der Gewichtsfunktion p(z) = (1—22)"2 =

\/1177 erhdlt man mit dem Gram-Schmidt-Verfahren (4.15) ausgehend von
po = 1 mit

1 3
pO(x) = 17 pl(x) =T, p2($) - -’172 - 57 pg(IL’) = .733 — zll' (417)
die orthogonalen Tschebyscheff-Polynome.

Sowohl bei den Legendre- als auch bei den Tschebyschef-Polynomen findet
man jeweils einfach reelle Nullstellen, die im Intervall ]a, b] liegen. Generell
gilt der

Satz 4.7. Die Nullstellen des n-ten Orthogonalpolynoms beziiglich eines In-
tervalls [a,b] und einer Gewichtsfunktion p sind einfach, reell und liegen im
Intervall |a, b]

Beweis. Plato O

Nun kommen wir zur Definition der Gaufl-Quadratur
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Definition 4.8. Mit xy,...,x, seien die Nullstellen des n-ten Orthogonal-
polynoms p,(x) gegeben. Die numerische Integrationsformel

=Y oif(ey) mit o5=(L;,1), = / Li@p(@)de  (4.18)

heifit Gaufische Quadraturformel der n-ten Ordnung oder kurz Gauf$- Quadratur
zur Gewichtsfunktion p

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Stiitzstellen x; und Gewichte oy als
Losung des Gleichungssystems gerade die Nullstellen des n-ten Ortho-
gonalpolynoms p,(z) bzw. die Gewichte geméaf sind und damit die
Gleichwertigkeit der Formeln und nachgewiesen.

Satz 4.9. Mit x4, ..., x, seien die Nullstellen des n-ten Orthogonalpolynoms
pn(T) gegeben.

Es existiert eine eindeutig bestimmte GaufS-Quadratur . Bei der Gauf-
Quadratur sind alle Gewichte gemdyfs positiv und die Quadratur ist fir
jedes Polynom vom Grad m < 2n — 1 exakt, d.h. es gilt

/ p(x)p(z)dz = (p,1 Zajp z;), Vp €y, (4.19)

Auflerdem ist die Quadratur interpolatorisch, d.h. es gilt fir das Interpolati-
onspolynom qn—1 zu den Stitzpunkten (z;, f(x;)),j=1,...,n

b
/ Gn— 1 dl’— E Jan 1 .’E] Zajf Ij
a

Beweis. Wir betrachten ein Polynom p € Ily,_; mit Grad m < 2n — 1.
Durch Polynomdivision findet man fiir das n-te Orthogonalpolynom Polyno-

me ¢q,r € P, mit
r
Pt Lep=qptr
Pn Pn
Mit den Nullstellen x4, ..., z, von p, gilt p(z;) = r(x;) fir j =1,...,n. Das

Lagrangsche Interpolationspolynom fiir r(x) ergibt

=Dl Lie) = D pla;)Ly(x)
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wegen (¢, pn), = 0 gilt
b
| st = (.1}, = (n),
= o) (L, 1), =Y ojp(x;)
j=1 j=1
Fiir p(z) = L3(z) € I,y ergibt die eben nachgewiesene Formel (4.19)
0 <L = (L21) =3 oul2(w) = o,
k=1

Wegen L (xy) = 67, folgt die Positivitédt der Gewichte.
Zum Nachweis der Eindeutigkeit der Gauf-Quadratur nimmt man an, dass
eine weitere Formel

I = zn: o f(x2) (4.20)
j=1

existiert mit xy # x7 fiir k # j, deren Genauigkeitsgrad gleich 2n — 1 ist. Die
Positivitét der o} wird analog der Positivitdt der o; gezeigt.
Fiir das Hilfspolynom vom Grad 2n — 1

*

W) = Li(@)pa(e), Lia)= [] ——2

i — x¥
k#j=1"F

ergibt (4.20) den exakten Wert des Integrals fur h(x), also

b b
[ hwpla)de = [ L@@z
= Z U;Lk(x;)pn(x;) = o.pn(T})

fir alle & = 1,...,n. Da das 2. Integral fab Li(x)pa(z)p(z)dr = (L, pa),
wegen der Orthogonalitdt von p, zu allen Polynomen bis zum Grad n — 1
gleich Null ist, folgt oip,(z;) = 0 fiir alle k = 1, ..., n. Wegen der Positivitét
der Gewichte miissen die zj Nullstellen des n-ten Orthogonalpolynoms p,,(z)
sein, die eindeutig bestimmt sind. Damit ist die Eindeutigkeit der Gauf-
Quadratur bewiesen. O

Auf der Grundlage des Fehlers der Polynominterpolation von f(x) durch ein
Polynom n-ten Grades kann man den Fehler der GauB3-Quadratur bestimmen,
es gilt der
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Satz 4.10. Mit den Stiitzstellen und Gewichten aus Satz[4.9 gilt fir auf dem
Intervall [a,b] 2n-mal stetig diffbare Funktionen f(x)

2

’ . x|
[ 1@ =300, ) = e (4.21)
a j=1 :

mit einem Zwischenwert & €]a, bl.

Die folgende Tabelle zeigt Intervalle, Gewichtsfunktionen, die zugehorigen

Orthogonalpolynome und deren Name («, § > —1)

’ Intervall ‘ p(x) ‘ Dos P1,y - - - ‘ Bezeichnung ‘
[—1,1] 1 L,z -3, ... Legendre
[—1,1] \/117? Lz,a?—3, ... Tschebyscheff
—1,1] | (1—2)*1+2) | L ia— B+ (a+ B+ 2)z] Jacobi

| — 00, 0] e’ 1,z,2% — %,xB — %x, . Hermite
[0, o0 e T lLr—a—1,... Laguerre

Mit den in der Tabelle angegebenen Polynomen und deren Nullstellen las-
sen sich Quadraturformeln fiir endliche Intervalle und unendliche Intervall
konstruieren.

Die Tschebyscheffpolynome sind trotz der Gewichtsfunktion gegeniiber den
Legendrepolynomen attraktiv, weil man die Nullstellen des n-ten Tschebys-
cheffschen Orthogonalpolynoms explizit angeben kann (durch eine Berech-
nungsformel) ohne die Polynome auszurechnen. Das ist bei den anderen Po-
lynomen aus der Tabelle nicht mdoglich.
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Kapitel 5

Iterative Losung von
Gleichungssystemen

Im Folgenden geht es darum, Gleichungen oder Gleichungssysteme zu losen.
Ist G eine Abbildung aus dem R"™ in den R", bedeutet

G(x) =0 (5.1)

gerade ein Gleichungssystem zur Bestimmung einer Nullstelle z = (1, ..., 2z,)7 €
R™ der Abbildung G. Definiert man ausgehend von G die Abbildung

F(z) :=G(z)+ =

Dann ist die Losung von (5.1 gleichbedeutend mit der Bestimmung eines
Fixpunktes  von F', also

Flz)=2x< G(z)=0 (5.2)

Wenn man keinerlei Vorstellung von der Losung der Gleichung (5.2) hat,
findet man mit der Folge

(zx), o€ DCR", x4 =F(x), k=0,1,...

eine Folge, die, wenn sie konvergiert, im Falle der Stetigkeit der Abbildung
gegen einen Fixpunkt von F' kovergiert.

Die Grundlagen der iterativen Losung von Gleichungen (Gleichungssysteme
sollen nur niir fiir den Fall n = 1 dargestellt werden.

Definition 5.1. Sei f : I — I eine Funktion, die das reelle Intervall I in
sich abbildet. Jede Lisung der Gleichung

x = f(x) (5.3)
heifit Fixpunkt von f. Die Gleichung (5.3) wird Fizpunktgleichung genannt.
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Definition 5.2. Fine auf einer Teilmenge D C R definierte Funktion f :
D — R heifit Kontraktion, wenn eine Konstante L € [0, 1] existiert, sodass
fir alle x1,2x5 € D

|f(z1) = f(22)| < L1 — 22

mit einer von x1, xry unabhdingigen Konstanten L < 1, d.h. f ist Kontraktion.

Satz 5.3. Sei f : I — I eine reellwertige Funktion, die ein abgeschlossenes
Intervall I in sich abbildet und es gelte fir alle x1,x5 € I die Ungleichung

|f(z1) = f(z2)| < L1 — 22 (5.4)

mit einer von x1, xry unabhdingigen Konstanten L < 1, d.h. f ist Kontraktion.
Dann hat f genau einen Fixpunkt & € I und die durch die Fixpunktiteration
xpy1 = [(zg) definierte Iterationsfolge konvergiert fir jeden Anfangspunkt
xo € I gegen diesen Fizpunkt

Beweis. Analysis m

Bemerkung 5.4 (Banachscher Fixpunktsatz). Ist ' : A — A/A C R”
abgeschlossen, und gilt

[F (1) = F(a2)|| < L2y — o]
mit L < 1 fiir alle x1, 25 € A, dann hat F' genau einen Fixpunkt x € A mit
F(x)==x

und die durch zpq = F(xy) definierte Iterationsfolge konvergiert fiir jeden
Anfangspunkt zy € A gegen diesen Fixpunkt. (R™ ist mit der Metrik p(z,y) =
||z — y|| ein Banach-Raum.)

Bemerkung 5.5. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz ergeben sich die Feh-
lerabschétzungen

k

lee — 2| < |lt1 — xo|| A-priori-Abschitzung (5.5)

—1-L

1
— il <
law — il < ——

|zk+1 — xk||  A-posteriori-Abschétzung (5.6)
Die Kontraktivitdt ist essentiell fiir die Berechnung von Fixpunkten. Unter

bestimmten Voraussetzungen kann man die Existenz einer Kontraktion zei-
gen.
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Satz 5.6. Es sei G C R offen und f : G — R stetig diff 'bar mit einem
Fizgpunkt & € G. Wenn |f'(x)| < 1 gilt, dann existiert ein abgeschlossenes
Intervall D C G mit £ € D und f(D) C D, auf dem f eine Kontraktion ist.

Beweis. Da f’ stetig auf der offenen Menge G ist, existiert eine offene Um-
gebung K; . = {z||r — | < €} in G, auf der die Betrége der Ableitung von
f immer noch kleiner als 1 sind. Setzt man D = [Z — §,2 + 5], so gilt fiir alle
x1, 29 € D aufgrund des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung

|f(21) = f(@2)| < kl|zy — 22|
mit k = maxeep | f/(§)] <1 O

Bemerkung 5.7. Ist die Voraussetzung |f'(z)] < 1 des Satzes nicht
erfiillt, findet man keine Kontraktion. Ist |f/(x)| > 1 dann gilt in der Nédhe
von

[f(z) = f(2)] > |z — 2
das rechtfertigt die

Definition 5.8. Ein Fizpunkt & heifft anziehender Fizpunkt, wenn |f'(z)] <
1 gilt, und & heifst abstoffender Fizpunkt, wenn |f'(Z)| > 1 ist.

5.1 Das Newton-Verfahren zur Lésung nicht-
linearer Gleichungen

Die Grundidee der Losung der nichtlinearen Gleichung besteht in der Ndherung
einer existierenden Nullstelle durch die sukzessive Losung linearer Aufga-
ben. Man approximiert die diff’bare Funktion f in der Nihe eines geeigneten
Startwertes xy durch die Tangentenfunktion

g(x) = f(wo) + f'(wo)(x — 20) = f(2)

und bestimmt die Nullstelle von ¢, also 21 mit g(z;) = 0, d.h.

r1 = Ty — f(xO)
(o)
und allgemein erhédlt man mit
(@)
=T — k=0,1,2,... 5.7
Tpt1 Ty f,(xk)a ) Ly 4 ( )
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eine Newton-Folge, die im Falle der Konvergenz gegen eine Nullstelle von
f geht. Die Folge kann man auch anders erhalten. Man definiert die
Hilfsfunktion

f (=)

x p—

f'()
wobei man f’(x) # 0 voraussetzt. Ist g eine Kontraktion mit g(I) C I, dann
folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz, dass die Folge x4 = g(xy) fiir
einen beliebigen Startwert xy € I (abgeschlossenes Intervall) gegen den in [
existierenden Fixpunkt  von g konvergiert. Und die Fixpunkt-Folge

f(z)
f'(zr)

ist eine Newton-Folge zur Berechnung einer Nullstelle von f. Es gilt der
folgende

g(z) = (5.8)

Tr+1 = g(xk) =Tk —

Satz 5.9. Sei f: I — R eine auf einem Intervall I D [xg — 1,20 + 1],7 > 0,
definierte, zweimal stetig diff bare Funktion mit f'(x) # 0 fir alle x € 1.
Weiterhin existiere eine reelle Zahl k, 0 < k < 1, mit

@] -
| e
und Fao)
Fas| <=k

Dann hat f genau eine Nullstelle & € I und die Newton-Folge (5.7)) konver-
giert quadratisch gegen &, d.h. es gilt

|Tpp1 — 2| < Clxp —2)2 VE=0,1,...
mit einer Konstanten C. Auflerdem gilt die Fehlerabschdtzung

. | ()] < g
< -
|y, — & ,  mit O<M<r3161€1§1|f(x)|

Beweis. Folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz[5.3 und dem Satz[5.6] iiber
die Existenz einer Kontraktion.
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Die quadratische Konvergenz folgt aus

flaw)
f'(r)

Tpy1 — T = T —
=0

. . fla) — f(2)
I T I
A W @) = ) — ) + 1(3)
Fehler der Ordnung O(|z;—2|?)
= |opn — 2| < Clay — 2)°

]

Bemerkung 5.10. Die Voraussetzungen des Satzes [5.9| garantieren die Kon-
traktivitat der Hilfsfunktion g(z) = x — }J:,(”;)) in einer Umgebung von z. D.h.
man ist mit dem Newton-Verfahren immer dann erfolgreich, wenn man nur
nah genug an der Nullstelle die Iteration beginnt (z¢ nah bei )

In diesem Fall ist das Newton-Verfahren auch noch sehr schnell aufgrund der

quadratischen Konvergenz.

5.2 Newton-Verfahren fiir nichtlineare Glei-
chungssysteme F(z) =0

Satz 5.11. F' : D — R", D C R" sei zweimal stetig partiell diff bar und
besitze eine Nullstelle & € D. Weiterhin sei F'(x) fir jedes x € D reguldr.
Dann folgt:
Es gibt eine Umgebung U von x, sodass die Newton-Folge

Tl = T — [F/(ﬂfk)]ilﬁmwk), k= O, 1, 2, c. (59)

von einem beliebigen Startpunkt xo € U ausgehend gegen die Nullstelle
konvergiert.
Die Konvergenz ist quadratisch, d.h. es gibt eine Konstante C' > 0 mit

lex — 2| < Cllagr —2|°, k=12,
und es gilt die Fehlerabschdtzung
[k — &[] < [[F ()| Sup [1F" ()]~

wobei auf der rechten Seite die Matriznorm ||Al| = />77"._ af; fir eine

(n x n)-Matriz A = (a;;) verwendet wurde.
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Beweis. Analog zum Beweis von Satz im eindimensionalen Fall. O

Beispiel. Zur Bestimmung der Stiitzstellen (Nullstellen des n-ten Tschebyscheff-

Polynoms) x1,...,x, und der Integrationsgewichte oy,..., 0, ist das Glei-
chungssystem
Zokm;:/ 2de, j=0,1,....2n—1 (5.10)
k=1 -1

zu losen. Mit bj = fll del‘ = —.1 (1 — (—1)j 1) bedeutet, dass die Nullstelle
- Jj+1
der Abbildung F': R?" — R??

0'1.CE(1) + -+ OnZy, — bo
F(o1,...,00,%1,...,%,) = :
2n—1 _
O'll'ln + -+ O'nl'2n L bgnfl

n

zu bestimmen. Mit der Ableitungsmatrix F’ = (Jy)

zi 1<k<n,i=1,...,2n
Jiw = 0, i=1,n+1<k<2n
opn(i—2)zi 2 i=2... . 2nn+1<k<2n

—n?

kann man mit dem Newton-Verfahren ([5.9)) versuchen, das Gleichungssystem
(5.10]) zu losen.

5.3 Gedampftes Newton-Verfahren
Betrachtet man
Tpy1 = 2 — o[F'(2p)] 7 F(2), k=0,1,...

mit a €]0, 1[, spricht man von einem geddmpften Newton- Verfahren.

Mit geddampften Newton-Verfahren erreicht man mitunter Konvergenz der
Newton-Folge, wenn das Standard-Newton-Verfahren (o = 1) versagt.

Es gilt dann mit z; 1 = 2511 — ) das Gleichungssystem

F'(x)2p01 = —aF (xy,)
zu losen, und wie iiblich erhélt man mit
Tht1 = Zk41 T Tk

die neue Iterierte.
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5.4 Die iterative Losung linearer Gleichungs-

systeme

17.
Neben der schon beschriebenen direkten Losung linearer Gleichungssysteme y/or]e-

durch den GauBschen Algorithmus oder durch bestimmte Matrix-Faktorisie- gypg
rungen ist es oft sinnvoll, lineare Gleichungssysteme 10.06.09

Az =b (5.11)

mit der reguldren Matrix a vom Typ n x n und b € R" iterativ zu losen
(oBdA sei ag, # 0,k =1,...,n).
Zerlegt man A mit der reguldren Matrix B in der Form A = B + (A — B)

dann gilt fiir (5.11]).
Ar=b< Br=(B-Axr+bsr=(E-B'Az+B'b

wahlt man B als leicht invertierbare Matrix, dann ergibt sich im Fall der
Konvergenz der Fixpunktiteration

vy =(E—-B Az, +B', k=12,... (5.12)

bei Wahl irgendeiner Startndherung xo € R"™ mit dem Grenzwert x = limy_, o 5
die Losung des linearen Gleichungssystems (5.11]). Die Losung ist ein Fix-
punkt der Abbildung

F:R" - R":2+ (E—-B Az + B (5.13)

Die Matrix S = (F — B7'A) heifit Iterationsmatrix. Konvergenz liegt dann
vor, wenn limy_,« ||z — zx|| = 0 ist.
Mit z und 0z = = — z;, folgt

Sy = (E — B Aoz = (E — B 'A)*6x,
also gilt fiir irgendeine Vektornorm und eine dadurch induzierte Matrixnorm
162 ] < || S| l[620] (5.14)

Damit konvergiert das Losungsverfahren, wenn limy_,o, S* = 0 bzw. limj,_, || Sk || =
0 gilt.
Hilfreich zur Konvergenzuntersuchung ist der

Satz 5.12. Sei S eine (nxn)-Matriz. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Der Spektralradius r(S) von S ist kleiner als 1
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(b) S* — 0 fiir k — oo

(c) Es gibt eine Vektornorm, sodass sich fir die induzierte Matriznorm ||S|| <
1 ergibt.

(d) S — \E ist fir alle X mit |\ > 1 requlir

Beweis. (Auszugsweise) a = b Betrachten die verallgemeinerte Jordansche
Normalform S = T—1JT mit einer regulidren Matrix 7" und J mit den Jordan-
Blocken J;

)\i €
Jl /\7, €
J = ) JZ = .
JT /\z €
fiir die Eigenwerte Ay,..., A, von S, wobei 0 < e <1 — |\ firi=1,...,7r

gewahlt wurde. Es gilt HS"/’H = HTJ"?T*H. Die Potenzen von J enthalten fiir
wachsendes k immer groflere Potenzen von \;, sodass wegen |\;| < 1 fiir alle
BEigenwerte HS’“H gegen null geht.

a = ¢ Mit der Zeilensummennorm gilt wegen der Voraussetzung zum Spek-
tralradius von S, der gleich dem von J ist, und der Wahl von ¢

1l = max [l <1

n

.....

Durch
[zl = Tzll,, (x€R")

ist eine Norm auf dem R™ erklért. Fiir die durch ||| induzierte Matrixnorm
gilt ||S]|; < 1, denn es gilt

ISzl = 1752l =TT 2]l < [ llce 1Tl = 11l 1]l

und damit 122l < |||, <1 fir alle x # 0.

llzll

¢ = d Annahme: S — \E singulédr, d.h. 3z # 0 : (S — AE)z = 0, daraus folgt

S
So = e & [[Sally = A ol & 122z 13>
1]l 7
andererseits ist 1 > [|S||, > %, d.h. es ergibt sich ein Widerspruch und
die Annahme war falsch. Damit ist S — AE regulér fiir [A\| > 1. O

Als Folgerung des Satzes erhélt man das folgende Konvergenzkriterium
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Satz 5.13. Seien A, B regulire (n x n)-Matrizen. Die Iteration kon-
vergiert fiir alle Startwerte xo genau dann gegen die eindeutig bestimmte
Losung x von Az = b, wenn der Spektralradius r = r(S) der Iterationsma-
triz S = (E — B7YA) kleiner als 1 ist. Ist S diagonalisierbar, dann gilt

|z, — || < Cr¥, O =const € R (5.15)

Fiir die weitere Betrachtung konkreter Verfahren stellen wir die quadratische
Matrix A = (a;;) als Summe der unteren Dreiecksmatrix L = (I;;), der
Diagonalmatrix D = (d;;) und der oberen Dreiecksmatrix U = (u;;)

A=L+D+U (5.16)

BTV 0 i< T Vay i<y TV 0 i
dar. Bei Iterationsverfahren der Form ([5.12)) ist fiir den Aufwand natiirlich

die einfache Invertierbarkeit von B entscheidend. Das wird bei den nun zu
diskutierenden Verfahren auch beriicksichtigt.

mit

5.5 Jacobi-Verfahren oder Gesamtschrittver-
fahren

Die Wahl von B = D ergibt die Iterationsmatrix

0 2 4
ail ail
a1 )
S=E-B'A=-D'YL+U)=| ™ _ (5.17)
G, 0

ann

Das Verfahren EI) mit der durch die Wahl von B = D definierten Iterati-
onsmatrix ((5.17)) heiBt Jacobi-Verfahren oder Gesamtschrittverfahren.

Zur besseren Darstellung von Details der Iterationsverfahren setzen wir den
Iterationsindex k& nach oben in Klammern, also

™ =z, e R,

(k)

und die Komponenten von 2*) bezeichnen wir durch x; 7,7 =1,...,n. Damit

ergibt sich fiir die Jacobi-Verfahren koordinatenweise

1 . -
xék):;<bj— Z ajixl(k 1)>, j=1....,nk=1,2,...

1] j#i:l

Zur Konvergenz des Jacobi-Verfahrens gilt der
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Satz 5.14. Sei A eine strikt diagonal dominante (n x n)-Matriz. Dann ist
der Spektralradius kleiner als 1 und das Verfahren konvergiert.

Bewezs.

Zeilensummen von S

aufgrund der strikten Diagonaldominanz ist

n

2.

i#j=1

Yl 18]I, < 1= 7(S) <1

2

]

Bei der numerischen Losung von elliptischen Randwertproblemen treten oft
Matrizen auf, die nicht strikt diagonal dominant sind, aber die folgenden
etwas schwicheren Eigenschaften besitzen.

Definition 5.15. (a) Eine Matriz vom Typ (n X n) heifit schwach diagonal
dominant, wenn gilt
lai] > Y ag]

ji=1
und es gibt einen Index | mat

n

|an| > Z |ayj|

I#j=1

(b) Eine (n x n)-Matric A = (a;;) heifit irreduzibel, wenn fir alle i,j €
{1,2,...,n} entweder a;; # 0 oder eine Indexfolge i, ...,is € {1,...,n}
existiert, sodass g, @, - - - a; ; 7 0 ist. Andernfalls heifft A reduzibel.

Bemerkung. 1. Man kann entscheiden, ob eine Matrix reduzibel oder
irreduzibel ist, indem man fir A = (a;;); =1, einen Graphen mit
n Knoten konstruiert, indem eine gerichtete Kante von Knoten ¢ zum
Knoten j existiert, wenn a;; # 0 ist.

Kann man in diesem Graphen ausgehend von einem Knoten alle an-
deren auf einem gerichteten Weg (Folge von gerichteten Kanten) errei-
chen, ist A irreduzibel, andernfalls reduzibel.
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2. Ein weiteres Kriterium zur Entscheidung ob A vom Typ n X n irredu-
zibel oder reduzibel ist, ist Folgendes:

Lemma 5.16. Die (n x n)-Matriz A ist irreduzibel, falls es keine Per-
mutationsmatric P vom Typ nxn gibt, so dass bei gleichzeitiger Zeilen-
und Spaltenpermutation

v (F 0
PAP_<G H)

qilt, wober F' und H quadratische Matrizen sind und 0 eine Nullmatrix
ist, andernfalls ist A reduzibel.

Satz 5.17. Fir eine irreduzible, schwach diagonal dominante Matriz A ist
das Jacobi-Verfahren konvergent.

Beweis. aufwandig (siehe z.B. Schwarz) O

5.6 Gaufl-Seidel-Iterationsverfahren oder Ein-
zelschrittverfahren

Wihlt man ausgehend von der Matrixzerlegung (5.16) B = L+ D, dann heift
das Iterationsverfahren ([5.12]) GauB-Seidel- Verfahren oder Einzelschrittver-
fahren, d.h. es ergibt sich

2 = (B - B7A) z* Y 4+ B = (L+ D) (-U2%V +b), k=12,...
S

(5.18)
Die Matrix B = L + D ist eine regulédre untere Dreiecksmatrix und damit
leich zu invertieren, was aber keine Arbeit bedeuten wird, wie wir etwas
spéater sehen werden.

Satz 5.18. Das Gaufi-Seidel- Verfahren konvergiert fiir strikt diagonal domsi-
nante Matrizen A fiir beliebige Startiterationen z(© € R*

Beweis. Es ist
S=FE—-B1'A M=Sv=(E-B'Av=—(L+D)'Uv, v#0
fiir einen EW \ mit dem EV v bzw.

ML+ D)v=—-Uv; |vg| = max |v;] >0
1<i<n
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Wir betrachten die k-te Zeile:

n n
M aggpvr + g agjv;) = — g iV,
i=1

=1

~ A<1+ > a’”%):_ i ki

QU
pojo1 Mk Uk hejo HkkVk

Y

U

<1

< Ml+a)=0, |al,|f| <1da A strikt diagonal dominant

o Ao By 1
11+ «f 1—|qf

1+«

Aus der strengen Diagonaldominanz folgt schliefllich

Ak;jUj kU5
ol 181 = k;;m kg; Ak Uk = Z g
woraus
1> 1|_ﬁ||a| < |A|
fir alle EW X folgt (r(S) < 1) O

Bemerkung 5.19. Ebenso wie beim Jacobi-Verfahren kann man die Vor-
aussetzung der strikten Diagonaldominanz von A abschwichen.

Das GauB-Seidel-Verfahren ist fiir irreduzible schwach diagonal dominante
Matrizen A konvergent.

Wenn man das GauB-Seidel Verfahren (5.18)) in der dquivalenten Form
e®) = DY (—La®™ —Uz*D 4p), k=1,2,... (5.19)

aufschreibt, erkennt man bei der koordinatenweisen Berechnung der neuen
Iteration

1 it
lék):_(bj_zaﬂx Zaﬂx(k1>a j:1727"'7n7k:1727"'

i=1 i=j+1

(5.20)
zwar, dass auf beiden Seiten der Formeln 2 vorkommen. Allerdings benétigt
man zur Berechnung der j-ten Komponenten von z® nur die Komponen-
ten xgk), cee 5 ) der vorigen Iteration. Diese kennt man aber bereits. Damit
kann man die Formel - ) fiir j = 1,...,n sukzessiv zum Update der
Koordinaten von x anwenden. Man hat also mit eine explizite Berech-

nungsvorschrift und braucht damit B = L + D nicht wirklich zu invertieren.
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5.7 Verallgemeinerung des Gauf3-Seidel-Verfahrens

Wihlt man S = S, = (D +wL)'[(1 —w)D —wU] = E — w(D +wL) A,
bzw. B = w(D 4+ wL)™!, dann hat man mit

e® = G a*k VL B k=1,2,..., wel0,2

das Gauf-Seidel-Verfahren mit Relaxation erklart. Fiir w > 1 spricht man
von vom sukzessiven Uberrelaxtionsverfahren auch SOR-Verfahren genannt.
Das SOR-Verfahren konvergiert in allen Féllen, in denen das Gauf-Seidel-
Verfahren (w = 1) konvergiert.

Allerdings kann man in vielen Féllen mit einer Wahl von w > 1 eine schnellere
Konvergenz als mit dem Gauf-Seidel-Verfahren erreichen.

5.8 Krylov-Raum-Verfahren zur L6sung linea-
rer Gleichungssysteme

18.
Ziel ist weiterhin die iterative Losung des linearen Gleichungssystems Vorle-
Ax =b, (n x n)-Matrix, regulidrb € R" SUng
12.06.09

mit der eindeutigen Losung z, = A1
Hierzu betrachten wir mit

{0} cDyc...CcR" (5.21)

zunéchst eine Folge von linearen Unterrdumen, die noch prézisiert wird. Im
Folgenden werden Ansétze zur Bestimmung von Vektorfolgen xy € Dy, k =
1,... betrachtet (mit dem letztendlichen Ziel mit dieser Folge die exakte
Losung x, zu erreichen).

Definition 5.20.
(a) Fiir gegebene Ansatzriume (5.21) hat der Ansatz des orthogonalen

Residuums zur Bestimmung von Vektoren x1,xs,... € R" die Form
T € Dy, -
Axk—beDé}kl’Q"” (5.22)

(b) Der Ansatz des minimalen Residuums zur Bestimmung der Vek-
torfolge hat die Form

T € Dk; B
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Bei der Wahl spezieller Ansatzraume (5.21]) werden die sogenannten Kry-lov-
rdume von Bedeutung sein

Definition 5.21. Zu gegebener Matriz A € R™™™ und einem Vektor b € R"
i1st die Folge der Krylovrdume durch

Kip(A,b) = span{b, Ab, ..., A¥ b} CcR", k=0,1,...
erkldart.

Bemerkung. Im Folgenden werden die in Definition [5.20|angegebenen Ansétze
mit den speziellen Rdumen Dy = K (A, b) betrachtet, wobei wir den Schwer-

punkt auf den Ansatz (5.22)) legen.

5.8.1 Der Ansatz des orthogonalen Residuums ([5.22))
fiir symmetrische positiv definite Matrizen

Fiir positiv definite, symmetrische Matrizen soll nun Existenz und Eindeu-
tigkeit von Vektoren zy fiir (5.22)) diskutiert werden. Dazu werden die Ska-
larprodukte und Normen
<xay>2 :xTy7 'rvyeRn
1
(2, y), =" Ay, @,y €R,||zf|, = (z,2)}

betrachtet (Nachweis, dass (-,) 4, ||| 4 Skalarprodukt und Norm im Falle ei-
ner positiv definiten, symmetrischen Matrix A sind, ist als Ubung zu fiihren).

Satz 5.22. Zu gegebener symmetrischer positiv definiter Matrix A € R™"
sind firk =1,2,... die Vektoren x;, aus dem Ansatz des orthogonalen Resi-
duums (5.22|) — mit allgemeinen Ansatzrdumen Dy gemdfs — eindeutiq
bestimmt, und es gilt

— 2|, = min |z — 2., k=12,... 5.24
|we — 24l 4 ggg}cHx | (5.24)

Bewers. Eindeutigkeit: Sei k fest gewahlt. Fiir x, 2, mit der Eigenschaft

(5-22) gilt

<A(.’L‘k — .i'k),.l'k — ik>2 =0= Ty = .’i’k

Existenz: Mit einer beliebigen Basis dy, ..., d,,_1 von Dy setzt man
m—1
T = Z Oéjdj (525)
j=0
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an und erhalt

), geniigt (5.22) & Az — b € D

<:><A$k—b,dk>2:o k=0,....m—1 (526)
m—1

=4 <Adj,dk>2 o = <b, dk>2, k= 0,...,m— 1 (527)
=0

ist ein lineares Gleichungssystem von m Gleichungen fiir die Koeffizi-
enten «y, ..., Q,—1. Da x; mit eindeutig bestimmt ist (wurde schon
gezeigt), ist das Gleichungssystem eindeutig losbar, woraus die Exis-
tenz von xy, folgt.

Minimalitat (5.24)) Fir z € D, findet man

o — @l = llow — 2+ @ — @l

=HfL’k—w*l\i+2<z4(:vk—w*)7x—wk> +llr—aelly > ok — 2.}
e — N~

1 D
€D} G

]

5.8.2 Der Ansatz des orthogonalen Residuums ([5.22))
fiir gegebene A-konjugierte Basen

Mit dem Beweis von Satz ist bereits eine Moglichkeit zur Bestimmung
von zj fir ausgehend von einer Basis dy,...,d,,_1 fir D; mit dem
Gleichungssystem aufgezeigt worden. Im Folgenden wird ein Spezialfall
behandelt, bei dem Diagonalgestalt hat.

Definition 5.23. Es set A € R™™"™ symmetrisch und positiv definit. Gegebene
Vektoren dy, . .., dp—1 € R™\ {0} heifflen A- konjugiert, falls

(Adi, dj), = (diydj) , =0 i
gilt.

Bemerkung. Falls eine A-konjugierte Basis von Dy, gegeben ist, hat (5.27))
Diagonalgestalt und damit ist x; geméf Ansatz ([5.25)) sehr einfach berechen-
bar.

Satz 5.24. Fiir eine gegebene symmetrische positiv definite Matriz A € R™"
und A-konjugierte Vektoren dy, ... gelte

Dy = span{dy,...,dx—1}, k=1,2,...
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Dann erhdlt man fir den Ansatz des orthogonalen Residuums ((5.22)) die fol-
genden Darstellungen fir k =1,2,...

k—1
a1 / _ (rj, dj)y 5.98
Ty, Zaﬂﬂ mit o (Add,) (5.28)
=0 707312
rp = Al‘j - b, ] > 1,7”() =—b (529)
Beweis. Folgt unmittelbar fiir & = m aus (5.25)-(5.27) O

Bemerkung.

(a) Aus (p.28)) folgt die Unabhéngigkeit der «; von k und damit gilt

Tpy1 = T + agdy, The1 =1k +opAdg, k=0,1,...;20=0 (5.30)
(b) Aufgrund der ersten Identitdt von (5.30|) bezeichnet man dj als Such-

richtung und « als Schrittweite

(¢) AuBerderm wird mit (5.30) klar, dass eine simultane Berechnung der

Suchrichtungen und Losungsapproximationen xj in der Reihenfolge
dOa Zy, d17 Ty ...
moglich ist. In der Praxis wird im Fall D, = K} (A, b) auch so vorgegan-

gen, was im Folgenden behandelt werden soll.

5.8.3 Das CG-Verfahren fiir positiv definite, symme-
trische Matrizen

Definition 5.25. Zu gegebener symmetrisch positiv definiter Matriz A €
R™" 4st das Verfahren des konjugierten Gradienten gegeben durch
den Ansatz (5.22)) mit der speziellen Wahl

Dy = Ki(A,b), k=0,1,... (5.31)
Dieses Verfahren bezeichnet man auch kurz als CG-Verfahren.

Bemerkung. Zur konkreten Bestimmung der Losungsapproximationen feh-
len uns nur noch geeignete Suchrichtungen, am besten A-konjugierte Such-
richtungen dj, dy, . ... Das soll nun geschehen.
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Der folgende Hilfssatz behandelt die Berechnung A-konjugierter Suchrich-
tungen in K(A,b) fir k=0,1,...

Ausgehend von den Notationen des Satzes wird fiir den fixierten Index
k dabei so vorgegangen, dass — ausgehend von einer bereits konstruierten A-
konjugierten Basis dy, ..., d,_1 f iir Ki(A,b) — eine A-konjugierte Basis fiir
Ki11(A,b) gewonnen wird durch eine Gram-Schmidt-Orthogonalisierung der
Vektoren dy, . .., dx_1, —1 € R™ beziiglich des Skalarproduktes (-, -) ,.

Wie sich im Beweis von Lemma herausstellt, geniigt hier eine Gram-
Schmidt-Orthogonalisierung der beiden Vektoren dj_q1, —ri € R™.

Lemma 5.26. Zu gegebener symmetrisch positiv definiter Matriz A € R™*"
und mit dern Notationen des Satzes seien die Suchrichtungen speziell
wie folgt gewdhlt:

<A7nk’a dk—l>2

do =0, dp=—rp+ Be1di—1, [Pr—1= TAds 1.dp 1)y’
-1, %k—-1/9

k=1,... k. —1

(5.32)
wobei k, den ersten Index mit ri, = 0 bezeichnet. Mit dieser Wahl sind die
Vektoren dy, . .., dg, 1 € R" A-konjugiert und es gilt

span{dy,...,dr_1} = spanf{b,ry,...,re_1} = Kp(A4,0), k=1,... k,
(5.33)

Beweis. Vollstiandige Induktion iiber £ = 1,... k; zum Nachweis der A-
Konjugiertheit der Vektoren d, . .., d;_1 € R™ und der Formeln (5.32)) wegen

span{dy} = span{b} = K;(A4,b)

ist der Induktionsanfang gemacht.

Im Folgenden sei angenommen, dass ein System von A- konjugierten
Vektoren mit der Eigenschaft liefert mit einem fixierten Index 1 < k <
ke —1

Geméf dem An satz des orthogonalen Residuums gilt 7, € K(A,b)*
und im Fall r, # 0 sind damit die Vektoren dy,...,dy_1,—7) linear un-
abhéngig. Eine Gram- Schmidt-Orthogonalisierung dieser Vektoren bzgl. des
Skalarproduktes (-, -) liefert den Vektor

k—1
(Arg, d;),
=ty 14df 7] 4:3 — 1k + Bordis (5.34)

wobei (%) aus den Eigenschaften

Ki_1(A,b) C Kip(A,b) sowie 1y, € Kp(A,b)*"
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folgt, also
<A7’k,dj>2:<7’k,Adj>2:0, j:()?...,k—Q
Nach Konstruktion sind die Vektoren d, ..., dg_1,dr A- konjugiert und es
gilt
span{dy, . ..,d;} = span{b,ry,...,r;}
Aufgrund der 2. Formel in (5.30) gilt noch

span{b,ry,...,rx} C Kiy1(A,b)
sodass aus Dimensionsgriinden auch hier notwendigerweise Gleichheit vor-
liegt. O]

Bemerkung. Mit dem durch Lemmal|5.26 beschriebenen Abbruch wird gleich-
zeitig die Losung von Az = b geliefert, es gilt also x, = z,. Dabei gilt
notwendigerweise

k. <n

denn aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der beiden Vektorsysteme in

(5.33)) erhilt man
dim Ky, =k

fir k=0,1,... k.

Im folgenden Lemma werden Darstellungen fiir die Schrittweiten gezeigt, wie
sie auch in numerischen Implementierungen verwendet werden.

Lemma 5.27. In der Situation des Lemmal[5.26 gelten die Darstellungen

[k
dy=—22 k=01, k-1 5.35
‘ <Adk7dk>2 ( )
2
Br_1 = ””“”22, k=1,...,k,—1 (ro:=0) (5.36)
171l

Beweis. Mit rj, € Ki(A,b)* sowie der Beziehung (5.34)) fiir die Suchrichtung

dj, erhdlt man — (ry, di,), = ||7’k||§ und zusammen mit ((5.28)) ergibt dies ([5.35)).
Diese Darstellung (5.35) fiir o zusammen mit der Identitdt r, = 1 +

ag_1Adg_1 aus (5.30)) liefert

7kl = (P 1) +a (i, Ady—r)y = B e

=0

und damit gilt fiir F;_; die Beziehung ((5.36) ]
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5.8.4 Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens

Wir haben bisher festgestellt, dass das CG-Verfahren mit x;, = z. nach
k. Schritten die Losung ergibt. k, kann aber sehr grof3 sein und deshalb
interessiert auch der Fehler im k-ten Schritt (k= 1,2,...). Hilfreich ist

Lemma 5.28. Zu gegebener symmetrisch positiv definiter Matriz A € R™*"
sei (Aj,V)j=1,..n €in vollstindiges System von Eigenwerten \; > 0 und zu-
gehorigen Eigenvektoren v; € R™, also gilt

AU]':)\J‘, l’g?)jzdkj, k,jzl,...,n

Mt der Entwicklung
T = Z c;v; € R”
j=1

gelten fiir jedes Polynom p die folgenden Darstellungen

n

p(A)r = Z cip(Aj)v; (5.37)
j=1
Ip(A)z]l, = (Z C?p(Aj)2> , lp(A)zll, = (Z C?Ajp(%f) (5.38)
=1 j=1
Speziell gilt also
m2 |[zfly < flzf, < M2 [lzll,, =R (5.39)

(m = Hlil’llgjgn )\j, M = maxi<j<n )\J)

Beweis. Mit der angegebenen Entwicklung fiir x € R" gilt
n
Ax = ch)\j’fvj, v=0,1,...
j=1

und daraus folgt ((5.37). Weiter berechnet man

[p(A)z], = <Z TP (Ak) Uk, Z ij(/\j)vj>

N

o= N

n

— Z ckcjp()\k)p(/\j) <Uk7vj>2

k,j=1
J 51,

n 2

= C?ﬁ@\jf)

J=1
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Und analog erhélt man

n

()2l = (3 ur())?

j=1
[l

Es gilt nun noch den Fehler ||z; — z,||, den man im k-ten Schritt des CG-
Verfahrens macht, abzuschétzen. Einmal gilt der

Satz 5.29. Zu einer gegebenen symmetrisch positiv definiten Matriz A €
R™™ gelten fiir das CG-Verfahren die folgenden Fehlerabschditzungen.:

€llg,p(0)=1 xex(A)

ka—x*nAs( inf_ sup |p(A >|> ., (5.40)

Beweis. Fiir jedes Polynom p € I mit p(0) = 0 ist ¢(t) := ein Poly-
nom vom Grad hochstens k£ — 1 und damit gilt mit x := ¢(A)b folgendes:

1—p(t)
t

r € Kp(Ab), x—uz.=—p(A)x.

Mit Lemma und der Entwicklung x, = Z?zl cjv; € R™ erhilt man

1
(5.24) n 2
loe — 2, < v — 2, = (Zcixjpwf)

=1
=|lp(A)zl| I

A€o (A

< Sup (A (ZCQA> = sup [p(A)] [z« 4
A€o (A)

O

Zur quantitativen Prézisierung der Abschétzung ([5.40)) des Satzes benut-
zen wir die hier nicht bewiesenen Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome
erster Art Ty, 77, ...

k+1\ _ 1 /Ve+1\"
> = i :
Tk(m—1>_2<\/ﬁ—1) fir reRk>1 (5.41)

Es gilt der
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Satz 5.30. Zu einer gegebenen symmetrisch positiv definiten Matriz A €
R™™ gelten fir das CG-Verfahren die Fehlerabschditzungen

w2l < 29 el k=0,1,... (5.42)
law = .lly < 2v/Far* llzlly, k=0,1,...

_ Rl
VT VRat

mit k4 = conds(A)

Beweis. Satz [5.29 wird im Fall k4 > 1, d.h. M > m angewendet mit dem

Polynom
_ Ti[(M +m —2X) /(M —m)]

A) = ;
P = L L+ ) (01— m)
wobei m und M den kleinsten und gréfiten Eigenwert von A bezeichnen.
Offensichtlich ist p € IIx und p(0) = 1, wegen o(A) C [m, M] und

M+m Ka+1
T, T,
k<M—m> k(ﬁA—1>
folgt aus (5.40) die erste Abschétzung, also ((5.42]).

Die zweite Abschétzung des Satzes ist eine unmittelbare Konsequenz aus der
Ersten unter der Nutzung der Norméquivalenz ([5.39)). [

AER

-1

-
max [p(A)| = < 29

m<A A<M

5.8.5 GMRES-Verfahren

Léasst man die Voraussetzung der Symmetrie und positiven Definitheit der
Matrix A fallen und fordert nur die Regularitét, dann ist ein CG-Verfahren
zur Losung von Ax = b nicht moglich. Eine Alternative ist das GMRES-
Verfahren

Definition 5.31. Das GMRES-Verfahren ist definiert durch den Ansatz des
minimalen Residuums (5.23) mit der speziellen Wahl Dy, = K (A,b), es gilt
also
Kip(A Axy — = i Ax — =0,..., ks
n€ KA D), v =ty = min Az by, =0,k
Bemerkung. Die Abkiirzung “GMRES” hat ihren Ursprung in der Bezeich-
nung “ generalized minimal residual method”

Detaillierte Konstruktionsmethoden fiir die Approximationen x; beim GMRES-
Verfahren werden in Plato beschrieben.

102



Kapitel 6

Numerische L6sung von
Anfangswertaufgaben

Anwendungen wie Flugbahnberechnungen, Schwingungsberechnungen oder
die Dynamik von Réauber-Beute-Modellen fithren auf Anfangswertprobleme
fiir Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen:

Definition 6.1. Ein Anfangswertproblem fiir ein System von n gewdohn-
lichen Differentialgleichungen 1. Ordnung ist von der Form

y, = f(ta y)> te [av b] (61)
y(a) = yo (6.2)

mit einem gegebenen endlichen Intervall [a,b], einem Vektor yo € R™ und
einer Abbildung
fila,b] x R" - R" (6.3)

wobei eine differenzierbare Abbildung y : [a,b] — R™ mit den Figenschaften
(6.1) - (6.3) als Losung des Anfangswertproblems gesucht ist.

Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit der Losung liefert

Satz 6.2. Erfillt f aus (6.3)) die Bedingung
1)~ fEol <Llu—ol, telabl mveR (64

mit einer Konstanten L > 0 in einer beliebigen Vektornorm ||-|| des R™, dann
gelten die Aussagen

(a) Das AWP (6.1)),(6.2)) besitzt genau eine stetig diff ‘bare Lésungy : [a,b] —
R™ (Picard-Lindeldf)
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(b) Fiir differenzierbare Funktionen y, 3 : a,b] — R™ mit

y = [fty), telabl yla) =y

g =19, telabl; g(a) =7
gilt die Abschdtzung
ly(®) = 91l < " lyo — Goll .t € [a,0] (6.5)
Beweis. Vorlesung DGL oder Analysis m

Bemerkung.

(1) Mit den Aussagen des Satzes hat man die Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losung und die stetige Abhéngigkeit der Losung von den
Anfangsdaten unter der Voraussetzung der Lipschitzstetigkeit von f(¢,-)
vorzuliegen.

(2) Im Folgenden sollen numerische Losungsverfahren entwickelt werden, wo-
bei wir ohne die Allgemeinheit einzuschrénken den Fall n = 1 betrachten.
Die besprochenen Verfahren gelten allerdings auch im allgemeinen Fall
n>1

Definition 6.3. Unter dem Richtungsfeld der Differentialgleichung

y/ = f(tvy)

versteht man das Vektorfeld

1

1+ f2(ty)
T(tay) = f(ty) Y

VI+2(ty)
d.h. das Vektorfeld der normierten Steigungen

Betrachtet man um einen beliebigen Punkt (o, o) der (¢,y)- Ebene, kann
man Losungskurven y(t) durch diesen Punkt annéhren:

Beispiel.
1

1 (u2+12)2
V=y ety = e
1+(y2+t2)2
(I) ¥'(to) = y2 + 2, (to = a entspricht Start in Anfangspunkt (a, o))

t-Achse wird durch t, = tg + hk dquidistant unterteilt

104



(II) mit dem Schritt von Punkt
(to,yo) 2w (to+ h,yo + hy'(to)) =: (t1, 1)
bzw. allgemein vom Punkt

(tk,ye) zu (tp + hyyr + hf(te, ye) =t (Bes1s Ykt1)

erhalt man mit h = b’T“ nach m Schritten mit

Yo, Y1,-- -, YN

unter “giinstigen” Umsténden eine Approximation der Losung y(t) an
den Stellen
a:t(),tl,...,tN:b

(ITT) D.h. man fahrt das Richtungsfeld geeignet ab, um eine numerische
Losung yi, k= 0,1,..., N zu erhalten

6.1 Theorie der Einschrittverfahren

Definition 6.4. Ein Einschrittverfahren zur ndherungsweisen Bestimmung

einer Losung des AWP , hat die Form
Yer1 = Yk + he@ (e, Yrs Y1, b)), k=0,1,...,N —1 (6.6)
mit einer Verfahrensfunktion
Q:fa,b) x RxRxRy — R
und einem (noch nicht niher spezifizierten) Gitter bzw. Schrittweiten

A:{a:t0<t1<...<t1\[§b}, hkiztk+1—tk, k’:O,l,...,N—l
(6.7)

Bemerkung. Hingt die Verfahrensfunktion nicht von y;., ab, ist die Be-
rechnungsvorschrift eine explizite Formel zur Berechnung von g, und
man spricht von einem expliziten Einschrittverfahren.

Zur Klassifizierung und Bewertung von numerischen Losungsverfahren fiir
AWP benétigen wir im Folgenden einige Begriffe (y(t) bezeichnet hier die
exakte Losung).
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Definition 6.5. Unter dem lokalen Diskretisierungsfehler an der Stelle
tk+1 des Verfahrens versteht man den Wert

At = y(tk+1) - y(tk) - hkq’(tka y<tk)7 y(tk+1)a hk) (6-8)

Definition 6.6. Unter dem globalen Diskretisierungsfehler g, an der Stelle
t, versteht man den Wert

g = Y(tk) — Yk

Definition 6.7. Ein FEinschrittverfahren besitzt die Fehlerordnung p,
falls fiir seinen lokalen Diskretisierungsfehler dy, die Abschdtzungen

|dy.| < const.h?™' k=1,...,N

max |d;| < D = const.hPt! = O(hPH) (6.9)

1<k<N max max

Mit Rmax = MaXg—o  N—1tkr1 — i gilt. (Statt Fehlerordnung verwendet man
auch den Begriff Konsistenzordnung.) Ist p > 1, dann heifit das Verfahren
konsistent.

Die Bedingungen

|<D<t7u17u27 h) - (I)(t,’ljl,UQ, h)‘ < Ll ’ul - /Ul‘

|D(t, ur, ug, h) — ®(t, uy, v, h)| < Lo |ug — vy (6.10)

fur t € [a,b],0 < h < b —t,uj,v; € R, mit positiven konstanten L;, Lo
sind fiir die folgenden Konvergenzuntersuchungen von Einschrittverfahren
von Bedeutung

Satz 6.8. Ein Einschrittverfahren zur Losung des AWP (6.1]), (6.2])

besitze die Konsistenzordnung p > 1 und die Verfahrensfunktion erfille die
Bedinung (6.10)). Dann liegt die Konvergenzordnung p vor, d.h. es gilt

max [y, — ()| < KA

max
..... N

Mit einer Konstanten k, die vom Intervall [a,b], Konstanten C aus der

Abschditzung und Ly, Ly aus (6.10) herrihrt.

Bewiesen werden soll der Satz [6.8| fiir ein explizites Einschrittverfahren (Be-
weise von allgemeinen Einschrittverfahren in Barwolff oder Schwarz).
Benotigt wird das
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Lemma 6.9. Fir Zahlen L > 0,a; > 0,hi > 0 und b > 0 sei
ak+1§(1+hkL)ak+hkb, k‘ZO,l,...,N—l
erfiullt. Dann gelten die Abschdtzungen

@Ltk -1

ay < 7

k-1
b+€LtkCL0 mat tk:ZhJ (k‘ZO,,N>
j=0

Beweis. (vollstdndige Induktion)
Induktionsanfang ist fiir £k = 0 offensichtlich gewihrleistet. Dr Schritt k& —
k + 1 ergibt sich wie folgt:

Lty _

e
g1 S (1 + hkL) ( I

Ltethe) — 1 — b, L
S (6 . k + hk) b+€L(tk+hk)a0

1
b+ eLt’“a0> + hkb

Lt

e 1

=——Vb+ eLt’““ao
L

Beweis von Satz[6.8. Mit den Festlegungen
ek:yk—y(tk), kJZO,l,...,N

gilt fiir k=0,1,..., N —1

Y(ter1) = y(te) + he®(te, y(te), hi) — diga
Ykr1 = Yk + @ (e, Y, )

und damit

ert1 = ex + hp(P(t, yi, hie) — @(t, y(tr), h) + disa

bzw.

lext1] < lew| + hi [P (t, Yi, b)) — @(tk, y(tr), he)| + |dit1]

max

Die Abschétzung des Lemmas liefert wegen eqg = 0 die Behauptung des
Satzes O
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6.2 Spezielle Einschrittverfahren

6.2.1 FEuler-Verfahren

Mit der Verfahrensfunktion

(I)(tw Y, hk) = f(tv y)

erhalt man mit

das Euler-Verfahren.
Fiir eine stetig partiell diff’bare Funktion f : [a,b] xR — R besitzt das Euler-
Verfahren die Konsistenzordnung p = 1, denn mit der Taylorentwicklung

2

e+ B) = y(0) +y (Oh+ y"(©), €€ ol

erhalt man
2

e = oltien) — (te) — if b, y() = 2y (€)

bzw.

1
|di1] < ChZ mit C = = max |y (€)]
2 ¢elad]

6.2.2 Einschrittverfahren der Konsistenzordnung p = 2

Um ein explizites Einschrittverfahren der Konsistenzordnung p = 2 zu erhal-
ten, machen wir den Ansatz

(I)(tv Y, h) - a'lf(ta y)+a2f(t+blha y"’thf(ta y))? te [CL, b]v h € [07 b_t]v y e R
(6.12)
mit noch festzulegenden Konstanten a;,b; € R. Es gilt nun der

Satz 6.10. Fin Einschrittverfahren mit einer Verfahrensfunktion der
Form (6.12)) ist konsistent mit der Ordnung p = 2, falls f : [a,b] x R — R
zweimal stetig partiell diff ’bar ist und fir die Koeffizienten

1 1
a; + ay = 1, CLle = 5, a2b2 = 5 (613)

qgilt.
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Beweis. Taylorentwicklung von ®(¢,y(t),-) im Punkt A~ = 0 und von der
Losung y in t ergeben

B(t,9(0), ) = B, (1), 0) + B3y (1, (0),0) + O(1?)

= (ay +a2) f(t,y(t)) +h (azbl%(t y(t))

Fasbf (1. (0) S <>>)+0<h2>

= Jty0) + 58—f<t V1) + 5t 06D 5 6, 0) + OB

2

-+ ) = (1) + by (1) + o0

()+h[f( y() +

S

+

y
5o
+f(ty(t }

= y(t) + ho(t, y() h) + O(h

~—

(h?)
+ O(h?)

"(t)
af

o

wlb MID‘

<>+h[

und damit folgt

i1 = y(tesr) — y(te) — @ (te, y(te), bi) = O(hy)
also p =2 O
Mit der konkreten Wahl a1 = 0,ay, = 1,b; = by = % erhélt man mit

h

h
= U+ ?kf(tkayk)) , k=0,...,N—1 (6.14)

Yk1 = Yk + i f <tk + 5

das modifizierte Euler-Verfahren (verbesserte Polygonzugmethode) mit
der Konsistenzordnung p = 2

Mit der Wahl a; = a, = % b1 = by = 1 erhilt man mit

h
Yk+1 :yk+7k[f(tlmyk)+f(tk+hk7yk+hkf(tkayk))]a k=0,...,N—1

das Verfahren von Heun mit der Konsistenzordnung p = 2
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6.3 Verfahren héherer Ordnung

Die bisher besprochenen Methoden (Euler, Heun) haben wir weitestgehend
intuitiv ermittelt. Um systematisch Einschrittverfahren héherer Ordnung zu
konstruieren, betrachten wir die zum AWP 3/ = f(¢,v),y(a) = yo dquivalente
Gleichung (nach Integration)

y(t) = yo + / £(s,(s))ds (6.16)

bzw. fiir eine Diskretisierung des Intervalls [a, b]
tr4+1
) =yt + [ Flsy(s)ds (6.17)
ty
Das letzte Integral aus ((6.17)) approximieren wir durch eine Quadraturformel

/ " s y(s)ds (6.18)

tg

wobei die s; zu einer Zerlegung von [ty, tx. 1] gehoren. (6.17) und (6.18]) erge-

ben

y(trer) = y(te) + e > nf (s1,y(s1)) (6.19)

=1

wobei wir die Werte y(s;) nicht kennen. Sie miissen ndherungsweise aus y(tx)
bestimmt werden, damit als Integrationsverfahren benutzt werden
kann.

Wahlt man z.B. m =2 und v, = v = % sowie s; =t und sy = tj,1, dann

bedeutet ([6.19)

h
(tien) = (1) + 5 [t y(80) + (b, u(tisn))]
und mit der Approximation

Y(tesr) = y(te) + haf(tr, y(te))

ergibt sich mit

Y(the) = y(tr) + % L (e, y(te)) + f(trrr, y(te) + i f (e, y(te)))]

die Grundlage fiir das Verfahren von Heun.
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Im Weiteren wollen wir mit y;, die Verfahrenswerte zur Naherung der exakten
Werte y(t;) beizeichnen und als Naherungen von f(s;, y(s;))

f(si,y(s1) = ki(ty, y5)
verwenden. Mit

-1
5=ty +dihy, = Zﬁzr
r=1
werden die k; rekursiv definiert:

ky(te, yi) = f(tr, ur)
ko(te, yx) = f(tr + ahy, yp + hiBorkr (tk, yi))
ks(ti, yr) = f(ti + ashy, yx + hi(Bs1k1 + Bs2k2)) (6.20)

km<tk7 yk) = f(tk + Oémhk, Yk + hk(ﬁmlkl + -+ ﬁmm—lkm—l»

Ausgehend von ((6.19) und (6.20) wird durch

Y1 = Uk + h(vika (b, yie) + - + Yk (te, i) (6.21)

ein explizites numerisches Verfahren zu Losung des AWP v/ = f(¢,y),y(a) =
Yo definiert.

Definition 6.11. Das Verfahren (6.21) heiffit m-stufiges Runge-Kutta-
Verfahren mit k; aus (6.20)) und die k; heiffen Stufenwerte.

Bemerkung. Wir haben oben schon festgestellt, dass im Fall m = 2 mit
V1=V = %, ag =109 =1 gerade das Heun-Verfahren ergibt, also ein
Verfahren mit der Konsistenzordnung p = 2. Wir werden nun Bedingungen
fiir die freien Parameter im Verfahren formulieren, sodass einmal ein
konsistentes Verfahren (p > 1) entsteht und andererseits eine moglichst grofie
Konsistenzordnung erhalten wird.

Aus der Verwendung der Quadraturformel

Sl = [ fsul)as

folgt die sinnvolle Forderung

l=m+7%+ " Ym (6.22)
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also haben die v; die Funktion von Gewichten.
Fordert man vom Verfahren (6.21)), dass die Dgl ¢ = 1 (y linear) exakt
integriert wird, ergibt sich die Bedingung

=P+ + Bua (6.23)
Es ist ndmlich f(¢,y) = 1 und damit k; = 1 fiir alle [. Ausgangspunkt war

ki(tr, ye) =~ f(s1,y(s1))

und
ki~ f(ty + arhy, y(te) + he(Bnks + - - - + Bu—1ki—1))

Also steht das y-Argument fiir y(s;) = y(tx + ayhy). Wir fordern, dass dies
bei f =1 exakt ist, also

y(st) = y(te) + he(Bn + - + Bu-1) (6.24)
da alle k. = 1 sind. Andererseits ist y als exakte Losung linear, d.h.
y(si1) = y(tx) + arhi (6.25)
und aus dem Vergleich von , folgt
=P+ + Bua

Definition 6.12. Die Tabelle mit den Koeffizienten oy, By, v in der Form

0
%) 521

az | B31 Ps2 (6 26)

A Bml ﬁm? Bmm—l

4! T2 - TYm—-1 TUm

heifst Butcher-Tabelle und beschreibt das Verfahren (6.21). «y ist hier
gleich 0, weil explizite Verfahren betrachtet werden.

Satz 6.13. FEin explizites Runge-Kutta-Verfahren (6.21), dessen Koeffizien-
ten die Bedingungen (6.22)) und (6.23)) erfillen, ist konsistent.
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Beweis. Es ist zu zeigen, dass der lokale Diskretisierungsfehler die Ordnung
O(hE) mit p > 1 hat. Wir setzen hy, =: h, da k jetzt fixiert ist.

| = [y(trsr) — y(ts) — h(ti, y(ty), b))
= y(tee) = y(te) = h D ke (te, y(tx)
S Ny (tnn) — wte) — hf (teoye) — B> vk (b y(t) — F (1, y(t))

[Y(tein) = y(te) = by (8) |+ | e (e (e, y(t)) = fE, y(1)))

-~

€o(h) (6.23)

IN

r=1

65(712)
also
|dis1| < CR?
O]

Bemerkung. Butcher hat bewiesen, wie groff die maximale Ordnung ist,
welche mit einem m-stufigen Runge-Kutta-Verfahren erreichbar ist, was in
der folgenden Tabelle notiert ist:

m |
p |

1 23456 7 8

1 2 3 445 6 6

6.4 Einige konkrete Runge-Kutta-Verfahren
und deren Butcher-Tabellen

0
4‘T m:1,71:1

Yer1 = Y + hkf<tk7yk)7 p=1

(i) Euler-Verfahren

(ii) Modifiziertes Euler-Verfahren

o= O

1 1
m » V1 y V2 , Q2 2;521 5

[es) NI

1
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kv = f(tr, yr)
1 1
ky = f(ty + §hk,yk + §hkk1)
Y1 = Yp + hike, p=2

(iii) Verfahren von Runge von 3. Ordnung

- O

O Ol

1
0 1

1 1
m=3,7 2’7220,7321,042:57043:1,521 = 57531 =0,032=1

kv = f(tr, yr)
1 1
ky = f(ty + §hk7yk + §hkk1)
ks = f(tk + hw, yx + hiks)
Ykt1 = Ui + hiks, p=3

(iv) Klassisches Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung

0
111
112 4
210 3
110 0 1
I 1 1 1
6 3 3 6
klzf(tkayk)
1 1
ko = f(ty + Ehlmyk + §hkk1>

1 1
ks = f(ty + §hk7yk + §hkk2)
ky = f(ti + hi, Y + hiks)

1 1 1 1
= hi | =k1 + —ko + ks + =k =14
Yk+1 = Yk + k(61+42+33+64): p
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Bemerkung. Die Ordnung eines konkreten Runge-Kutta-Verfahrens kann
mit Hilfe von Taylor-Entwicklungen ermittelt werden, wobei man dabei von
einer geeigneten Glattheit von f(t,y) ausgeht.

Im Folgenden soll die Ordnung eines 3-stufigen expliziten Runge-Kutta- Ver-
fahrens bestimmt werden.

Satz 6.14. Sei f dreimal stetig partiell diff ‘bar und gelte fir die Parameter

042:521
as = (31 + P32
Y1t+Y2+y3=1

sowie
QY2 + i3z =
QY3339 =

2 2.6 _
0572 + Q373 =

Wl =N =

Dann hat das Runge-Kutta-Verfahren (explizit, 3-stufig) die Fehlerordnung
p=3

Beweis. Grundlage fiir den Beweis ist die Taylor-Approximation

s sns s =g+ (400 ()

1 2Lty 2Lty At
VIS A ( A )+O(A3>
By8t< Y a_yQ(tuy) Y

(6.27)

der Funktion f, wobei % = % aufgrund der Glattheit von f gilt. Mit

ko = f(ty + aoh,y(ty) + aohky)
ks = f(te + ash,y(ty) + h(Bs1k1 + Baaks))

gilt es, den lokalen Diskretisierungsfehler

dir1 = Y(tes1) — y(te) — h(niks + Y2ks + 73ks)
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abzuschéitzen, wobei schon a2 Bo1 verwendet wurde (h = hy). Mit At =
ash und Ay = ash f(ty, y(tr)) ergibt (6.27 - fir ko

ko = flte + At y(ty) + Ay)
= [+ ahfi +ashff, + CYQ > fu + a2h2ffty + O‘thf fyy + O(h?)
= f+ ashF + %aghQG + O(h%) (6.28)

fife,---, fyy sind dabei die Funktions- bzw. Ableitunswerte an der Stelle
(tr,y(t )) Fiir k3 erhélt man unter Nutzung von (6.28) und (6.27)

ks = f(te + ash,y(ty) + h(Bs1k: + 532/@)
= [+ ashfi + h(Ba1ks + Baska) fy + = a3h2ftt

+ as(Bsrks + 5321;52)h2fty + 5(531@ + 632k2)2h2fyy + O(h?)
= [+ h(asfi+ [Bs1 + Bs2) f f) + B (042532ny

+ %oﬁftt + a3[f31 + ﬁ32]ffty + %(531 + ﬁ32)f2fyy> + O(h?)

= f 4+ azhF + h* (B3 Ff, + a3G) + O(h%) (6.29)

Mit (6.28)) und (6.29) folgt fiir den lokalen Diskretisierungsfehler

1
diy1 = h(l —y1 — v —y3) f + A° (5 — Y — Oé3’Y3> F
(6.30)

1 1 1 1
+h° <[6 - 04273532] Ffy,+ {6 - 506372 - 506373] G) + O(h*)

Aufgrund der Voraussetzungen werden dei Klammerausdriicke gleich Null
und es gilt

dk+1 - O<h4)
also hat das Verfahren die Fehlerordnung p = 3 [

Korollar. Mit Lisungen des Gleichungssystems

NMt+rty=1

QY2 + Q373 =
2332 = (6.31)

a3y +agys =

W=D =N =
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hat das dazugehorrige 3-stufige Runge-Kutta-Verfahren die Fehlerordnung
p =3, wobei ag = Poy ist. (6.31)) hat z.B. mit den Einschrinkungen os # a3

und o # % die Losungen

3&3 -2 2 — 30&2
_ __fTom 6.32
V2 60(2(0[3 — 012)’ 3 6043(0[3 — Ozg) ( )
60[2053 +2— 3(062 + 053) CY3(C¥3 — 052)
M= ) B3g =

@2(2 — 3042)

fiir ag, a3 € R, also die zweiparametrige Losungsmenge

M = {(711,72, V3, @2, a3, B32) |71, Y2, V3032 gemafs (6.32)),
2
ag, a3 € R, an # as, a0 # 5}

60&2&3

Die restlichen Parameter des Verfahrens ergeben sich aus

521 = (o, 531 = Q3 — 532

6.5 Implizite Runge-Kutta-Verfahren

Explizite Verfahren neigen zur Instabilitdt und damit besteht die Gefahr der
Verstarkung von Rundungsehlern.

Implizite Verfahren erweisen sich als stabil, speziell, wenn es sich um die
Losung von AWPs mit sogenannten steifen DGL handelt.

Im Unterschied zum Gleichungssystem wird beim impliziten Runge-
Kutta-Verfahren das Gleichungssystem

kr(tlmyk) = f(tk+arhk7yk+hk(ﬁrlkl+ : +ﬁrmkm))7 r= 17 s, (633)

zur Bestimmung der k, zugrunde gelegt.
Mit (6.33)) wird (6.21) zu einem impliziten Runge-Kutta- Verfahren. Aus
(6.33)) ergibt sich die Butcher-Tabelle

ar | B oo Pim
ay | Bar ... Pom

: : : (6.34)
Om | Bt -+ Bmm
0 N 1

Die Uberlegung, die bei den expliziten Verfahren die Bedingung ([6.23)) fiir die
Koeffizienten «,., 3,; gerechtfertigt haben, ergeben analog bei den impliziten
Runge-Kutta- Verfahren die Bedingung

ar:ﬁrl+ﬂr2+"'+ﬁrm7 TZl,...,m (635)
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Zur Losbarkeit des Gleichungssystems (6.33) gilt der

Satz 6.15. f geniige auf [a,b] X R der Lipschitz-Bedingung

|f(t7y1> - f<t7y2)| <L |y1 - y2|

und die Schrittweite h = hy, geniige der Bedingung

g=hL max (2 |5jr|> <1

Dann hat (6.33)) zur Bestimmung von ky, ..., k,, genau eine Lisung

Beweis. Aussage folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz O]

6.6 Rundungsfehleranalyse von expliziten Ein-
schrittverfahren

Zur numerischen Losung eines AWP betrachten wir das Verfahren
Yk+1 :yk—l—hk@(tk’aykahk)? k2051a27N_1 (636)

mit der Verfahrensfunktion ®. Durch Rundungsfehler arbeitet man statt
(6.36)) mit einem Verfahren der Form

Yr+1 :yk+hkq)(tkayk7hk)+pk7 k:O717"'7N_ 1 (637)

Yo=7"Yo+eo, |px] <0, k=0,1,....,.N—1

mit gewissen Zahlen eg, pr, € R
Fiir die Rundungsfehler infolge des Verfahrens (6.37)) gilt der folgende

Satz 6.16. Zur Lisung des AWP y' = f(t,y),y(a) = yo, sei durch
ein Einschrittverfahren mit der Konsistenzordnung p > 1 gegeben, wobei die
Verfahrensfunktion beziiglich der 2. Variablen Lipschitz-stetig mit der Kon-
stanten L > 0 ist.

Dann gelten fiir die durch die fehlerbehaftete Verfahrensvorschrift ge-

wonnenen Approximationen die Abschdtzungen

)
_ < P _ L(b—a) )
kir()l,a{(N ‘yk y(tk)’ = K<hmax + kmin) +e € (6 38)

mit der Konstanten K = % [eL(b_“) — 1} . C ist dabei die Konstante aus
der Abschatzung |dy| < Chfrl fiir den lokalen Diskretisierungsfehler.
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Beweis. Wir setzen
ek:yk—y(tk), k‘ZO,l,...,N
und damit gilt fir k=0,1,..., N

Y(ter1) = y(te) + he®(te, y(te), hi) + disa
Ykr1 = Yk + P @ (b, v, hi) + i

bzw.
k1 = ek + hi[®(tr, Yr, r) — P(tr, y(tr), he)] + pr — disa
und folglich

lert] < ler] + he [P (e, Yo, hie) — P(tw, y(tr), ha)| + | o] + iy

)
< (1 + hkL) |€k| + hk (Chglax+ Ao )

Aus Lemma [6.9] folgt mit |eo| < e die Behauptung des Satzes. O

6.7 Schrittweitensteuerung bei Einschrittver-
fahren

Bei der Konvergenzuntersuchung von FEinschrittverfahren werden die loka-
len Diskretisierungsfehler in gewissem Sinn summiert und deshalb erscheint
eine Beschriankung des Absolutbetrages von di durch die Wahl geeigneter
Schrittweiten hj sinnvoll. Man spricht hier von Schrittweitensteuerung.
Das Prinzip soll am Beispiel des Heun-Verfahrens

kv = f(tr, yr)
ky = f(te + h,yp + hk1)

1
Yk+1 = Yk + §h[k1 + ko
erldutert werden. Als lokaler Diskretisierungsfehler ergibt sich

1 _
Ay = yltien) = y(ts) = ShlRa + R (6.39)

mit ky = f(te, y(tx)), ke = f(tx + h, y(tx) + hk1)

Nun sucht man ein Verfahren hoherer Ordnung, also mindestens dritter
Ordnung, dessen Steigungen ki, ko mit den Steigungen des Heun-Verfahrens
iibereinstimmen.
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Die Forderung der Gleichheit von k; und k; bedeutet as = (351 = 1. Die
weiteren Parameter ergeben sich aus (6.32) bei der Wahl von a3 = 1 zu

2 1 1 1 1
’73—57 72—67 ’71—6; 532—17 531—043—532—1
sodass sich das Runge-Kutta-Verfahren 3. Ordnung
ki = f(te, yx)

ky = f(tx + h, yp + hky)

h h
ks = f(ty + 5 Yk + Z(kl + k)

h
Ye+1 = Yk + E[kl + ko + 4k (6.40)

ergibt. Fiir den lokalen Diskretisierungsfehler des Verfahrens ((6.39) ergibt
sich "
Ay = y(teen) = y(te) — gLk + ko + 4ks) (6.41)

mit k3 = f(ty + 2, y(te) + 2(k1 + ko). Mit (6.39) und (6.41)) ergibt sich die
Darstellung des lokalen Diskretisierungsfehlers des Heun-Verfahrens

h - _
k1 + Eo) + dUE)

ho_ _
d,(ﬁ)l = E[kl + ko + 4ks] — 9

Ersetzt man nun die unbekannten Werte von k; durch die Ndherungen F;
und beriicksichtigt d,(ﬁlf) = O(h?), so erhilt man

h
A = Zky + ko + Ak

h h
1= g (k1 + ko) + O(R*) = 5[214:3 — k1 — ko] + O(h%)

2
und damit kann der lokale Diskretisierungsfehler des Heun-Verfahrens mit
einer zusédtzlichen Steigungsberechnung von k3 durch den Ausdruck %[2]{3 —
k1 — ko] recht gut geschitzt werden.

Aufgrund der Kontrolle des Betrags dieses Ausdrucks kann man eine vorge-
gebene Schranke €y, > 0 durch entsprechende Wahl von h = hy, =t — t
3€tol D,

P —[2]€3 — kl — kg] < €tol

hy <
B 2ks —ky—ko| 3

unterschreiten. D.h. man kann die aktuelle Schrittweite evtl. vergroflern oder
muss sie verkleinern.

Die eben beschriebene Methode der Schrittweitensteuerung bezeichnet man
auch als Einbettung des Heun-Verfahrens 2. Ordnung in das Runge-Kutta-

Verfahren 3. Ordnung ([6.40)).
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6.8 Mehrschrittverfahren

Die Klasse der Mehrschrittverfahren zur Losung von AWP ist dadruch ge-
kennzeichnet, dass man zur Berechnung des Néherungswertes y;1 nicht nur
den Wert y, verwendet, sondern auch weiter zuriickliegende Werte, z.B.
Yk—1, Ye—2-

Als Ausgangspunkt zur Konstruktion von Mehrschrittverfahren betrachten
wir die zum AWP &quivalente Integralbeziehung

th+1
) =t + [ (e yle)de (6.42)
tr
Kennt man die Werte fr, = f(tx, yx), - - -, fx—3 = f(tx—1, Yr—3), dann kann man
das Integral auf der rechten Seite von (6.42) i.d.R. besser approximieren als
bei den Einschrittverfahren unter ausschlielicher Nutzung des Wertes fy.
Fiir das Interpolationspolynom durch die Stiitzpunkte (¢;,y;) j=k—s,. x ergibt
sich

.....

3

ps(t) = Z Je—jLi—;
j=0
mit den Lagrangschen Basispolynomen
it

Liity= 1] L j=k=3,.k

jAi=k—3 tj—ti

Die Idee der Mehrschrittverfahren besteht nun in der Nutzung von ps(t) als
Approximation von f(t,y(t)) im Integral von ([6.42)), sodass man auf der
Grundlage von ([6.42)) das Mehrschrittverfahren (4-Schritt-Verfahren)

thp1 S
Yk+1 =Yk + / Z Jr—jLi—j(t)dt

123 =0

3 tet1
=Yk + Z fk_j / Lk_j(t)dt
=0 b

erhélt. Im Fall dquidistanter Stiitzstellen h = ¢, 1 — t; erh alt man fiir den
2. Integralsummanden (j = 1)

_ [ _ [ (t — tr—s)(t — te—2)(t — ti)
= /tk L (t)dt = /tk (te—1 — tk—i)@k—l —ktk—2)(tk—li — tr)

und nach der Substitution £ = t_ht’“

M EE3Er)E . h (] 5
[1_h/o 2-1-(—1) dg__§/0(§3+552+65)d§——ﬂh
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Fiir die restlichen Integrale erhélt man
55 37 9

[0 - ﬁh’ IQ = ﬂh’ Ig - _ﬂh
sodass sich mit
h
Yit1 = Yk + ﬂ[55fk: — 59 fk—1 4+ 37 fr—2 — 9fi—3] (6.43)

die Methode von Adams-Bashforths (kurz AB-Verfahren) ergibt.
Durch Taylor-Reihenentwicklung erhélt man bei entsprechendert Glattheit
von f bzw. y(t) den lokalen Diskretisierungsfehler

251
dprq = ——hoy® ho 44
1T oo y +O(Rh°) (6.44)

d.h. das Verfahren (6.43) ist von 4. Ordnung.

Definition 6.17. Bei Verwendung von m Stiitzwerten

(tk fr)s - (Bkemerts foome1)

zur Berechnung eines Interpolationspolynoms p,,_1 zur Approzimation von f
zwecks naherungsweiser Berechnung des Integrals in (6.42)) spricht man von
einem linearen m-Schrittverfahren.
Ein m-Schrittverfahren hat die Fehlerordngung p, falls fiir seinen lokalen
Diskretisierungsfehler dy, die Abschdtzung

max_|dy| < K = O(h*™1)

m<k<N
qilt.
Allgemein kann man fiir AB-Verfahren (m-Schritt)
m—1 tor
Yk+1 = Yk t Z Ji—j /tk Ly—;(t)dt
=0

bei ausreichender Glattheit der Losung y(t) zeigen, dass sie die Fehlerordnung
m besitzen. Durch Auswertung der entsprechenden Integrale erhélt man fiir
m = 2, 3,4 die folgenden 3-,4- und 5- Schritt AB-Verfahren.

h

Yp+1 = Y + E[Q3fk — 16 fx—1 + 5fi—2] (6.45)
h

Yp+1 = Yk + ﬂ[55fk —59fk_1+37fr_2 — 9fr_3]
h

Yk+1 = Yk + %[1901& — 2774 fr—1 + 2616 fr_gy — 1274 f},_5 + 251 fi_4]
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Die Formeln der Mehrschrittverfahren “funktionieren” erst ab dem Index
k = m, d.h. bei einem 3-Schrittverfahren braucht man die Werte yo, y1, ¥2
um y3 mit der Formel berechnen zu kénnen.

Die Startwerte y1, yo werden meist mit einem Runge-Kutta-Verfahren berech-
net.

Es ist offensichtlich moglich die Qualitédt der Losungsverfahren fiir das AWP
zu erhohen, indem man das Integral

/ " o)

tr

aus der Beziehung genauer berechnet. Das kann man durch hinzu-
nahme weiterer Stiitzpunkte zur Polynominterpolation tun. Nimmt man den
(noch unbekannten) Wert fiy1 = f(txi1,yksr1) zu den Werten fi, ..., fr_s
hinzu, dann erhélt man mit

pa(t) = Z Jr—jLi—5(t)

in Analogie zur Herleitung der AB-Verfahren mit

the1 S 3 tet+1
Ykt1 = Yp + / D feslis (At =g+ Y fiey / Ly.—j(t)dt
j 1

b = j=-1 bk

bzw. nach Auswertung der Integrale

h
Yk+1 = Yk + %[251fk+1 + 646 f, — 264 f,—1 + 106 fr_o — 19f,_3]  (6.46)

Das Verfahren ((6.46|) ist eine implizite 4-Schritt-Methode und heifit Methode
von Adams-Moulton (kurz AM-Verfahren). Das 3-Schritt AM-Verfahren hat
die Form

h
Ye+r1 = Y + ﬂ[9f(tk+1, yk:-H) + 19fk - 5fk:—1 + fk—Z] (6-47)

Zur Bestimmung der Losung von ((6.47)) kann man z.B. eine Fixpunktiteration
der Art

, h
y;(f:ll) =Yt oy [9f(tk+17 yffll) +19fr — 5 fp—1 + fk—Z]

durchfiithren (Startwert z.B. yiESZl = Yk)-
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Bestimmt man den Startwert ygl)l als Resultat eines 3-Schritt AB-Verfahrens
und fithrt nur eine Fixpunktiteration durch, dann erhélt man das sogenannte
Pradiktor-Korrektor-Verfahren

h

yl =y + E[Q3fk — 16 fy—1 + 5 fr—2] (6.48)
h

Ye+1 = Yk + ﬂ[gf(tk-l-la yl(szl) +19fk — 5fe-1 + fo2] (6.49)

Diese Kombination von AB- und AM-Verfahren bezeichnet man als Adams-
Bashforth-Moulton-Verfahren (kurz ABM-Verfahren). Das ABM-Verfahren
hat ebenso wie das AM-Verfahren den Diskretisierungsfehler
d+1 € O(h®) und damit die Fehlerordnung 4.

Generell kann man zeigen, dass m-Schritt-Verfahren von AM- oder ABM-
Typ jeweils die Fehlerordnung p = m + 1 besitzen.

6.9 Allgemeine lineare Mehrschrittverfahren

Definition 6.18. Unter einem linearen m-Schrittverfahren (m > 1) versteht
man eine Vorschrift mit s =k —m + 1

m

Z A5Ystj = h Z bjf(t8+j7 ys+j) (6'50)

J=0 J=0

wobei a,, # 0 ist und a;,b; geeignet zu wdihlende reelle Zahlen sind. Die kon-
krete Wahl dieser Koeffizienten entscheidet iber die Ordnung des Verfahrens.

Bemerkung. In den bisher behandelten Verfahren war jeweils a,, = 1 und
(p—1 = —1 sowie a,,_o = -+ = ag = 0. Bei expliziten Verfahren ist b,, = 0
und bei impliziten Verfahren ist b, # 0

OBdA setzen wir a,, = 1. Die anderen freien Parameter a;,b; sind so zu
wéhlen, dass die linke und die rechte Seite von ([6.50) Approximationen von

aly(tin) — y(t)] baw. a / " iyt

tg

sind (« # 0)
Mit der Einfithrung der Parameter aq, . . ., a,, hat man die Moglichkeit durch
die Nutzung der Werte yri11_m, - - -, Yrs1 nicht nur die Approximation von f,

sondern auch die Approximation von g mit einer hoheren Ordnung durch-
zufiihren.
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Beispiel. Das 3-Schritt-AB-Verfahren

h
Ykt1 = Yr + 5[23,& — 16 f5—1 + 5fr_2]

ist gleichbedeutend mit

Ye+1 — Yr

; = %[23]”;€ — 16 fx—1 + 5fr—2]

wobei die rechte Seite eine Approximation von f(tz,y(tz)) der Ordnung O(h?)
darstellt, wihrend die linke Seite 3" an der Stelle ¢, nur mit der Ordnung O(h)
approximiert.

Nutzt man neben y;,; und y; auch noch yi_1,yxr_2, dann kann man unter
Nutzung der Taylor-Approximationen

3
y(th_s) = y(ty) — 2hy’ + 2h%y" — =h%" + O(h*)

2
1 1

y(tk—l) — y(tk) o hyl + §h2y/l _ 6h?)y/// + O(h4)
1 1

Y(bn) = y(te) + by’ + Sh%y" — <k + O(h")

mit ]
m[5yk+1 + 6y — 13yk—1 + 2yx_2)

die linke Seite 3’ ebenfalls mit der Ordnung O(h?) approximieren.

Definition 6.19. Das lineare Mehrschrittverfahren (6.50) hat die Fehlerord-
nung p, falls in der Entwicklung des lokalen Diskretisierungsfehlers dy.1 in
eine Potenzreihe von h fir eine beliebige Stelle t € [kt —m, trs1]

m

disr = > _[a5y(tors) = hb;f (tsrs, y(tsrs))] (6.51)

=0
= coy(t) + c,hy/ () + ... + c,hPy P () + ...

co=...=¢,=0undcp1 #0 gilt (s=k+1—m). Ein Mehrschrittverfahren
heif$t konsistent, wenn es mindestens die Ordnung p =1 besitzt.

Durch eine giinstige Wahl von ¢ kann man die Entwicklungskoeffizienten c;
oft in einfacher Form als Linearkombination von a;, b; darstellen und erhalt
mit der Bedingung ¢y = ... = ¢, = 0 Bestimmungsgleichungen fiir die Koef-
fizienten des Mehrschrittverfahrens.
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Mit der Wahl von ¢ = t, ergeben sich fiir v,y die Taylor-Reihen

~ (jh)"

y(tsr;) = y(t + jh) = Z Ty(’“) () + Ry
r=0 ’
& (Gh)
Y (tesg) =y (E+ jh) = ZO U@ + R (6.52)

Die Substitution der Reihen (6.52) in (6.51]) ergibt fiir die Koeflizienten c;
durch Koeffizientenvergleich

co=ag+a;+ ...+ ap,
01:a1+2a2+...+mam—(bg+b1+...—|—bm)

1 1
62:§(a1—|—22a2—|—...—{—m2am)—ﬂ(bl—i—ng—i—...—l—mbm)

(6.53)
1
-l

1
Cr = _(Cll +2"ag + ... +mram) — 2b; + 2r71b2 +. _'_mT,lbm)

ool
firr=2,3,...,q

Beispiel. Es soll ein explizites 2-Schritt-Verfahren

aoYk—1 + a1yk + aoyr41 = hlbo fr—1 + b1 fi] (6.54)

der Ordnung 2 bestimmt werden. Mit der Fixierung von ay = 1 ergibt sich
mit

COICL0+G1+1:O

61:a1—|—2—(bo+b1) =0

1
02:§(a1+4)—b1:0

ein Gleichungssystem mit 3 Gleichungen fiir 4 Unbekannte zur Verfiifgung,
d.h. es gibt noch einen Freiheitsgrad.

Wahlt man a; = 0, dann folgt fiir die restlichen Parameter ag = —1,by = 0
und b; = 2, sodass das Verfahren die Form

Yk+1 = Yk—1 + 2h fy (6.55)

hat.
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Definition 6.20. Mit den Koeffizienten a;,b; werden durch

p(z) = Z a;2), o(z) = Z b2’ (6.56)

Jj=0

das erste und zweite charakteristische Polynom eines m-Schritt- Verfahrens
erkldrt.

Aus dem Gleichungssystem ((6.53]) kann man mit Hilfe der charakteristischen
Polynome die folgende notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Kon-
sistenz eines Mehrschrittverfahrens formulieren.

Satz 6.21. Notwendig und hinreichend fiir die Konsistenz des Mehrschritt-
verfahrens (6.50)) ist die Erfillung der Bedingungen

co=p(1)=0, c1=p(1)—0c(1)=0 (6.57)

Macht man aufler der Wahl von a; = 1 keine weiteren Einschrénkungen
an die Koeffizienten des expliziten 2-Schritt-Verfahrens (6.54)), dann erreicht
man die maximale Ordnung p = 3 durch die Losung des Gleichungssystem

(6.53) fiir g =3, also cg =c; =3 =c3 =0.
Man findet die eindeutige Losung

a0:—5, a1:4, b0:27 b1:4
woraus das Verfahren
Yk1 = OYp—1 — 4y + R[4 fi + 2 fr_1] (6.58)

folgt.

Obwohl das Verfahren die maximale Fehlerordnung p = 3 hat, ist es
im Vergleich zum Verfahren (6.55)) unbrauchbar, weil es nicht stabil ist. Was
das konkret bedeutet, soll im Folgenden erkléart und untersucht werden.
Dazu wird die Testdifferentialgleichung (AWP)

v =Xy, y(0)=1, AeR, A <0 (6.59)

mit der eindeutig bestimmten Losung y(t) = e* betrachtet.
Von einem brauchbaren numerischen Verfahren erwartet man mindestens die
Widerspiegelung des qualitativen Losungsverhaltens.

Mit f = Ay folgt aus (6.58))

Yk+1 = DYr—1 — 4y + h[4 Yy + 2Ayx_1]
< (=5 = 2M\)yp—1 + (4 — 4AR)yg + Y1 =0 (6.60)
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Mit dem Losungsansatz y, = 2*, z # 0 ergibt nach Division mit ¥~
(=5 —2M\h) + (4 —4\h)z + 22 =0
bzw. mit dem charakteristischen Polynomen
p(t) = =5 +4z+ 2% o(2+42), é(2)=pz)— Aho(z) =0

Als Nullstellen von ¢ findet man

210 = =242 \h £ /(2 — 2\h)2 + 5+ 2)\h

und damit fiir die Lésung y; von
Yk = 12} + CaZh (6.61)

wobei die Konstanten c¢q,cy aus Anfangsbedingungen der Form ¢y 4+ ¢; =
Yo, 21C1 + 22c2 = y; zu ermitteln sind.

Notwendig fiir das Abklingen der Losung g, in der Formel fiir wach-
sendes k ist die Bedingung |z12| < 1. Da fiir h — 0 die Nullstellen von
¢(z) in die Nullstellen von p(z) iibergehen, diirfen diese dem Betrage nach
nicht grofer als 1 sein. Im Fall einer doppelten Nullstelle z von ¢(z) eines
2-Schritt-Verfahrens hat die Losung der entsprechenden DGL statt die
Form

Y = 12" + cok2¥

sodass fiir das Abklingen von yj fiir wachsendes k die Bedingung |z| < 1
erfiillt sein muss. Die druchgefithren Uberlegungen rechtfertigen die folgende
Definition.

Definition 6.22. Das Mehrschrittverfahren (6.50) heifst nullstabil, falls die
Nullstellen z; des ersten charakteristischen Polynoms p(t)

(a) betragsmdfig nicht grofier als 1 sind
(b) mehrfache Nulstellen betragsmdfSig echt kleiner als 1 sind

Fiir das oben konstruierte 2-Schritt-Verfahren mit der maximalen Fehlerord-
nung p = 3 hat das charakteristische Polyno p(t) die Nullstellen 2, o = —2+3
und damit ist das Verfahren nicht nullstabil.

Im Unterschied dazu ist das Verfahren (6.55)) mit der Ordnung 2 und dem
charakteristischen Polynom p(t) = —1 + 22 und den Nullstellen z;5 = +1
nullstabil.
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Bemerkung. Einschrittverfahren sind mit dem charakteristischen Polynom
p(z) = —1 4 z generell nullstabil.

Aufgrund der ersten charakteristischen Polynome der Adams-Bashforth- und
Adams-Moulton-Verfahren erkennt man, dass diese auch generell nullstabil
sind.

Bemerkung. Konsistente und nullstabile Mehrschrittverfahren sind konver-
gent, falls die Funktion f(¢,y) beziiglich y lipschitzstetig ist.

Der Beweis verlduft im Fall expliziter Mehrschrittverfahren analog zum Kon-
vergenzbeweis fiir konsistente Einschrittverfahren und sollte als Ubung er-
bracht werden.

6.10 Begriff der absoluten Stabilitét

Bei den Betrachtungen zur Nullstabilitdt wurde eine Testaufgabe zugrunde
gelegt. Um den Begriff der absoluten Stabilitidt zu erldutern, wird die
Testaufgabe leicht modifiziert, und zwar zu

v =Xy, y(0)=1, XeRoder A eC (6.62)

d.h. wir lassen auch Parameter A aus C zu. Damit sind auch L 6sungen der
Form e* cos(t) moglich. Numerische Losungsverfahren sollen auch in die-
sem Fall fiir « = R(A) < 0 den dann stattfindenden Abklingprozess korrekt
wiedergeben. Fiir das Eulerverfahren zur Losung von erhilt man mit

f(ty) =Xy
Ukl = Yk + AU < e = (1+ by = F(hA)y;

Falls A > 0 und reell ist, wird die Losung, fiir die

Y(tis1) = y(te + h) = " y(ty)

gilt, in jedem Fall qualitativ richtig wiedergegeben, denn der Faktor F'(h\) =
1 + Ah besteht gerade aus den beiden ersten Summanden der e-Reihe, und
es wird ein Fehler der Ordnung 2 gemacht.

Im Fall A\ < 0 wird nur unter der Bedingung |F(hA)| = |1+ Ah| < 1 das
Abklingverhalten der Losung beschrieben. Des Fall des reellen Parameters
A < 0 ist deshalb von Interesse.
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Beim R-K-Verfahren 3. Ordnung

k1 = Ayy
1 1
ks = My — hk1 + 2hksy) = (A + hA? + B2A3)y,
h n* ., B3,
Yk+1 = Yr + g[lﬁ + 4k2 + kg] = (1 + hA + ?)\ + E)\ )yk (664)
also Y1 als Produkt von g, mit dem Faktor
h? h3
F@M=1+hA+§A%+gﬁ (6.65)

Der Faktor enthédt gerade die ersten 4 Summanden der e-Reihe und
es wird ein Fehler der Ordnung 4 gemacht, sodass y(t) = e durch das
Verfahren qualitativ beschrieben wird.

Fiir A < 0 reell, uss die Losung abklingen, was durch die Bedingung |F'(h))| <
1 erreicht wird.

Wegen limy, y_.oo F'(h, A\) = —oo wird das Abklingen nicht fiir beliebige nega-
tive Parameter A\ gesichert (nur fiir A mit |F'(hX)| < 1.

Auch im Fall eines komplexen Parameters A reicht die Bedingung oo = R(\) <
0 nicht aus, um das Abklingen der Losungder Testaufgabe zu sicher, sondern
fir F muss |F(h\)| < 1 gelten.

Die durchgefiihrten Uberlegungen rechtfertigen die

Definition 6.23. FUr ein Einschrittverfahren, das fir die Testaufgabe v/ =
Ay, y(0) = 1,\ € C auf die Vorschrift ypr1 = F(h\)yg fihrt, nennt man die
Menge

B={ueC:|P()| <1}

Gebiet der absoluten Stabilitdt.

Das Gebiet der absoluten Stabilitét liefert eine Infomration zur Wahl der
Schrittweite. Da man aber in den meisten “Ernstfillen” exentuelle Abkling-
konstanten nicht kennt, hat man mit der Kenntnis von B keine quantitative
Bedingung zur Berechnung der Schrittweite zur Verfiigung.

Beispiel.
e Buler explizit: yxr1 = yr + hAYx
F(p)=1+p
e Euler implizit: yr11 = yr + hAyki1
F(p) = 1=
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e Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung

h h
kl :f(tk7yk)7 k2:f(tk+§7yk+§kl)7 Yk+1 :yk+hk2
Flp)=1+p+4%
Bemerkung. Die Randkurve von B erhélt man wegen ‘ei9| = 1 iiber die

Parametrisierung

1 .
F(p) =1+ p+ g0 = e

s 4 2u+2-29=0
~oop(f) =—-1+£+V/1—-2+2¢% 0 €0,2n]

In der folgenden Tabelle sind die reellen Stabilitédtsintervalle, d.h. die Schnitt-
menge der Gebiete der absoluten Stabilitdt mit der R (u)-Achse, fiir explizite
r-stufige Runge-Kutta-Verfahren angegeben.

]'2’0[
]'270[
[-2.51,0[
[-2.78,0]
]-3.21,0]

OTHkOOl\D)—“’-f

Definition 6.24. Hat ein Einschrittverfahren als Gebiet der absoluten Stabi-
litiit mindestens die gesamte linke Halbebene, also B D {u € C : R(u) < 0},
dann nennt man das Verfahren absolut stabil.

Neben dem impliziten Eulerverfahren (einstufiges R-K-Verfahren) sind auch
andere implizite R-K-Verfahren absolut stabil, z.b. das Verfahren

h h
ki=f (tk + 57%4— §k1) . Ykt = Yk + hky

Mit f = Ay erhélt man
A

/ﬁ:—h)\yk
T2

1+ 52
Yr+1 = Yg + hky = 1_—;12_)\1% =: F(h\)yx
2

und da fiir negatives a gilt |1 4+ a + bi| < |1 —a — bi| ist |F(p)| <1
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