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1 Grundlagen
In diesem Skriptum benutzen wir die folgenden Schreibweisen:

N = {1,2,3,...}, No = {0,1,2,...},
Rt = [0,+00], K = R oder C.

e Metrische Ridume, Konvergenz, Vollstéandigkeit, (wichtige) Beispiele
e Normierte Réume, Banachriume, wichtige Beispiele, Aquivalenz

e Topologische Begriffe: Kugel, offen, abgeschlossen, Umgebung, innerer Punkt, Topo-
logischer Raum, Vereinigung und Durchschnitt offener sowie abgeschlossener Mengen,
Hausdorff-Eigenschaft, das Innere, der Abschluss, der Rand

e Stetigkeit und dquivalente Formulierungen
e Der Banachsche Fixpunktsatz

e Dichtheit und Separabilitéit sowie niitzliche Kriterien, Weierstrafische Approximations-
satz

e Separable Réume: (Cla, b}, ||.|| ) und (IP(N), |.][,) mit 1 <p < oo
e Nicht separable Réume: (I°°(N), ||.||,,) und L>[0,1]

e (Relative) Kompaktheit und niitzliche Kriterien, Satz von Heine-Borel, Prikompakt-
heit, (relative) Folgenkompaktheit, Hiufungspunkt

e Der Satz von Arzela-Ascoli

e Der sehr wichtige Satz von Baire

Vieles, was ich hier vorstelle, werden Sie natiirlich schon aus dem Grundstudium kennen.
Sehen Sie diesen Abschnitt dann als schnellen Wiederholungsmoglichkeit an. Ich werde
natiirlich nicht alles (zumindest zu Beginn) bis ins kleinste Detail beweisen. Wer es ge-
nau wissen mochte, sollte dann in seine alten Grundstudiumsunterlagen schauen oder auf
die jeweiligen Verweise eingehen.

1.1 Metrische Riaume

Definition 1.1 (Metrischer Raum). Sei M eine Menge. Eine Abbildung d : M x M —
R* heifit Metrik auf M, wenn fiir alle z,y,2 € M

(i) d(z,y) =0= 2=y,
(ii) d(z,y) =d(y,xz) (Symmetrie),
(iii) d(zx,z) < d(z,y) +d(y,z) (Dreiecksungleichung).
Das Paar (M, d) heifit dann metrischer Raum.

Gilt in (¢) nur die Implikation ,,<=%, so nennt man d eine Pseudometrik, Semimetrik oder
Halbmetrik.

Ist sogar d(z,y) = co zugelassen, so nennt man d eine Fastmetrik.

Bemerkung. Aus den drei Eigenschaften folgt d(z,y) > 0.



Beispiel 1.1 (Standardmetrik). Fiir M = R heift
dz,y) =z —y|, x,yeR (1.1)

die so genannte Standardmetrik.

Beispiel 1.2 (Euklidische Metrik). Fiir M c RY, N € N, heifit

N 1/2
da(a,y) = (Zm y> . wyeRY (1.2)
k=1

die so genannte Fuklidische Metrik
Die Metrik in (|1.2]) kann man fiir 1 < p < oo verallgemeinern zu

N 1/p
dy(,y) = (Z ok — w) , z,y RV (13)
k=1

Man kann zeigen, dass dann fiir p = oo

doo(x,y) = 7supN|:Ekfyk|, z,y € RV, (1.4)
O
Beispiel 1.3 (Diskrete Metrik). Sei M eine beliebige Menge. Dann heifit
d(z,y) := {(1) ; falls 2=y, (1.5)
, sonst.
die diskrete Metrik auf M.
O
Beispiel 1.4. Sei M eine beliebige Menge und d eine Metrik auf M. Dann ist auch
d(z,y) == min {1,d(x,y)}, z,y€ M (1.6)
eine Metrik auf M.
O
Beispiel 1.5. Sei M = Cla,b] :=={ f : [a,b] — C| f stetig }. Dann ist
d(f,9) = max §(2) ~ g(@) . .9 € Cloy (17)
eine Metrik auf M. .

Konvergenz:

Definition 1.2 (Konvergenz, Cauchyfolge). Sei (M,d) ein metrischer Raum. Seien
(2n)n C M eine Folge und € M. Man sagt

(i) (zn)n konvergiert gegen x, falls gilt
Ves0Tngen : d(zn,x) < e fiir alle n > ny.

Notation:

. d
lim z, =« oder =z, — z.
n—oo

(ii) (zn)n konvergiert in M, falls ein x € M existiert, so dass < g
(iii) (2 )n heiBt Cauchy-Folge, falls

Ves0Inoen : d(Tn, zm) < € fir alle n,m > ng.

(iv) Der metrische Raum (M, d) heifit vollstindig, falls jede Cauchy-Folge in M konver-
giert.




Bemerkungen.

1. Direkt aus der Definition folgt

lim x, =z in (M,d) < d(zp,x) — x in R.

n—00

2. Falls limz,, = z und limz,, = y, so folgt x = y, d.h. Grenzwerte sind eindeutig: Mit
der Dreiecksungleichung folgt ndmlich

n—oo

Also ist x = .

3. Im Allgemeinen sind Cauchy-Folgen in einem metrischen Raum nicht notwendig kon-
vergent (vgl. das folgende Beispiel .

Beispiel 1.6. Sei M := C'[—1,1] ausgestattet mit der Metrik (1.7)

d(f,9) = max |f(z)—g(x)l, fg€M.
z€[—1,1]

Dann ist (M, d) ein metrischer Raum. Betrachte die Funktionsfolge
falz) = (2?2 +1/n)Y2, ze[-1,1], neN.

Die Folge (fn)n ist stetig differenzierbar, also (f,)n C M. Auflerdem konvergiert sie
gleichmiiBig gegen die nicht(!) differenzierbare Funktion |.|. Insbesondere ist daher (f,).
eine Cauchy-Folge in M, aber eben nicht konvergent in M, da f ¢ M.

Wir bemerken noch, dass M einen Untervektorraunﬂ von C|a, b] darstellt, aber dieser nicht
abgeschlossen beziiglich d ist.

O

Beispiel 1.7. Sei N € N und M := RY ausgestattet mit der Metrik dp, 1 < p < o0,
definiert wie in (1.3)). Dann gilt

RY O (z,)n g
genau dann, wenn siamtliche Komponentenfunktionen konvergieren, d.h. wenn
RD (zfl)n —2¥ mmRfirallel <k<N.
Das folgt im Grunde aus den folgenden Abschétzungen:

e pF00:

N 1/p
z) — 27| < <in—xj|p> < NYP sup |z, — a7).

i=1 1<j<n

=dp(zk,x)

N 1/p

z, — 2’| < sup |z —a?| < Z\x{cfx”p .
1<j<n i=1
— ———

O

1Zur Erinnerung: Sei E ein K-Vektorraum und U C E. Dann heifit U ein Untervektorraum von E, wenn
gilt: Fiir alle z,y € U und X € K sind
z+y €U und e € U

und

U#0.



Beispiel 1.8. Sei (M,d) ein metrischer Raum mit der Metrik (1.6])

d(z,y) = min{l,d(z,y)}, wx,yeM

. d d
Dann gilt x,, — = genau dann, wenn x,, — .

Beispiel 1.9. Sei Cla, b] ausgestattet mit der Metrik (1.7))

d(fag): max |f($)—g($)|7 f,gGM.
z€la,b]

Dann ist die Konvergenz beziiglich d gleichbedeutend mit der gleichméfiigen Konvergenz auf
Cla, bl:

Im. auf [a, b
fo b f e g B0

f.



1.2 Normierte Vektorriume

Wir beginnen mit einer bekannten

Definition 1.3 (Vektorraum). Sei K ein Koérper. Ein Vektorraum iber K oder ein K-
Vektorraum ist eine Menge F zusammen mit zwei Abbildungen

ExE—E, (v,w)—v+w,
KxE—E, (\v)— v,
die man (Vektor-)Addition und Skalarmultiplikation nennt, so dass gilt:

1. E ist zusammen mit der Addition eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element be-
zeichnen wir mit 0 oder mit Og. Wir nennen es auch den Nullvektor von E.

2. Mit beliebigen v,w € E und A\, p € K ist
Apw) = (Ap)v,

Av+w) =X v+ Aw, (A+p)v =+ uv,
lv = .

Dabei ist 1 das neutrale Element der Multiplikation in K. Die Elemente von K
bezeichnet man haufig auch als Skalare, die Elemente von E als Vektoren.

Wohlbekannt ist auch die

Definition 1.4 (Norm). Sei E ein K-Vektorraum. Eine Norm auf E ist eine Abbildung
|I.Il : E — RT mit den Eigenschaften

(i) [z =0<=2x=0.
(ii) ||az|| = |a| ||z| fir alle « € K und x € E.
(i) [} + gl < 2] + ly) fir alle 2,y € B.

(E,||-1l) heiBt normierter Vektorraum. (Falls in (i) nur ,<=“ gilt, so heifit ||.|| eine Halb-
norm).

Bemerkungen.

1. Ist (E,||.]|) ein normierter Vektorraum, so definiert
d(xay) = Hx_yH7 x7y€E (18)

eine Metrik auf E. Diese Metrik heifit die von der Norm induzierte Metrik. Im Allge-
meinen betrachtet man E bzw. Teilmengen von E ausgestattet mit dieser Metrik.

2. Nicht jede Metrik auf einem nicht-trivialen Vektorraum E wird durch eine Norm in-
duziert:

Betrachte dazu den normierten Vektorraum (E, ||.||). Dann wird die Metrik
d(x,y) := min {[|z —y[, 1}

von keiner Norm induziert.

Angenommen, das ist doch der Fall. Dann gibt es also eine Norm ||| . |||, so dass

e =yl =d(z,y) = min{[lx —y|,1}, =zyecR

10



Daraus folgt
I @ [[| = min {[[z]], 1} .

Doch das ist keine Norm, denn fiir # = 1 ist die Eigenschaft (ii) verletzt:
f1llf =221l =2 =1

Auch wenn d von keiner Norm induziert wird, so ist d aber zu einer von einer Norm
induzierten Metrik dquivalent, falls E kompakt ist. Setze man némlich

M=1 und m=(max ||z—y|)~" >0,
zyek

so folgt mit d(z,y) := ||z — y|| fiir alle z,y € E
md(z,y) < d(z,y) < Md(z,y).
Daher sind d und d Aquivalent. Warum gilt tatsdchlich m > 07

Beispiel 1.10 (p-Norm). Auf dem RY ist die p-Norm gegeben durch

N 2P fig 1 <
[E= (Zk:l || ) yfirl<p<oo,  pw, (1.9)
SUPg_1,.. N |z , fiir p = oo

Die ||.Hp—N0rm induziert die p-Metrik d,, (vgl. Beispiel .

Beispiel 1.11. Auf Cfa,b] hat man zum Beispiel die Norm

[flloo == max |f(2)[, [ € Cla,bl. (1.10)
z€la,b]

Es gibt natiirlich auch noch viele andere Normen auf C|a, b], so zum Beispiel fiir 1 < p < o0
die Norm

b 1/p
1A, = (/ f(x)lpdt> ;[ eClab]. (1.11)

O
Beispiel 1.12. Betrachte den Vektorraum
b
L? = { f :]a,b|— R | f Lebesgue-messbar und / lF(OF < oo} (1.12)
Dann ist (LP,||.|[,) ein normierter Vektorraum.
O

Beispiel 1.13 (Folgenriume). Die kommenden Folgenrdume sind allesamt normierte
Vekttorrdume (fiir ndhere Informationen lesen Sie Werner, p. 3-20):

a) Der Raum der beschrénkten Folgen:
17 :=1°(N) = {(2n)n C K| (zn)n beschrinkte Folge },
ausgestattet mit der Norm

|zl =sup|z,|, z= (zn)n € 1.
neN

b) Die [P-Réume:
P = { (wn)n CK| D |2nl” < o0},
k=1
ausgestattet mit der Norm

0o 1/p
ol = (z |xn|p) e
n=1

11



¢) Der Raum der konvergenten Folgen, insbesondere der Raum der Nullfolgen:
c¢:={(zn)n CK| (zn)n konvergent }

bzw.
co :={(zn)n CK|limz, =0},

ausgestattet mit der Norm

llz||,, =sup|zn|, = (zn)n € cbzw. co.
neN

Definition 1.5 (Vollstindigkeit, Banachraum). Sei (E,||.||) ein normierter Vektor-
raum. Dann heifit E vollstindig, falls (E, d) beziiglich der von der Norm induzierten Metrik

d(z,y) = ||z -yl
vollsténdig ist.

(E,||.||) nennt man dann einen Banachraum.

Bemerkung. Beachte, dass nicht jeder normierte Vektorraum vollsténdig ist. Zum Beispiel
ist (C*[—1,1],||.||..) kein Banachraum (vgl. Beispiel.

Beispiel 1.14 (fiir Banachriume). Die folgenden Réume stellen allesamt Banachrédume

dar (fiir ndhere Informationen lesen Sie Werner, p. 3-20)
a) (%, 1l,), 1< p < oo,
b) (Cla, b, [[-lloo)-

c) (LP[a, 0], [-]l,), 1 < p < o0

)

d) L*~[a,b] . Dabei hat man die Norm

— ess = inf S )], € L*[a,b].
[l oo = esssup,epey 1f(2)] NeE}?(N):Otzlll\pNM(” f [a, b]

e) (R™[1Il,)-

£) (C'a, ), ]1.]) mit
171 = max{ | Fllo, 17110 }-

12



1.3 Topologische Begriffe

Definition 1.6 (Kugel). Sei (M,d) ein metrischer Raum. Seien € M und r > 0. Dann
heift

B(z,r):={ye M |dz,y) <r}

die offene Kugel vom Radius r um x.

Beispiel 1.15. Hier sehen Sie B(0,1) beziiglich veschiedener Metriken:

| any |
N

(R2,dq) (R2, dy) (R?,dy)

Definition 1.7 (Offen, abgeschlossen, Umgebung, innerer Punkt). Sei (M,d) ein
metrischer Raum.

(i) Ein Punkt € M heifit innerer Punkt von M, falls ein r > 0 existiert mit

B(z,r) C M.

(ii) Eine Teilmenge O C M heifit offen, wenn jeder Punkt in O ein innerer Punkt ist,
d.h.

Vmeoﬂr>o : B("IJ,'I’) c 0.

(iii) Eine Menge A C M heiBt abgeschlossen, falls das Komplement A® = M \ A offen
ist.

(iv) Eine Menge U C M heifit Umgebung eines Punktes x € M, falls ein r > 0 exsitiert
mit

B(z,r) CU.

Wichtige Fakten:

1. Die offene Kugeln sind nach der Definition tatséchlich offen.

2. (i) 0 und M sind offen.
(ii)) 01,02 C M offen = O1 N O4 offen.

)
)
(iii) (Oj)ier € M offen = J,c; O; offen.
)
)
)

3. (i) ¥ und M sind abgeschlossen.
(ii) O1,02 C M abgeschlossen = O; U Oy abgeschlossen.

(iii) (Os)ier € M abgeschlossen = [,; O; abgeschlossen.

13




Beweis. Zu 1: Wir miissen zeigen, dass B(z, ) offen ist, d.h. fiir alle y € B(x,r) gibt es ein
€ >0, so dass B(y,e) C B(x,r).

Sei also y € B(z,r), d.h. d(z,y) < r. Definiere
e:=r—d(z,y) > 0.
Dann gilt
B(y,€) C B(,7),
denn ist z € B(y,€), so folgt

d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) < d(z,y) + e =d(z,y) +r —d(z,y) =,

also ist z € B(x,r).

Zu 2 (i): Es ist trivial, dass M offen ist und es folgt daraus, dass () abgeschlossen ist. Aber )
ist auch offen, da es keinen Punkt x € §) gibt, zu dem es eine e-Umgebung B(z,€) C () geben
miisste. Daraus folgt dann, dass X abgeschlossen ist.

Zu 2 (ii): Ist O1 N Oy = 0, so ist nach (i) nichts zu zeigen. Sei also O; N Oz # (. Sei
x € O1 N O3. Da O; offen ist, gibt es ¢; > 0, so dass

B((E,Ei) cO;, i=1,2.
Setze
€ :=min {er, €2} > 0.

Dann gilt
B(x,e) C 01N 0o,

also ist O1 N Oy offen.

Zu 2 (iii): Ist die Vereinigung leer, so ist nichts zu zeigen. Sei also |J O; # 0. Dann gibt es
ein i € I, so dass O; # . Sei dann = € O;. Da O; offen ist, gibt es ein € > 0, so dass

B(z,e) C 0; C | O
iel
Das zeigt die Offenheit der Vereinigung.
Zu 3 (i): Das haben wir schon in 2 (i) erledigt.

Zu 3 (ii): Sei also Ay, A; C M abgeschlossen. Dann sind M \ A; und M \ A; offen, also ist
nach 2(ii) auch
M\NAINM\ Ay =M\ (A1 UA,y)

offen. Daher ist A; U Ay abgeschlossen.

Zu 3 (iii): Sei also (A;);er eine abgeschlossene Familie in M. Dann ist fiir alle ¢ € I die
Menge M \ A; offen. Nach 2 (iii) ist dann auch

UM\Ai:M\ﬂAi

i€l i€l
offen. Das zeigt die Abgeschlossenheit von (7., A;. O

Bemerkung. Sei M eine beliebige Menge und sei 7 eine Familie von Teilmengen von M
mit den Eigenschaften 2. (i), (ii) und (iii), d.h.

(i) O,M €T,
(11) 01,0267:>01 ﬂOQGT,
(111) (Oi)iel cT — Uiel 0;eT.

14



Dann heiit 7 eine Topologie auf M und (M, T) heifit topologischer Raum. Die Elemente in
7 nennt man die offenen Teilmengen von M.

Achtung. Es gibt Topologien, die nicht von einer Metrik induziert werden (vgl. Bei-
spiel [L.17))!

Es reicht aus, eine Topologie auf einer Menge zu definieren, um Begriffe wie Konvergenz,
Stetigkeit usw. erkldren zu koénnen.

Definition 1.8 (Hausdorff-Eigenschaft). Ein topologischer Raum (M, 7) heifit haus-
dorffsch, wenn man verschiedene Punkte x,y € M durch offene Kugeln trennen kann, d.h.
es gibt 01,02 € 7 mit

x € 01, yEOz undOlﬂng(Z).

Beispiel 1.16. Jeder metrische Raum ist hausdorffsch.
Beweis. Seien also z,y € M mit x # y. Setze
€:=d(x,y) > 0.

Definiere dann
O, := B(z,¢/3) und O3 := B(y,€/3).

Wire nun z € O1 N O, so wire
e=d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) <€/3+¢/3=2/3¢.

Das ist aber ein Widerspruch, also gibt es kein z € O1 N O3: Der Durchschnitt ist leer.
O

Beispiel 1.17. Sei M := {1,2}. Wir betrachten die so genannte Klumpentopologie
T :={0,M}.

Dann ist (M, 7) nicht hausdorffsch und kann insbesondere nach Beispiel nicht von einer
Metrik erzeugt sein.
O

Definition 1.9 (Inneres, Abschluss, Rand). Seien (M,d) ein metrischer Raum und
ACM.

(i) Die Menge
A= A° = {z € A |z ist innerer Punkt von A}
heiflt das Innere von A. A° ist die grofite offene Teilmenge von A, d.h. A° C A.

(ii) Die Menge B
A:={zeM|V,>oBx,t)NA#0}

heifit der Abschluss von A. A ist die kleineste abgeschlossene Menge M, die A umfasst,
also A C A. Man kann zeigen, dass

A:{$€M|3(zn)nc/x¢$n imr}

(iii) Die Menge
DA = A\ A°

heifit der Rand von A und es gilt

OA={z e M |V,>o:Blx,r)NA#0# B(z,r)NM\ A}

15



Zum Abschluss dieses Abschnittes noch ein niitzlicher

Satz 1.1. Sei M ein vollstindiger metrischer Raum und A C M. Dann gilt

A ist vollstindig <= A ist abgeschlossen.

Beweis. Zu ,—>“. Sei (A4, d,4) vollstéindig und sei (ax)ken eine Folge in A, die gegen x € M
konvergiert. Wir miissen zeigen, dass x € A.

Als konvergente Folge ist (ax) eine d-Cauchyfolge. Damit ist sie wegen d(ax, a;) = da(ag, a;)
auch eine d 4-Cauchyfolge und nach Voraussetzung konvergent gegen ein a € A. Das bedeutet
limd(ag,a) = limd(ag,a) = 0.

Daher konvergiert (aj) auch in M gegen a. Dann ist aber wegen der Eindeutigkeit des

Grenzwertes x = a € A.

Zu ,<=*. Seien nun A abgeschlossen und (aj) eine Cauchyfolge in (A,d4). Das ist dann
auch eine Cauchyfolge in (M, d), also konvergent gegen ein x € M. Weil A abgeschlossen
ist, liegt  in A und ist der Grenzwert von (ay) in (A,d4). O
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1.4 Stetigkeit von Abbildungen

Wir kommen nun zum Begriff der Stetigkeit, den Sie natiirlich schon aus dem Grundstu-
dium kennen. Wir wollen hier auch nur noch einmal schnell die Definition und dquivalente
Formulierungen geben:

Definition 1.10 ((Folgen-)Stetigkeit). Seien (M;,d;) und (Maz,ds) zwei metrische
Réaume sowie f : M; — My eine Abbildung.

(i) f heiBt (folgen-)stetig in x € My, wenn fiir jede Folge (z,,), C M; mit limz, = =
gilt
lim f(z,) = f(2).

(ii) f heifit stetig auf My, wenn f stetig in jedem = € M;.

Manchmal ist es niitzlich einige dquivalente Formulierungen zu kennen:

Satz 1.2. Seien (My,dy) und (Ms,ds) metrische Riume und f : My — My eine Abbildung.
Weiter sei x € My. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) [ ist stetig in x,

(i)
v5>035>0 : (d1($,y) <6= dQ(f(x)af(y))) <€

(iii) Fiir alle Umgebungen U von f(x) in My gilt
f~HU) ist Umgebung von ,
(iv) Fir alle offenen (abgeschlossenen) Mengen U C Mo mit f(x) € U gilt

F7HU) ist offen (abgeschlossen) in My und enthilt x.

Bemerkungen.
1. Man kann mit Hilfe von (4i7) die Stetigkeit von Abbildungen
[+ (M T) — (M2, Ts)
in topologischen Rdumen M; und M definieren.

Natiirlich kann man auch die Folgenstetigkeit von Abbildungen in topologischen Rium-
en definieren. Aber die beiden Begriffe sind i.a. nicht zueinander dquivalent!

2. Die Formulierung (i) der Stetigkeit von f in x ist dquivalent zu
Ves03s5>0 1 f(B(x,0)) C B(f(x), ).
Das folgt im Grunde aus
di(z,y) < <=y € B(x,0) < [f(y) € [(B(z,9))

und

da(f (@), f(y)) < e <= f(y) € B(f(x),e).

Beweis des Satzes. Zu ,,(i) = (4i)“: Sei € > 0. Gébe es kein § > 0 wie angegeben, so gébe
es insbesondere zu jedem k € N ein xj € G mit

dy(z,z1) < %-l-l’ aber da(f(x), f(xg)) > €.
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Dann wire aber limzy, = z und lim f(zy) # f(x). Widerspruch!

Zu (1) = (4i1)“: Sei also U eine Umgebung von f(x), d.h. U ist offen mit f(x) € U. Wir
miissen zeigen, dass f~1(U) offen ist und z € f~1(U).

Weil U offen ist, gibt es ein € > 0, so dass
B(f(z),e) C U.
Nach (i7) gibt es nun ein 6 > 0, so dass
f(B(z,0)) C B(f(x),€) CU.

Daraus folgt dann
B(z,6) ¢ f71(U),
also ist f~1(U) offen und = € f~1(U).

Zu ,(iii) = (iv)“: Trivial

Zu ,,(iv) = (i)*: Sei also (xy)x eine Folge mit limx = z, d.h. es gilt

Vs>03keen : T € B(x,0)  fiir alle k > ko. (1.13)

Sei nun € > 0 beliebig. Nach Voraussetzung ist dann f~'(B(f(x),€)) offen und z €
FYB(f(z),€)). Daher gibt es ein § > 0, so dass

B(z,8) C fTH(B(f(2),e).
Wegen (|1.13)) gibt es dann ein kg € N, so dass
zy € B(z,8) C f~Y(B(f(x),e) fiir alle k > k.

Aber das heifit gerade
f(zr) € B(f(x),e) fiir alle k > ko,

was zu zeigen war. (I
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1.5 Der Banachsche Fixpunktsatz

Ein wichtiges Hilfsmittel der Funktionalanalysis und der Theorie von Differentialgleichun-
gen ist der Banachsche Fixpunktsatz. Mit ihm kann man zum Beispiel die Existenz und
Eindeutigkeit einer lokalen Losung eines Anfangswertproblems zeigen.

Definition 1.11 (Strikt kontraktiv). Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen
Réumen (Mi,dy) und (M, dz) heifit kontrahierend oder strikt-kontraktiv, wenn es ein k €
10, 1] gibt, so dass fiir alle z1,29 € M,

da(f(x1), f(22)) < kdi(x1,22).

Die Zahl k heifit auch ein Kontraktionsmodul von f.

Lemma 1.1 (Cauchyfolgen-Kriterium). Sei (x)ren eine Folge im metrischen Raum
(M,d). Setze aj, := d(zg, Tpy1). Ist > oo ar konvergent, so ist (xx)ren eine Cauchyfolge.

Beweis. Nach der Dreiecksungleichung gilt

k+1—-1 k+1—-1
d(wp, wp) < Y d(zjmi) = Y a; = |sppi-1 — sk, (1.14)
i=k i=k

wenn s, die k-te Partialsumme der Reihe Z,;“;O ay bezeichnet. Die bilden aber nach Vor-
aussetzung eine Cauchyfolge. O

Bemerkung. Die Umkehrung des Lemmas gilt nicht. Wir betrachten dazu M = R und die
Metrik

d(z,y) = {max{l‘l Jyl} fira £y,

0 sonst.

Dann ist zj := % offensichtlich eine Cauchyfolge, aber ay, := d(zk, Tr4+1) = % und die Reihe
aus dem Lemma ist nicht konvergent (Harmonische Reihe).

Satz 1.3 (Banachscher Fixpunktsatz (1922)). Sei A C X eine nichtleere, abgeschlos-
sene Menge eines vollstindigen metrischen Raumes (M,d) und sei

fiACX — A
eine strikt kontraktive Selbstabbildung. Dann gilt

(i) Die Gleichung
flz)=2, z€A

hat genau eine Losung x € A, d.h. f hat genau einen Fizpunkt in A.

(i) Die durch
J)OEA, Tn+1 = f(xn), n=0,1,2,...

definierte Folge (x,,) konvergiert gegen die Losung x fiir alle Startwerte xg € A.
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Beweis. Eindeutigkeit. Angenommen, z und y seien zwei Losungen der Fixpunktgleichung,
d.h. f(y) = y und f(z) = x. Aufgrund der strikten Kontraktivitit von f, gibt es ein k €]0, 1]
mit

d(z,y) = d(f(2), f(y)) < kd(z,y).
Wegen k < 1 muss also d(z,y) = 0, also z = y sein.

Zur Existenz. Seien also zg € A und (z,,), definiert wie im Satz. Wir werden zeigen, dass
(zn)nen eine Cauchyfolge ist. Zunéchst ist

d(ﬂ?n,l'n_t,_l) S kd($7L_1,17n) S k2d($n_27mn_1) S N S k"d(xo,xl). (115)

Wegen k €]0, 1] konvergiert die Reihe Y7  k"d(z¢, 1) und nach dem Cauchykriterium ist
(zn)n eine Cauchyfolge. Da X vollstindig und M abgeschlossen ist, ist M auch vollstéindig.
Daher konvergiert die Folge (x,,), gegen ein z* € M.

Es bleibt zu zeigen, dass z* ein Fixpunkt von f ist. Aber nun gilt fiir alle n

d(f(2"),2") < d(f(@"),wns1) + d(@pir,07) = d(f(2"), f(@n)) + d(@ni1,27)
<kd(z*,zn) +d(Tny1, "),
_—

—0 —0
Es folgt schlieBllich d(f(x*),x*) =0, also f(z*) = z*. O
Bemerkungen

1. Die Behauptung des Banachschen Fixpunktsatzes gilt auch unter der schwicheren(!)
Voraussetzung, dass nicht f, aber fiir ein m € N die m-te Iteration f™ := fo...o f
kontrahierend ist.

Beweis. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat f™ genau(!) einen Fixpunkt: Es
gibt genau ein x € M mit f™(x) = x. Wir wenden nun f auf beiden Seiten an und
erhalten

fof™(x) = f(z) <= f"(f(x)) = f().

Also ist auch f(z) Fixpunkt von f™(z). Der Fixpunkt von f™ ist aber eindeutig und
daher folgt f(z) = z. Da jeder Fixpunkt von f auch Fixpunkt von f™ ist, hat f genau
einen Fixpunkt.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die durch g € M und z,,4+1 := f(z,) definierte Folge
gegen den Fixpunkt konvergiert. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz angewendet auf
f™ gilt fiir jedes yo € M und fiir die Folge y,+1 = f™(yn) die Tatsache, dass (yn)n
gegen den Fixpunkt x konvergiert. Setze

yh=a, 1€{0,1,...,m—1}.

Nun gilt
y(l) =
yi= o) = @) = N @) = 1 @) = = T
I
yn = ... _:L"I’Lm+l-

Daher ist y!, eine Teilfolge von x,,. Andererseits ist jedes z,, in einer der Teilfolgen
yl, enthalten und weil diese ja nach Voraussetzung gegen den Fixpunkt = konvergiert,
konvergiert damit auch die Folge x,, gegen =x. O

2. Die folgenden Gegenbeispiele zeigen, dass keine der Voraussetzungen des Banachschen
Fixpunktsatzes weggelassen werden kénnen:
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a) A =0 und f beliebig.

Dann kann f keinen Fixpunkt haben.
b) A=1[0,1], A=[2,3] und f: A — A.

f bildet nicht in sich selbst ab und kann daher keinen Fixpunkt haben.
c) A=]0,1[ und f(z) = 5.

Losen der Gleichung f(x) = x ergibt = 0. Also hat f keinen Fixpunkt.

d) A=Rund f(z) = § +x — arctanz.

Es gilt f'(x)=1— Tlxg und daher folgt mit dem Mittelwertsatz

@) - 16 = [1- 1 g

d.h. f ist kontraktiv, aber nicht strikt kontraktiv. Und in der Tat hat f in R auch
keinen Fixpunkt.

[z =yl <lz—yl,

3. Fiir die oben definierte iterative Folge gilt fiir alle n € N, wenn = der Fixpunkt ist:

k,n
1-k
k
md($n+1,l’n),
d(xpi1,2) < kd(xy,, ).

d(xp, )

IN

d(zo, 1),

d(ll?7l+1, I) S
Die erste Ungleichung nennt man apriori Fehlerabschitzung und die zweite eine apo-

steriori Fehlerabschatzung. Die letzte Ungleichung zeigt, dass die Methode eine lineare
Konvergenzgeschwindigkeit besitzt.

Beweis. Zur apriori-Abschitzung. Aus (1.14]) und (1.15)) folgt

n+l—1 n+l—1 -1
d(@p,pi1) < Y dzjwiin) < Y K'd(zo,a1) =) kT d(xo, 1)
j=n j=n 7=0

-1

= k" 2)kjd(ac0,x1) S 1—
j=

n

kd(.’ﬂo,ifl).

Fiir [ — oo folgt daraus dann die behauptete Ungleichung.

Zur aposteriorie-Abschitzung. Wir setzen yg := x,,. Dann ist

y1 = f(yo) = f(Tn) = Tnt1.

Mit der apriori-Abschétzung folgt schliellich die behauptete Ungleichung

k k
d($n+17x) = d(ylal’) < md(yl,yo) = md($n+17$n)~

Zur letzen Ungleichung. Diese folgt aus

d(@ny1, 141) = d(f(zn), f(21)) < kd(2p, 1)

nach Grenziibergang [ — oco. O
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Korollar 1.1. Sei P eine metrischer Raum, der so genannte Parameterraum. Vorgegeben
set das von p € P abhdngige Fizpunktproblem

fotp=2p, xp €A, peP, (1.16)

wobei die Abbildungen f, : A C X — X fir alle p € P die Voraussetzungen des Banach-
schen Fizpunktsatzes erfiillen und k von p abhdngig ist. Weiter existiere ein pg € P, so
dass fiir alle x € M gilt:

fpx = fpox  in X fiir p— po.
Dann ezistiert fir alle p € P eine eindeutige Lisung x, von (1.16|) und es gilt

Tp — Tp, 0 X fiir p— po.

Beweis. Sei also x,, die eindeutige Losung des Problems (1.16]), die ja aufgrund des Banach-
schen Fixpunktsatzes exitiert. Fiir dieses z,, gilt

d(p, Tpy) = d(fp(Tp);s Fpo(Tpe)) < d(fp(Tp)s fp(Tpo)) + d(fp(Tpy)s Fpo (Tpo))
S kd(xZD’ xpo) + d(fp<xpo)7 fpo (xpo))'

Daraus folgt nach Voraussetzung
1 "
d(@p, xp,) < 1_ kd(fp(xpo)7fpo(xpo)) — 0 fiir p— po.

Also konvergiert x,, gegen xp,. O
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1.6 Dichtheit und Separabilitét

Definition 1.12 (Dichtheit, Separabilitéit).

(i) Eine Teilmenge D eines metrischen Raumes (M, d) heifit dicht in M, wenn D = M
oder anders ausgedriickt

VimeMVeso03dep : d(m,d) < e.

(ii) Ein metrischer Raum heifit separabel, wenn er eine abzéhlbare dichte Teilmenge be-
sitzt.

Satz 1.4. Ist (M,d) separabel und A C M, so ist auch (A,d4) separabel.

Beweis. Seien also (M, d) separabel und A C M. Dann gibt es eine abzihlbare Teilmenge
D von M, etwa

D::{mk|k’€N}.
Wihle zu jedem j und k ein a;i € B(xy,1/j) N A, sofern diese Menge nicht leer ist. Dann
ist

Z:={a | jk €N}
abzéhlbar. Zu jedem a € A C X gibt es ein k mit d(a,z;) < 1/j und dazu ein j mit
d(zk,ajk) < 1/j. Zusammenfassend folgt

d(a,ak) < d(a,zr) + d(xg, i) < %

dh. Z = A. O

Beispiel 1.18. Der RY, N € N, ist separabel, denn QN C RY ist abzihlbar und liegt dicht
in RY. Nach Satz ist auch jede Telmenge T C RY separabel.

O

Satz 1.5. Fir einen normierten Raum E sind dquivalent:

(i) E ist separabel.

(i) Es gibt eine abzihlbare Menge A mit E = lin(A).

Beweis. Zu (i) = (ii)“: Trivial, denn E = A impliziert E = lin(A), weil

ACln(A)CE=E=ACIln(A)CE=E.

Zu ,,(ii) = (i)“: Sei also A C E abzéhlbar mit lin(A4) = E. Definiere

Q= Q , fir K=R,
" 1Q+iQ |, firK=C.

Setze

B:={> Xzi|neN, \;€Q, =€ A}.

i=1
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Dann ist B abzihlbar. Wir werden B = E zeigen oder anders ausgedriickt
VeeEVes0dyen t |z —y| <e

Seien also z € E und € > 0. Wéhle dann yo € lin(A), also etwa

n
Yo = ZAimiv Ai€Rx; € A,
i=1

so dass
[z —yoll < e/2.

Wiéhle dann A, € @ mit

€
PV VA [P —
2 iy [l

Dann gilt fiir
y= Z Niz; € B
i=1
gerade

n
lz = yll < llz = yoll + llyo — yll < €/2 +max |Xi = X[ Y _ Il <e.
=1

Satz 1.6 (Weierstraf3ischer Approximationssatz). Der Unterraum Pla,b] der Poly-
nomfunktionen auf [a,b], a,b € R, liegt dicht in (Cla,b], |||/ )-

Beweis. O.E. sei a = 0 und b = 1. Andernfalls betrachtet man g(t) = f(a+t(b—a)). Ferner
reicht es, sich mit reellwertigen Funktionen zu begniigen.

Sei f € C0, 1] belibig. Betrachte das n-te Bersteinpolynom
- n i n—i i
pols)i= Bolonf) o= 3 (1)1 = )
i=0

Beachte, dass die p,, tatséichlich Polynome sind. Aulerdem ist B, (s, f) linear und monoton
in f, d.h.

vxE[O,l] : f({E) S g(l’) = vsG[O,l]Bn(Sa f) S Bﬂ(svg)a (117)
st[0,1]Va,ﬁ€va,gEC[O,1] : Bn(sa af + 59) = aBn(Sv f) + 6Bn(sa g)' (118)
Wir miissen zeigen, dass
vfeC[O,l}Hl:‘olynome P, HP’I’L - f”oo — 0.
Die gesuchten Polynome P, sind gerade die p,,, also miissen wir zeigen, dass
[Pn = flloc — O
Weil f gleichmiBig stetig auf [0, 1] ist, gibt es zu € > 0 ein § > 0 mit

s —t| < V3= |f(s) — f(t)| < e (1.19)
Daraus ergibt sich mit
2l
' )
die Ungleichung
If(s) — f(t)| < e +a(t—s)?, firalle s, t € [0,1], (1.20)

denn
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e Ist [s — t| < /9, so folgt (1.20)) aus (T.19).
e Ist [s — t| > /9, so ergibt sich (T.20)) aus

et+alt—s)? Zetalfle > [f6)+1FO] =2 [f(s) = FB)]-
Setze jetzt
gi(s) :== (t — )2
Dann kann man ((1.20)) auch schreiben als

—e—ag < f—f(t)<e+ag: furallete]l0,1]. (1.21)

Wir berechnen jetzt B, (., ;) fiir z;(s) = s/, j = 0,1, 2, mit Hilfe des binomischen Satzes:

n

Bu(s,w0) =Y <”) si(1—8)" = (54 (1 —5))" = 1.

£ 7
=1

Bu(s.1) = z (1) —pi = (1)1
=X (10 = (1)

I
3
|
+ —~
3
=
—_
N———
VA
-
+
—_
—~
—_
|
VA
N~—
3
|
-~
Jr
=
Il
VA
. 3
[
_
N
3
=
—_
N———
VA
N
—~
[
|
&3
N~—
3
|
=
|
o

Il
w
@

" n i n—i 1 2 wie oben e n—1 i+1 n—(i+1) { + 1
Bn(37~”€2)zz ; s'(1—s) - = Z L (I—s) -

i=1
n—2 1
_ s S <Tl - >Si+1(1 _ S)(nf2)7i
n n
1=0
2 n—2
s n—2 .
= — — _ i1 _ o\(n—2)—i
—i—n(n 1) ( ; )s(l s)
=0
s 82 s(1—s)
[— _ -1 1— n—2 — 2.
S 1)+ (- 9) —

Wir bilden jetzt die Bernsteinpolynome aus den Funktionen aus (|1.21)). Wegen der Monotonie

(1.17) und der Linearitét (1.18) ist dann
_Bn('7 €+ Oégt) = Bn(a —€— Oégt) < Bn(7 f - f(t)) < Bn(a €+ agt)'

Wegen
Bn(vf - f(t)) = Bn(?f) - f(t) Bn(a 1) = Bn(vf) - f(t)

——
=1

ist also
Bn('a —€— agt) < Bn(>f) - f(t> < Bn('76 + agt)'
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Daraus folgt dann fiir alle s, ¢ € [0, 1]

‘pn(s) - f(t)| < Bn(sa €+ Oégt) = €Bn(sa 1) + OéBn(S, (t - 5)2)
= e+ a(B,(s,t?) + By(s, —2ts) + B,(s,5%))
= ¢+ at’B,(s,1) — 2taB, (s, s) + aB, (s, s%)

1—
e+at22tas+a<s(s)+52>.
n

Fiir s = ¢ ergibt sich somit fiir alle ¢ € [0, 1]

Ipn(s) — f(t)] < e + at? — 2at* + + at?

t(1—1) !
<e+—
n n

t(1—t)

=€+«

Schliellich folgt
[Pn = flloe — 0.

Beispiel 1.19. (Cfa,b],||.||,,) ist separabel.

Zum Nachweis davon, setze
D :=lin{t" |neN}.

Dann ist {#" | n € N} abzihlbar und nach dem Weierstraischen Approximationssatz ist
D = Cla,b]. Mit Satz|1.5|folgt damit die Separabilitét.

O
Beispiel 1.20. (IP(N), ||.[|,) ist separabel fiir 1 <p < oc.
Sei namlich e,, der n-te Einheitsvektor
en = (0,...,0,1,0,...)
Weiter sei
A:={e,|neN}L
Dann ist "
7 =1in(A) .
Fiir = (x,), € [P gilt ndmlich
n 0o 1/19
=Y miei| =(0,....0,zps1,..)], = ( > |mi|> -0
i=1 » i=n+1
Bemerke noch, dass man genauso die Separabilitdt von ¢ zeigen kann.
O

Beispiel 1.21. (I°°(N), ||.||) ist nicht separabel.

Wir wissen némlich, dass P(N) iiberabzéhlbar ist. Betrachte zu jeder Menge D € P(N) das
Element xp € [°°(N) definiert durch

1 , fallsn e D,
xp(n) :=
0 , sonst.

Dann gilt fiir alle D,C € P(N) mit D # C

Ixp — xcllo = sup Ixp(n) — xc(n)| = 1. (1.22)
ne
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Angenommen, [°°(N) ist separabel, d.h. es gibt ein abziihlbares A C [°°(N) mit A = [*°(N).
Da A dicht in I*°(N) liegt, existiert zu jedem xp, D € P(N), ein ap € A mit

Ixp —apll < 1/4. (1.23)
Dann folgt fiir C, D € P(N) mit D # C

lap —acllo = llap — xc +Xc — XD + XD — acll»
> |[xp = xcllo = llap = XDl & — lIXc — acllo > 1/2.

(T-22) (1.23)p (1.23)
=1 ’1/4 ’1/4

Also gilt ap # ac, d.h. die Abbildung

P(N)— A, Dw—oap

ist injektiv. Dann ist aber A iiberabzihlbar. Widerspruch!

Ahnlich kann man zeigen, dass L>[0, 1] nicht separabel ist.
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1.7 Kompaktheit

Definition 1.13 ((Relative) Kompaktheit, (relative) Folgenkompaktheit,
Prikompaktheit, Hiufungspunkt). Sei (M, d) ein metrischer Raum.

(i) A C M heifit kompakt, wenn jedes System offener Mengen, das A iiberdeckt, eine
endliche Teiliiberdeckung enthilt.

(i) A C M heiBt relativ kompakt, wenn A kompakt ist.

(iii) A C M heifit prikompakt oder totalbeschrinkt, wenn es zu jedem e > 0 endlich viele
offene Kugeln vom Radius e gibt, die A iiberdecken.

(iv) A C M heiit folgenkompakt, wenn jede Folge in A eine Teilfolge besitzt, die gegen
ein x € A konvergiert.

(v) A C M heifit relativ folgenkompakt, falls jede Folge in A eine in A konvergente
Teilfolge enthélt.

(vi) z € M heifit Hiufungspunkt einer Folge (x,,), C M, falls gilt:
Ves0VneNTm>n : Tm € B(Z‘, €)a

d.h. in jeder e—Kugel um x liegen unendlich viele Folgengliederﬂ

Bemerkung. A ist folgenkompakt genau dann, wenn jede Folge in A einen Hiufungspunkt
besitzt.

Satz 1.7. Eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes ist abgeschlossen und be-
schrinkt.

Beweis. Sei A C M kompakt. Zum Beweis miissen wir geeignet offene Uberdeckungen von
A konstruieren und ausnutzen, dass sie endliche Teiliiberdeckungen besitzen.

Zur Beschrinktheit. Ist M = (), so ist nichts zu zeigen. Andernfalls sei z € M und fiir k € N
sei

Uy == B(x,k +1).

Jedes a € A liegt dann in Uy, sobald k + 1 > d(a,z). Also bildet (Up)nen eine offene
Uberdeckung von A und wegen der Kompaktheit von A gibt es ein n € N mit

AC O U, =U,.
k=0

Daher ist A beschrénkt mit einem Durchmesser < 2(n + 1).

Zur Abgeschlossenheit. Sei z € M \ A. Zu jedem a € A sei U, eine offene Kugel um a

mit Radius 3d(a, ). Offensichtlich bildet (U,)se 4 eine offene Uberdeckung von A und nach
Voraussetzung gibt es also ein n € N mit ag, ..., a,, so dass

AC 0 Ua,.
k=0

Setze )
€:= imin{d(x,ak) [0<k<n}.

2Beachten Sie: Beim Grenzwert miissen wirklich alle Folgenglieder ab einem bestimmten N € N in der
Umgebung liegen
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Dann ist € > 0 und fiir alle k € {0,...,n} gilt
B(z,e) NUq, = 0. (1.24)
Daher ist B(x,e) C M\ A, also M \ A offen und A abgeschlossen.
Um einzusehen, seien y € B(z,€) und z € U,, beliebig. Dann gilt
d(y, z) > d(y, ar) — d(ag, z) > d(y, a) — %d(ak7x) > d(z,ar) — d(y,z) — %d(ak,x)
d(ag,x) —d(y, z) > %d(ak,x) —e>0.
Also ist = # z und damit bewiesen. O

Satz 1.8. Fine abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Teilmenge ist kompakt.

Beweis. Seien A C M kompakt und B C A eine abgeschlossene Teilmenge. Sei (U;);cr eine
offene Uberdeckung von B. Wir suchen eine endliche Teiliiberdeckung.

Durch Hinzunahme der offenen Menge U := X \ B erhilt man eine offene Uberdeckung von
A. Weil A kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge K C I mit

AcUu | U
keK
Wegen BNU = () ist dann aber
Bc | U,
keK
und wir haben fiir B eine endliche Teiliiberdeckung (U;);c; gefunden. O

Satz 1.9 (Heine-Borel). Eine Teilmenge A des R™ mit der Standardmetrik ist kompakt
genau dann, wenn sie abgeschlossen und beschrdnkt ist.

Beweis. Zu ,—*“. Trivial nach Satz @

Zu ,<="*“. Sei A beschrinkt und abgeschlossen. Dann ist A in einem geniigend grofen ab-
geschlossenen Quader ) enthalten. Dieser ist nach Analysis IT kompakt. Nach Satz ist
dann A C @ kompakt. O

Bemerkung. In allgemeinen metrischen Rd&umen bzw. in co-dimensionalen normierten Vek-
torrdumen gilt der Satz von Heine-Borel leider nicht mehr. Wir betrachten dazu das folgende

Beispiel 1.22. Sei (R, d) versehen mit der diskreten Metrik

d(x,y){l fir x # vy,

0 sonst.

Dann ist A = R abgeschlossen und beschrinkt. A ist aber nicht kompakt, denn die Familie
(Um)xeA mit

Uy := B(z,1/2) = {z}
ist eine offene Uberdeckung von A, die offensichtlich keine echte Teiliiberdeckung von A
besitzt - und schon gar keine endliche.

O
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Beispiel 1.23. Betrachte (I1°°,||.||, ) und die Teilmenge
A:={e, |neN}cCl™.
Dann ist A beschriankt, denn
ler —enllo £2  fiir alle e, € A.

Weiter ist A abgeschlossen.
A ist also abgeschlossen und beschrinkt, aber nicht(!) kompakt, weil die Uberdeckung

Ac | B(e1/2) = {en}

neN neN

keine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Satz 1.10. Sei (M,d) ein metrischer Raum. Dann sind dquivalent:
(i) M ist kompakt.
(i) M ist folgenkompakt.

(1ii) M ist vollstindig und prikompakt.

Beweis. Zu (i) = (i1)“: Angenommen, M ist nicht folgenkompakt.

Dann gibt es eine Folge (z,,), C M, die keinen Haufungspunkt x besitzt, d.h.
VaoermIe, >0 : B(z, €;) enthélt nur endlich viele Folgenglieder von ().

Es gilt

M C U B(x,€ez).
xeEM

Da M kompakt ist, gibt es eine endliche Menge K C M mit

M C U B(z,€,).
zeK

Also enthielte M nur endlich viele der z,,. Widerspruch!

Zu (1) = (#41)“:

a) Zur Vollstandigkeit: Sei (x,), eine Cauchy-Folge in M. Da M folgenkompakt ist,
besitzt (z,,) eine konvergente Teilfolge (z, )x. Also ist auch (z,,) konvergent und (M, d)
vollsténdig.

b) Angenommen, M ist nicht prikompakt.

Dann gibt es ein ¢ > 0, so dass M nicht durch endlich viele Kugeln mit Radius €
iiberdeckt werden kann:

n

de>0VnenVe, ... them ¢ U B(ty,€) C M.
k=1

Wir werden nun induktiv eine Folge ohne konvergente Teilfolge konstruieren. Sei dazu
t1 € M beliebig. Wegen
B(tl, 6) 75 M
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gibt es to € M mit
d(tl,tQ) Z €

Nun ist auch
B(t1,€) U B(ta,€) # M,

also existiert ein t3 € M mit
d(ts, ty,) > € fir k=1,2.
So fortfahrend, erhélt man eine Folge (¢,), in M, fiir die
d(tn,ty) > € fiir alle k < n.

Es ist klar, dass keine Teilfolge von () eine Cauchy-Folge sein kann. Daher enthilt
(t,,) erst recht keine konvergente Folge. Widerspruch!

Zu ,(iii) = (i)“: Angenommen, (M,d) ist nicht kompakt.

Dann gibt es eine offene Uberdeckung
M C U O;,
il
die keine endliche Teiliiberdeckung von M enthélt.

Da M prikompakt ist, existiert zu e; = 1 eine endliche Uberdeckung von M durch Kugeln
mit Radius 1, d.h.

ny
M c | B, a).
1=1

Aus unserer Annahme folgt, dass mindestens einer dieser Kugeln B (xl(l), €1) nicht durch end-
lich viele der Mengen (O;);es iiberdeckt werden kann. O.B.d.A. sei das die Kugel B(mgl)el).

@) (2)

Nun sei €2 = 1/2 und seien (z7™, ..., Zn, ) geméf der Prikompaktheit von M zu ey gewéhlt.
Es folgt
ml ,€ U B x§1)7 ﬂB(x,(cz),e )

und eine dieser Mengen, sagen wir B (xg ) e 1)N B (xg ,€2), kann nicht endlich iiberdeckbar
durch die O; sein.

Wir fiihren jetzt das Verfahren fort mit e3 = 1/4,¢4 = 1/8,... €, = 27" und konstruieren
so Punkte s,,, so dass

n

m (K, €x)

fir kein n € N endlich iiberdeckbar ist. Insbesondere ist stets
B(sn,€n) N B(Spy1;€nt1) # 0.

Ansonsten wiirde ja doch eine endliche Uberdeckung existieren.

Betrachte nun die entstandene Folge (s,,),. Dann ist fiir jedes beliebige € B(s,,2!7") N
B(spy1,27")

d(sp,5n41) < d(sp,x) +d(z,5,,1)S27 " 427" =27"(241)=3.27".

Daher konvergiert > d(sp,Sn+1) und nach dem Cauchyfolgenkriterium ist (s,), eine
Cauchy-Folge.

Weil M vollstéandig ist, existiert ein s € M mit

s = lim s,,. (1.25)
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Da M iiberdeckt wird von den O;, gibt es ein iy € I, so dass
5 € Oy
Nun ist O;, offen, d.h. es gibt ein € > 0, so dass
B(s,€) C Oy,.
Wegen gibt es ein N € N, so dass
d(sn,s) <e¢/2 firallen > N.
AuBerdem gibt es ein N € N, so dass

217" < ¢/2  fiir alle n > N.

Fiir alle n > max {N , N } folgt dann

n
() B(si,2'7") C B(s,,2'"") C Oj,.

i=1
In der Tat: Ist y € B(s,,2'™™), so gilt
d(y, s) < d(y, sp) + d(sn, s) < e

Also ist y € Oy,
Schlieilich ist damit

n

() B(si,2' ™)

i=1
endlich tiberdeckbar, ndmlich durch ein einziges O;, im Widerspruch zur Konstruktion der
Sn- O

Satz 1.11. A ist priékompakt genau dann, wenn A prikompakt ist.

Beweis. Zu ,,<="*: Ist A prikompakt, so gibt es zu € > 0 endlich viele Punkte a; € A, so
dass

Ac Ac|JBlai,e/2).

Wihle b; € A mit
d(ai,bi) < 6/2

Dann gilt
Ac|JBlai,e/2) | B(bie) (1.26)

In der Tat: Ist s € |J, B(as,€/2), so gibt es ein ¢, so dass s € B(a;,€/2). Es folgt
d(s,b;) < d(s,a;) +d(a;,b;) <e,

also s € |J; B(bi,€).
SchlieBlich heiit (|1.26)), dass A prikompakt ist.
Zu ,=—“:Ist A=A, d.h. A\ A =0, so ist nichts zu zeigen. Sei also A\ A # (.

32



Weiter sei A prikompakt. Dann gibt es zu € > 0 endlich viele Punkte a; € A mit
AC UB(ai,e/Q).

Dann folgt
Ac|JB(aie). (1.27)

In der Tat: Ist b € A, so ist (1.27) klar. Ist b € A\ A, so gibt es ein a € A mit
d(b,a) < €/2.

Es folgt
d(b,a;) < d(b,a) + d(a,a;) <k,
also b € |J; B(ai, €).
SchlieBlich heiBt (1.27), dass A prikompakt ist. O

Satz 1.12. Seien (M,d) ein vollstindiger metrischer Raum und A C M eine Teilmenge.
Dann gilt:
A relativ kompakt <= A prikompakt.

Beweis. Nach dem letzten Satz ist A auch prikompakt und weil M vollstindig ist, ist dann
nach Satz[l1.1{ auch A vollstéindig. Nach Satz heifit das aber gerade

A kompakt <= A prikompakt und vollstindig,

was zu zeigen war. O

Satz 1.13. Jeder kompakte metrische Raum ist separabel.

Beweis. Seien (M, d) ein kompakter metrischer Raum und € > 0. Dann besitzt die Uberde-
ckung

Mc | B(se)
seM

eine endliche Teiliiberdeckung. Es existieren also zu n € N endlich viele sgn), s i

Mc | B 1/n).
k=1

Dann ist die Menge
A::{sfﬁn) |k=1,....,my,, neN}

offensichtlich abzéhlbar. A ist aber auch dicht in M. Sei ndmlich € > 0 beliebig und n € N
so gewéhlt, dass
1/n <e.

Fiir m € M gibt es ein k, so dass
m € B(s\™,1/n).

Wihle dann a € A mit a = sén). Dann folgt

d(m,s,(cn)) <1/n <e,

also tatsichlich A = M. O
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Satz 1.14. Seien (M;,d1) und (Ms,ds) metrische Riume, f: (My,ds) — (Ma,ds) stetig
und (M, dy) kompakt. Dann gilt

f(My) ist kompakt und f ist gleichmdfig stetig.

Beweis. Zur Kompaktheit: Sei also

f) c | Jos

i€l

eine beliebige offene Uberdekcung in M,. Dann folgt

M, C U f10)

el

und weil f stetig ist, ist f~1(0;) fiir jedes i € I offen. Damit haben wir eine offene Uberde-
ckung von M; gegeben und weil M; kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge J C I, so
dass

My c |10 = f(My) c | O

icJ icJ
Also ist f(M;) kompakt.

Zur gleichméfigen Stetigkeit: Sei € > 0. Weil f stetig ist, gibt es zu jedem = € A ein 6, > 0
mit

f(B(z, 36z) N A) C B(f(z), 1e). (1.28)

Setze
U, == B(z, 16,,).

Dann ist (Uy)zea eine offene Uberdeckung von A und wegen der Kompaktheit gibt es
T1,...,Tn € A mit
ACUz U...UU,,.

Setze
§:=min{30,, |j=1,...,n}.

Wir zeigen, dass dann fiir alle z € A
f(B(z,6) N A) C B(f(x),¢€).

Seien also x,y € A und y € B(x, ). Dann gibt es ein j € {1,...,n} mit 2 € U,,, also mit

1
d(z,z;) < §5rj.
Dann gilt
d(y,z;) < d(y,z) +d(z,z;) <d+ %51;]. < Oy,
Daher ist

d(f (), F(@)) < dF @), F() + d(f (), f@) 2 e/2+ /2 = c.
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1.8 Der Satz von Arzela Ascoli

Der Satz von Arzela Ascoli ist ein wichtiges Hilfsmittel in der Theorie der Differentialglei-
chungen, weil man mit ihm z.B. den klassischen Satz von Peano beweisen kann. Dafiir reicht
im Grunde die erste Version des Satzes, den ich hier vorstellen werde. Arbeitet man jedoch
in unendlich dimensionalen Banachrdumen, so gilt diese nicht mehr. Dafiir gibt es aber dann
eine hiibsche Verallgemeinerung dieses Satzes.

Satz 1.15 (von Arzelad-Ascoli: Klassische Version). Sei (K,d) ein kompakter metri-
scher Raum und sei A C C(K), wobei C(K) wie tiblich mit der Supremumsnorm versehen
wird. Dann ist A genau dann relativ kompakt, wenn gilt

(i) A ist punktweise beschrinkt, d.h.
Veerx3o,>0 : |f(@)] < Cp  fir alle f € A.
(i) A ist gleichgradig stetig auf K, d.h.

Vesodsso @ |f(x) — f(y)| < € fir alle z,y € K mit d(z,y) < § und alle f € A.

Bemerkungen.
1. Gilt in dem Satz zusétzlich die Bedingung
(iii) A ist abgeschlossen,

so folgt, dass A kompakt ist bzw. wenn A kompakt ist, dass dann (i), (i7) und (4i4)
folgen.

2. Aus der Kompaktheit von K folgt sofort, dass A gleichmdfig gleichgradig stetig ist,
d.h.
Vesods>0Vsea : |f(z) — f(y)| < e fiir alle z,y € K mit d(z,y) < 0.

Beweis des Satzes. Zu ,,—>*.

e A ist punktweise beschréinkt:

Da A relativ kompakt ist, ist A kompakt, also A beschrinkt und wegen A C A ist
dann auch A beschriankt, d.h. fiir alle f € A gilt

sup || f|| o, = sup max [f(z)| < oo.
feA feazeK
Somit ist A insbesondere auch punktweise beschrinkt, was zu zeigen war.
e Aist (gleichméBig) gleichgradig stetig:

A ist relativ kompakt und demnach A prikompakt. Es existieren also zu € > 0 Funk-
tionen f1,..., fn, € A mit

Ac|JB(fi,%). (1.29)

=1

Alle f1,..., fn sind nach Satz gleichméBig stetig (da K kompakt ist). Deshalb
existiert ein § > 0, so dass

|fi(z) = fily)] < § fiir alle z,y € K mit d(2,y) <0 Viz1, .. n- (1.30)
Ist nun f € A beliebig, so gibt es wegen ((1.29) ein j € {1,...,n}, so dass

feB(f:5) (1.31)
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Dann folgt
[f(@) = f)l < |[f(@) = f3(@)[+]f;(2) = fi)| + |f5(y) = F(y)| <€

(1.31) ¢ (.30) ¢ 31

3 3 3

fiir alle z,y € K mit d(z,y) < J§, und somit ist A (gleichmiBlig) gleichgradig stetig.
Zu ,<="*: Fiir den Beweis benutzen wir ein Diagonalfolgenargument.
Nach Satz ist die kompakte(!) Menge K separabel. Es gibt also eine abzéhlbare Menge
{ri,re,...} CK

mit {rq,r9,...} = K.

Wir miissen zeigen, dass A relativ kompakt ist. Das ist aber dquivalent dazu, dass A relativ
folgenkompakt ist:

Sei daher (f,), C A. Wir miissen zeigen, dass (f,), eine gleichmiiflig konvergente Teilfolge
besitzt (oder dquivalent dazu: eine konvergente Teilfolge bzgl. der Supremumsnorm).

Weil A punktweise beschrinkt ist, ist die Folge (f,,(r1))n in K beschréinkt.

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl enthélt jede beschréinkte Folge in K eine konvergente
Teilfolge. Dies angewendet auf (f,,(r1)), liefert eine konvergente Folge

Fo (ra)s oo (r), o0 (r)s -

Auch die Folge (f «)(r2); ist beschréinkt, und eine geeignete Teilfolge dieser Folge, etwa

fu (r2)s oo (r2), £ (ra), -
konvergiert. Nochmalige Ausdiinnung beschert uns eine konvergente Folge
fngs) (rs), fnéz) (r3), f”é3> (r3),..., ete

Nun wenden wir das Diagonalfolgenprinzip an:
Die Diagonalfolge (f ) )ken hat die Eigenschaft
k

((f, (i) ken) konvergiert in K fiir alle i € N. (1.32)
k
(Z.B. konvergiert die Folge (f, ) (r1)), f, @ (r1),..., da die f & (r1), & > 2, alles Teilfolgen
1 2 k
von f (r1) sind.)
1
Die Folge fi := f u), k € N, konvergiert also auf {r1,r2,...}.
k

Wir werden nun die gleichgradige Stetigkeit benutzen, um die gleichméfige Konvergenz von
(fx)ken 2zu zeigen. Dazu beweisen wir, dass (fx )i bzgl. der Supremumsnorm eine Cauchyfolge
bildet:

Sei also € > 0 und wihle § > 0 geméfl der Voraussetzung der gleichmifligen gleichgradigen
Stetigkeit.

Da K kompakt ist, gibt es endlich viele Kugeln B;, i = 1,..., N, mit Radius /2, so dass
N
K c B
i=1

Wegen {ry,ra,...} = K gibt es zu jedem B; ein s; € {ry,72,...} mit s; € B; und wegen
(11.32) gibt es sodann ein kg = ko(e) € N, so dass

|fk(8l) — fm(si)| < % Vkmzko und i = 1,...,N. (133)
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Sei jetzt x € K beliebig. Dieses Element liegt dann in einer der Kugeln B;, sagen wir x € B;
und es folgt d(x,s;) < 0. Aufgrund der gleichgradigen Stetigkeit gilt somit

|fr(x) = fe(si)| < § fiir alle k € N, (1.34)
Also implizieren und fir alle k,m > kg
|fi(2) = fn(@)] < |fr(@) = fu(s)|+ | fu(si) = fn(si)| + [ fm(si) — fn(2)] <€

39 (©33) 39
€/q € €/q

Das zeigt ||fx — fnlloo < € fiir k,m > ko und (fx) ist in der Tat eine Cauchyfolge. Da
(C(K),||.]lo) vollstindig ist und A C C(K) gilt, ist auch A vollstindig. Also ist die Cauchy-
folge (fx) konvergent und ihr Limes liegt in A. Damit ist A relativ folgenkompakt und damit
auch relativ kompakt. O

Bemerkung. Der Satz von Arzela-Ascoli gilt auch fiir C(K,K"). Der Satz gilt aber nicht
mehr fiir C(K, X), wenn (X, ||.||) ein unendlich-dimensionaler Banachraum ist. Es gibt aber
einen schonen Ersatz dafiir. Man muss dafiir die Bedingung der punktweisen Beschrinktheit
von A ersetzen:

Satz 1.16 (von Arzela-Ascoli: Allgemeine Version). Sei (K,d) ein kompakter metri-
scher Raum und sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum. Weiter sei A C C(K, X).
Dann ist A genau dann relativ kompakt, wenn gilt

(i) Fir allek € K ist A(k) :={f(k)| f € A} relativ kompakt in X .
(i) A ist gleichgradig stetig auf A, d.h.

Vesodsso : [f(z) — f(y)] < € fir alle z,y € K mit d(z,y) <J VYyea.

Beweis. Siehe Anhang O

Beispiel 1.24. Sei
fn:[0,1] = R, x> narctan(®).

z
n
Dann ist

F:={f,|neN}

relativ kompakt.

a) Beschriinktheit: Fiir « € [0, 1] gilt

ula) =1 B
n(2) = narctan(£) = retan(E
" ) o, 1l
Mit der Regel von 1'Hospital folgt dann
1
lim arctan(y) _ lim 1+y? -1
y—0 Y y—0 1 '
Daher gilt fiir alle z € [0, 1]
lim f,(z) ==,

d.h. insbesondere, dass die Zahlenfolge (f,(x)), beschrénkt ist fiir alle = € [0, 1].
AuBerdem konvergiert (fy,), punktweise auf [0, 1] gegen die identische Funktion

f:00,1] - R, z~ z.
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b) Gleichgradige Stetigkeit: Zunichst ist f,, differenzierbar auf [0, 1] fiir alle n € N:

n

fh(x) = ﬁ fiir alle z € [0,1] und alle n € N.

Daraus folgt
1ol < 1,

also nach dem Mittelwertsatz
|[fn(x) — fuly)| < |z —y| fiir alle z,y € [0,1] und alle n € N.
Dabher ist F' gleichgradig stetig.

Nach dem klassischen Satz von Arzela-Ascoli (Satz|1.15)) ist F' also relativ kompakt. Beachte
aber, dass F nicht kompakt ist, da f ¢ F.

O
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1.9 Der Satz von Baire

Der Satz von Baire ist ein wirklich wichtiger Satz der Funktionalanalysis, da wir ihn noch
oft brauchen werden:

Satz 1.17 (von Baire). Seien (M,d) ein vollstindiger, metrischer Raum, M # ( und
(Ag)r C M eine Familie abgeschlossener Teilmengen in M mit

we
k=1

Dann existiert mindestens ein ko € N mit Ay~ # 0, d.h. mindestens ein abgeschlossenes
Ay enthdlt eine offene Kugel.

Beweis. Annahme: A = {) fiir alle £ € N, d.h. kein A, enthilt eine offene Kugel.

Dann gilt die folgende Tatsache:
Fiir ein beliebiges & € N und eine beliebige offene Menge O C M mit O # () und Ax C O
existiert ein x € M und ein € > 0, so dass

B(z,e) :={y e M |d(z,y) <e} CO\ 4. (1.35)

Hierbei ist wichtig, dass O \ Ar # 0. Das ist nach Annahme auch der Fall, denn wire
O \ Ay = 0, so enthielte ja Ay eine offene Kugel, also A}, # (), was ein Widerspruch zur
Annahme wére. Also ist tatséchlich O \ Ag # 0(!).

Wende nun (|1.35) sukzessiv an:

e Zunichst finden wir ein 21 € M und ein 0 < ¢; < 1 mit

Bl = B(.’El,Gl) C M\Al 75 0.

e Weiter existiert nach (1.35)) ein o € M und ein 0 < ez < %, so dass
BQ = B($2,€2) C B($1,€1) \A2 75 0.
Beachten Sie, dass auch hier wieder B(z1,¢€1) offen ist und dass

BQ C B(l’l,ﬁl) \A2 C B(Il,Gl) C B(l’l,ﬁl) = Bl.

e Wir setzen das Verfahren induktiv fort: Es gibt also ein z, € M und ein 0 < ¢, < 21—k,
so dass fiir alle k € N

By = B(xp,ex) C B(zp_1,60-1) \ Ap £ 0
und
By C B (1.36)
Insbesondere gilt wegen , dass fiir alle k € N
T, € B(ay, e) = By, fiir alle n > k,

also
d(xn, z1) < € < 21=F  fiir allen > k

und daher ist (z, )y eine Cauchyfolge in M.
Weil M vollstandig ist, gibt es ein x € M mit

T :=limz,.
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Weiter gilt
r € B(zg,ex) C B(zp_1,6ex-1) \ Ax C M\ A;, fiir alle k € N,

denn die Folge (-T'r_z)nZk ist eine Folge in der abgeschlossenen Menge B;, und deshlab liegt
ihr Grenzwert in By.

Damit ist
r €M\ A, Vien
und so
ze [\ M\A,=M\|]J A =0,
keN keN
——
=M

doch das ist offensichtlich ein Widerspruch. O
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1.10 Erginzung: Eigenschaften von normierten Vektorrdumen

Dieser Abschnitt sei der Aquivalenz von Normen gewidmet. Bevor wir aber dazu kommen,
vorerst noch ein kleiner

Satz 1.18. Sei X ein normierter Vektorraum.
(i) Aus x,, — x und y, — y folgt v, + yn — +y.
(i) Aus A, — X\ und x,, — x folgt A\pxy — Ax.

(i1i) Aus x, — x folgt ||x,|| — ||z

Beweis. Zu (i): Das ist einfach wegen

I(n +yn) = (@ + Yl < llzn — 2] +llyn =yl = 0.

Zu (ii): Das ist auch nicht schwer, denn

[Antn = Azl < [[Anz = Anzl| + [[Anz = Azl| = |An] [|2n — ]| + [An = Al [|zn]] — 0.
Zu (iii): Das ist genauso einfach, weil
lznll = llzll] < [lzn — 2] — 0.

Insbesondere ist also eine konvergente Folge (x,) beschrinkt, d.h. die Folge der Normen
(|[xn]]) ist beschrénkt. O

Korolla}' 1.2. Sei U ein Untervektorraum des normierten Raumes X. Dann ist der Ab-
schluss U ebenfalls ein Untervektorraum.

Beweis. Seien also x,y € U. Dann existieren x,,,, € U mit x,, — z und g, — y. Es folgt
Usxpn+yn—x+y.

Also gilt in der Tat  +y € U. Fiir A € K konvergiert (Az,,) gegen (\z). Also gilt auch
Az eU. O

Wir kommen nun zur angekiindigten

Definition 1.14 (Aquivalenz zwischen Normen). Zwei Normen |.|| und ||| . ||| auf
einem Vektorraum X heiflen dquivalent, falls es Zahlen M > m > 0 gibt, so dass

mlz|| < |||z ||| < M|jz|| fiir alle z € X.

Von Vorteil ist der folgende

Satz 1.19. Seien ||.| und ||| . ||| zwei Normen auf X. Dann sind folgende Aussagen dqui-
valent:

(i) Il und ||| . ||| sind dquivalent.

(ii) Eine Folge ist beziiglich ||.| konvergent genau dann, wenn sie es beziiglich ||| . ||| ist.

Auflerdem stimmen die Grnezwerte tiberein.

(i1i) Eine Folge ist |.||-Nullfolge genau dann, wenn sie eine ||| . |||-Nullfolge ist.
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Beweis. Die Implikationskette (i) = (1) = (4i¢) ist trivial.
Zu (iii) = (¢): Angenommen, fiir kein M > 0 gilt die Ungleichung
||| < M|z| fir alle z € X.

Fiir jedes n € N gibt es dann ein z,, € X mit ||| z,, ||| > n||a||. Setze

R Tn
Yn = Aleal

Es folgt
lynll = 5 — 0.

Also ist (y,) eine ||.||-Nullfolge. Nun gilt aber

I yn ]| > ?llznll — 1 i alle n € N.

lznll —

Demnach ist (yy) keine ||| . |||-Nullfolge. Widerspruch! O

Bemerkung. Der Satz [I.19 sagt, dass dquivalente Normen dieselben Topologien erzeugen.
Weiter folgt, dass (X, ||.||) und (X, ||| . |||) dieselben Cauchyfolgen besitzen. Daher sind die
Raume (X, ||.||) und (X, ||| . ||]) entweder beide vollstéindig oder eben nicht.

Achtung: Bei Metriken sieht das ganze anders aus: Versieht man ndmlich 7" mit zwei Metriken
derart, dass (T,d;) dieselben konvergenten Folgen wie (T,d3) besitzt, so brauchen diese
Metriken nicht dieselben Cauchyfolgen besitzen:

Beispiel 1.25. Betrachte auf T'= R die Metriken
dy(s,t) :==|s —t|, da = |arctans — arctant|.

Dann ist (n) eine da-Cauchyfolge, aber eben keine d;-Cauchyfolge und (R, d3) ist auch nicht
vollstéindig im Gegensatz zu (R, dy).

([
Die im Beispiel auftauchenden Metriken sind &dquivalent in dem Sinne, dass sie dieselben
offenen Mengen erzeugen:

Seien d; und dy zwei Metriken auf der nicht-leeren Menge X. Dann heiflen d;
und dy dquivalent zueinander, wenn es zu jedem z € X und r > 0 ein € > 0 gibt,
so dass

By, (z,€) C Bg,(x,7) und Bg,(x,€) C By, (z,7).

Demzufolge ist es auch nicht verwunderlich, dass der Satz i.A. nicht fir Metriken zu
gelten braucht.

Beispiel 1.26. Die Normen
£l = max{[|fllo, 1 f'llc},  f € C'a,0]

und

. feCa,b].

[flloc = sup [f(?)
t€la,b]

sind auf C'[a, b] nicht dquivalent, da (C'[a,b], ||.|| ) nach Beispiel kein Banachraum ist
und nach Beispiel f) aber (C*[a,b], ||.||) schon einen Banachraum darstellt.
O

Beispiel 1.27. Ebensowenig sind ||.||,, wie in Beispiel und

1
1£, = / FOlde, feco,]

auf C1[0,1] dquivalent. Es gilt zwar
£l < Ifll  fiir alle f € C*0,1],

aber f,(t) = t" definiert eine ||.||,-Nullfolge, die keine ||.|| -Nullfolge ist. Nach Satz
sind deshalb beide Normen nicht dquivalent zueinander.
O
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Beispiel 1.28 (Gewichtete Norm). Betrachte fiir « > 0 die Normen

Il fllly= sup |f(t)]e "
0<t<1

auf C0,1]. Dann sind ||.||, und ||| . |||, &quivalent, denn es gilt
e < [ fllse < el £, firalle f € C[O, 1],
Auf der einen Seite gilt ndmlich fiir alle f € C[0,1] und ¢ € [0, 1]
Ol < IfOI < 1fll
und auf der anderen Seite

If@)] = e e [fB)] < e[| f [la < eI f -

Die ||| . |||,-Norm wird oft in der Theorie der gewénhlichen Differentialgleichungen benutzt,
weil mit dieser oft aus einer nichtkontraktiven Abbildung eine Kontraktion wird, was von
Vorteil ist, wenn man den Banachschen Fixpunktsatz anwenden mdchte.

O
Abschliefend kommmen wir nun zu dem niitzlichen
Satz 1.20. Auf einem endlichdimensionalen Raum sind je zwei Normen dquivalent.
Beweis. Sei etwa
dimX = N
Weiter sei {e1,...,en} eine Basis von X sowie ||.|| eine Norm auf X. Wir wollen zeigen, dass

||.|| &quivalent zur euklidischen Norm

N N 1/2

2
el = (zw )
=1 =1

2
ist.
Definiere
M = max{|le1]|,- .-, |lex]||} > 0.

Dann folgt

N N otder [N V2 /N 1/2

I oveall <X ol fleall <™ (Z |ai|2> (Z |> .

i=1 i=1 i=1 i=1

Also gilt
||| < MVN||z||, fiir alle z € X.

Daraus sieht man, dass ||.|| beziiglich ||.||, stetig ist, denn aus ||z — z||, — 0 folgt

lzall = llzll] < Nl — 2/l < MVN|Ja — all, — 0.
Weiter ist die Menge
S={zeX |l =1}
in (X,].]|,) abgeschlossen, weil
—1
S=1lz"({1})
und {1} abgeschlossen sowie ||.||, stetig ist. Offensichtlich ist auch S beschrénkt beziiglich
||.|l, und zusammenfassend heifit das, dass S kompakt ist nach dem Satz von Heine Borel
(Satz[1.9). Daher nimmt die stetige Funktion [|.|| auf S ihr Minimum m > 0 an. Es gilt sogar
m > 0, denn wire m = 0, so folgte z = 0 im Widerspruch zu x € S. Schliefllich folgt

mllz|l, < [lz|| fir alle z € X,

weil z/[|z||, € S fir  # 0. Damit ist gezeigt, dass jede Norm zu |||, dquivalent ist und
daraus folgt die Behauptung. O
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2 Lineare Operatoren und 3 fundamentale Sitze

e Grundbegriffe: Operatornorm, Dualraum, Isometrie, starke Konvergenz und der Fred-
holmsche Integraloperator

e Invertierbarkeit und Neumannsche Reihe
e Der Satz von Banach-Steinhaus als Folgerung aus dem Satz von Baire
e Offene und abgeschlossene Abbildungen und der Satz von der offenen Abbildung

e Der Graph eines Operators und der Satz vom abgeschlossenen Graphen als Folgerung
aus dem Satz iiber die offene Abbildung

e Wichtige weitere Folgerungen

2.1 Grundbegriffe

Im Folgenden betrachten wir zwei normierte K-Vektorrdume(X, ||.||) und (Y, |.|ly-) und
eine lineare Abbildung A : X — Y, d.h.

Alazx + fy) = aA(x) + BAWY) VaperVeyex-

Bezeichnung.
Fiir einen normierten Raum X setze

Bx ={zeX|[z] <1},
Sx ={zeX||zl|=1}

Bx wird die abgeschlossene Finheitskugel in X und Sx die Einheitssphdre in X genannt.

Der folgende Satz stellt niitzliche Aussagen iiber Stetigkeit von linearen Abbildungen bereit:

Satz 2.1. Seien X undY normierte Riume und sei A : X — Y linear. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) A ist stetig.

(i) A ist stetig in 0.
(1ii) Es gibt ein C' > 0, so dass ||Az||y < C fir alle x € Bx.
(iv) Es gibt ein C >0, so dass ||Az|ly < C||z||y fir alle x € X.

(v) A ist gleichmdfig stetig.

Beweis. Die Implikationen (i) = (44) und (v) = (i) sind trivial.

Zu (ii) = (i4i): Da A linear ist, gilt A0 = 0. Nun ist A stetig in 0, also gibt es zu ¢ = 1 ein
6 > 0, so dass

|Az|| <1 fiir alle z € X mit ||z] < 4. (2.1)

Sei nun = € By. Dann gilt ||6x| = d||z|| < § und daher wegen (22.1)
1
|Adz|| < 1 <= || Az|| < 5= C.
Zu (ii1) = (iv): Sei also 0 # x € X. Dann ist o € Bx. Daher gibt es ein C' > 0, so dass

[A(z/l|zIDI < C = || Az|| < C|z]|.
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Das gilt natiirlich auch fiir x = 0.

Zu (iv) = (v): Sei also € > 0. Wihle 0 := § mit dem C > 0 aus (iv). Beachte, dass fiir
C' = 0 nichts zu zeigen wire. Dann gilt fiir alle z,y € X mit ||z —y| < ¢

[Az — Ay[| = [A(z —y)| < Cllz —yl| < Co =€

Notationen.

o L(X,Y) ist der K-Vektorraum aller stetigen linearen Abbildungen von X nach Y:

‘L(X, Y):={A: X — Y | A linear und stetig } ‘

Ein Element A € L(X,Y) heiit auch stetiger linearer Operator oder beschrinkter
linearer Operator. Beachten Sie, dass L(X,Y) # (), denn stets ist der Nulloperator
z+—0in L(X,Y).

e Ist der Bildraum Y = X, so schreiben wir auch

| L(X) = L(X, X) ]

e Die Menge

X' = L(X,K)

heifit der topologische Dualraum von X und die Elemente A € X’ heiflen stetige, lineare
Funktionale auf X.

Bemerkungen.

1. Tatséchlich ist L(X,Y") ein Vektorraum. Das liegt daran, weil Summen und skalare
Vielfache von Nullfolgen wieder Nullfolgen sind. Also ist L(X,Y") beziiglich der alge-
braischen Operationen

(A+ B)(z) = Az + Bz
(M) (z) = Nz
ein Vektorraum.

2. Beachten Sie, dass man zwischen dem algebraischen und dem topologischen Dual-
raum unterscheiden muss. Nicht jedes lineare Funktional ist stetig (vgl. das folgende

Beispiel .

Beispiel 2.1. Sei (X, |.||,,) ein unendlich-dimensionaler normierter Vektorraum. Dann be-
sitzt X eine Hamelbasis, d.h. eine maximale Menge von linear unabhéngigen Elementen

{r, € X |iel}

aus X, so dass jedes Element x € X eine eindeutige Darstellung als endliche Linearkombi-
nation von Elementen z; besitztP]

O.B.d.A. sei ||z;]| =1 fiir alle i € I. Weiter sei

{l‘ik‘k‘EN}C{xi|iEI}

3Das kann man z.B. mit dem Lemma von Zorn beweisen
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eine abzéhlbare Teilmenge. Definiere die Abbildung
A XK, x= Zaixi — Zaikkz
i€l keN

Beachten Sie, dass die rechte Summe endlich ist, da nur endlich viele o, # 0 sind. Daher
ist A wohldefiniert. A ist auch linear. Insgesamt ist also A ein Element des algebraischen(!)
Dualraums von X.

Nun gilt aber
|Azi,| =k Vien,

denn z;, = oy, T;,, also a;, = 1 und alle anderen o, = 0. Es folgt

e
sup |Az| > supl|Az; |=supk = +oo,
z€Bx keN keN

d.h. aber, dass A nicht stetig ist.

Wir konnen also notieren

Der algebraische Dualraum ist i.a. wesentlich grofler als der topologische Dualraum.

Ist jedoch dim(X) < oo, so wissen Sie nach Analysis 2, dass jede lineare Abbildung A :
X — Y fiir jeden beliebigen normierten Vektorraum (Y, ||.||y) stetig ist.

Insbesondere stimmt in diesem Fall X’ = L(X,K) mit dem algebraischen Dualraum von X
iiberein.

O

Beispiel 2.2. Betrachte X = Cf[a, b] ausgestattet mit der ||.||_-Norm. Definiere die Abbil-
dung
0z : Cla,b] = K, f+— f(zg).

Offensichtlich ist d,, linear und es gilt fiir alle f € C[a, b]

102 (f)| = [f (o) < sup [f(2)] = [[fllc < o0,

z€Ja,b]

d.h. &, erfiillt (iv) aus Satz [2.1) mit C' = 1. Damit ist J,, stetig, also d,, € X' ein stetiges
lineares Funktional auf X.

O

Beispiel 2.3 (Fredholmscher Integraloperator). Betrachte X = (Cla,b]
k € C([a,b] x [a,b]). Definiere die Abbildung

) und

1l

b
A:X—-X, u— / k(z,y)u(y)dy.

Offensichtlich ist A linear. Aber A ist auch wohldefiniert, d.h. Au € X: Da k gleichméafig
stetig ist, wihle zu € > 0 ein 6 = d(€) > 0 mit

I(2,y) = (&, )l <6 = |k(z,y) — k(' )| <e,

wobei ||.|| die euklidische Norm auf R? darstellt.

Fiir |z — 2'| < 0 gilt dann

b b
|(Au)(x) — (Au)(2)] < / k(2. y) = k(2 y)] |u(y)| dy < 6/ lu(y)| dy < €flull -

Also ist tatséchlich Au € X und so A wohldefiniert.
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Weiter gilt

[Aull g = sup

b
< sup / ()| dy |lull...
z€[a,b] a

z€[a,b]

/ k(z,y)u(y)dy

=:C
d.h. A erfillt (4v) von Satz und daher ist A stetig, also A € L(X,Y).
Der hier betrachtete Operator heifit Fredholmscher Integraloperator und k sein Kern.

Die letzten Beispiele motivieren die folgende Norm einzufiihren:

Operatornorm.
Fiir A € L(X,Y) definiert man

A= [[AllL(x yy = f{ C > 0] [Az]ly <C Vaepy }|

und ||A|| heiit die Operatornorm von A.

Es gibt noch eine andere Moglichkeit, die Operatornorm auszudriicken, was viel schoner fiir
die Anwendung ist:

[Al = sup [|Az]||
r€EBx

Beweis. Setze Cy := sup,cp, ||Az|. Dann gilt offensichtlich fiir alle x € Bx
[Az|| < Co = ||A]| < Co.
Wihlt man andererseits zu € > 0 ein z, # 0 mit
[Aze]| > Coll1 = €fl, =z € Bx,

so ergibt sich
|4l = CollL — ]|

Da € > 0 beliebig war, folgt ||A|| = Co. O

Eine wichtige Tatsache ist die, dass fiir alle x € X

[14z]| < [|A]l]l=] |

Beweis. Fiir x € Bx gilt
[Az|| < sup [|Az| = [[A]
xE€EBx

Fiir beliebiges © € X mit x # 0 ist H%\I € Bx, also

T
A—
H ]

‘ < Al <> 14z < [ A]lz]

und die letzte Ungleichung gilt sogar fiir x = 0. O

Weiter halten wir fest:

(L(X,Y), [ ll1.(x,y) ist ein normierter Vektorraum
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Beweis. Dass L(X,Y) ein Vektorraum ist, haben wir schon oben gesehen. Die ersten beiden
Normeigenschaften sind klar. Um die Dreiecksungleichung zu zeigen, sei ||z|| < 1. Dann gilt

I(A+ Bye| = | Az + Bal| < | Al| + || Bzl < [[4] + | B].
Der Ubergang zum Supremum zeigt, dass ||A + BJ|| < || A|| + || B||- O
Es gibt noch viel mehr Moglichkeiten fiir den Ausdruck ||A||:

A
41 = sup Jidz] = sup [l Asi] = sup Az
S g El

Wir werden aber nur die erste Gleichung in diesem Skriptum benutzen. Daher sparen wir
uns die Beweise der beiden anderen Gleichheiten. Sehen Sie es einfach als Ubungsaufgabe
an!

Beispiel 2.4. Wir wollen jetzt die Operatornorm zu Beispiel berechnen: Wir wissen
SChOD, dass |§zo(f)‘ S ||fHoo’ also

10zl x/ < sup | fllo =
feBx

Jetzt benutzen wir einen Standardtrick, mit dem wir schliefllich [|0,, || v, = 1 zeigen werden.
Wir betrachten dazu die Funktion f = 1 € C[a,b]. Dann ist f € Bx, da ||f|,, = 1 und
daher ist

620l x» = sup |8a(f)] = 02, (1) = 1.
feBx

Daraus folgt schlieflich ||0,, || = 1.
O

Beispiel 2.5. Wir wollen die Operatornorm zu Beispiel bestimmen. Wir wissen schon,
dass

o < st / (i, )] dy.

Nun ist

b
/ k(. 9) f(4)dy

[All L2y = sup [|Afll = sup sup
feBx fe€Bx z€la,b)

sup sup
xz€[a,b] fEBx

b
/ k(z,y)f(y)dy| .

=M

Fiir x € [a,b] und € > 0 betrachte f. € Bx definiert durch

k(z,y) )
(y) = ——7L iy alle y € [a, b].
Dann folgt
|k (x,y Y |k(z, y)| — /
M > > [ LY =€ o
/|kxy|+e =, |k<xy|+e k(e y)l dy = e(b —a).

Daraus folgt

b
|All > sup / \k(z,y)|dy — e(b—a) fiir alle € > 0.
z€la,b] Ja

Da € > 0 beliebig war, folgt schlielich

4= sw / (z,9)| dy | (2:2)

z€[a,b]
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Beispiel 2.6. In diesem Beispiel mochte ich zeigen, dass ¢g in ¢ abgeschlossen ist: Betrachte
dazu die lineare Abbildung

A:c—K, z=(tp)s— limt,.
Es ist ||A|| = 1, denn auf der einen Seite hat man
[Az| = [lim ¢, | = lim [t,| < sup[tn] = [[tn]l o = [[2]l = 1Al <1

und auf der anderen Seite gilt
[All = [A(D)n| = 1.

Also ist A stetig mit | A|| = 1. Weil A stetig und {0} abgeschlossen ist, folgt aus
co=A"1{0}) ={zcc| Az =0},

dass ¢y abgeschlossen in c ist.

Satz 2.2. Fulls (Y, |.[ly) ein Banachraum ist, so ist auch (L(X,Y),.|l;xy)) ein Ba-
nachraum. Insbesondere ist X' = L(X,K) ein Banachraum fiir jeden beliebigen normierten
Vektorraum (X, |||l x)-

Beweis. Sei also (A,,), eine Cauchyfolge in L(X,Y), d.h.
Ves0Tmeen : [[An — Amlloxy) <€ Vam>me-

Da fiir alle x € X die Abschétzung

140z = Amally < 14n — Amll ey lolx
besteht, gilt insbesondere fiir jedes feste x € X

|Anz — Azl <€ Vam>me, (2.3)
d.h. (A,z) ist eine Cauchyfolge in Y.
Weil Y vollsténdig ist, existiert also lim A,z in Y. Wir bezeichnen den Limes als Az, d.h.
Az :=lim A, z.
Die so definierte Abbildung A: X — Y, z — Ax ist linear, denn
A(Axy + pg) = lim A, (A\x1 + pas) = im(AA, 21 + pph,x2)
=Alim A, z1 + plim A, xo = Nz, + pAxs.

Wir zeigen jetzt A € L(X,Y) (also ||A|| < c0) und ||A, — A| — 0.

Fiir alle x € X gilt
[Az|| = lim [| Apz]| < Timsup || Ap|| [|z]].
=C
Es ist C' < oo, da (A,) eine Cauchyfolge in L(X,Y) ist und Cauchyfolgen beschrinkt sind.

Es folgt
|Az|| < C|lz|| fir alle z € X

Also ist A beschrankt und damit stetig: A € L(X,Y).

Es bleibt zu zeigen, dass ||A, — A|| — 0: Fiir n — oo in (2.3 erhalten wir fiir alle x € Bx(!)
die Abschétzung
|42 = Apally <€ Vmzm.

Daraus folgt
14 = Amllxyy = sup |4z = Amzlly <€ Vimnzmo,
r€EBx

d.h. aber A,, — A im Sinne der Operatornorm in L(X,Y). O
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Satz 2.3. Sind ||.||, und ||.||, zwei Normen auf dem Vektorraum X, so sind ||.||, und .||,
genau dann dquivalent, wenn

1d: (X [ lo) — (X [Llly)  und Tz (X [L]],) — (X0

stetig sind.

Gilt nur die erste Stetigkeit, also ||x||, < M||z|,, so nennt man |||, feiner und ||.||, grober.

Beweis. Leicht. O

Komposition (Multiplikation) von Operatoren.
Seien A € L(X,Y), B € L(X,Y) und X,Y, Z normierte Vektorrdume. Dann definiert man

BoA:X —Z, (BoA)r:=B(Az) fiuralleze X.

Es ist klar, dass B o A wieder linear ist.

Weiter ist B o A stetig, denn
(B o A)(x)]| = | B(Ax)[| < |B[l[[Az|| < [ Bl[[[Allll=]|  fiir alle z € X.

Also ist B o A stetig und

(1B o Al < |B]I|All} (2.4)

Auch die Multiplikation ist stetig:
Sind (Ay),A € L(X,Y) mit A,, — A und sind (B,,), B € L(X,Y) mit B, — B, so gilt auch
in L(X,Y)

B, oA, — BoA.

In der Tat ist

[BnAn(2) = Bo A(2)|| < [|Bn o An(2) = By o A(2)|| + [ Bn o A(z) — B o A(z)]|
= [|Bn(Anz — Az)|[ + [|(Bn — B)(Az)]|
< [|BulllAnz — Az|| + || Bn — Bl|[|Az|

fiir alle x € X und fiir alle n € N. Es folgt

|Bp oA, —BoA| = sup [[(BpoA,— BoA)x)|

r€Bx

[ Bnll sup [|Anz — Az| + [|Bn — B sup [|Az|.
rx€Bx

rx€Bx

IN

= [1BullllAn — All + | B» — BJ[|Al

Da B, — B in L(X,Y), ist || B,| beschrinkt. Die rechte Seite geht also fiir n — oo gegen
0.

Wir haben insbeondere gezeigt, dass fiir alle A € L(X) und fiir alle n € N

A" = Ao.. A e L(X).
——

n-mal
Beispiel 2.7. Betrachte auf R?
A:(z,y) = (2,0) und B:(z,y) — (0,y).
Dann gilt auf der einen Seite

[AoB||= sup [[AoB(z,y)|=0
(z,y)€Bx
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und auf der anderen Seite

|All = sup [JA(z,9)l[=1= sup [B(z,y)| =Bl
(z,y)€Bx (z,y)€Bx

Also ist ||AB| < ||All||B]|-
An diesem Beispiel erkennt man, dass sogar gelegentlich die Striktheit in (2.4]) gilt.
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2.2 Invertierbare Operatoren

Will man eine Gleichung wie z.B. Ax = b nach = auflésen, so wiirde man das gerne durch
Anwendung des Inversen A~! auf beiden Seiten. Dazu wire es aber vorteilhaft zu wissen, ob
A~ iiberhaupt existieren tut und wenn ja, ob dann auch A~! stetig ist. Um diese Fragen
zu kliren, zunéchst (zur Wiederholung) einige

Begriffe.
x A€ L(X,Y) heifit invertierbar, falls A bijektiv und A~! € L(Y, X) istﬂ
* Ein invertierbarer Operator A € L(X,Y) heiit auch Isomorphismus.

* Die normierten Vektorrdaume (X, |.||) und (Y,||.|ly-) heiBen isomorph, falls ein Iso-
morphismus A € L(X,Y) existiertﬂ

Man schreibt dann

und identifiziert X und Y.
x Eine lineare Abbildung A : X — Y heif3t isometrisch, wenn
|Az|y = ||z, fir alle z € X.

Dann folgt sofort A € L(X,Y), | Al (x,y) = 1 und A st injektiv (aber nicht notwendig
surjektiv).

% Ist A bijektiv und isometrisch, so ist A invertierbar und heiflt isometrischer Isomor-
phismus.

*

X und Y heiflen isometrisch isomorph, wenn ein isometrischer Isomorphismus
A: X — Y existiert. Man schreibt dann

X=7]

Lemma 2.1. Ist A € L(X,Y) bijektiv, so folgt, dass A~" linear ist.

Beweis. Seien y1,y2 € Y und o, € K. Dann gibt es 1,29 € X mit Az; = y;, 1 = 1,2. Es
folgt

A Yoy + By2) = A HaAzy + BAzs) = A (A(axy + Br2)) = azq + Bas
= aA 'y + BA .
O

Beispiel 2.8. Wie wir schon in der Fuinote erwiihnt hatten, folgt fiir bijektives A € L(X,Y)
nicht notwendigerweise A~! € L(Y, X). Betrachte dazu die lineare Abbildung

I+ (CH([0, 1), [l — (€ ([0,2]). |-l )

mit der Norm
1£1l = max{[| fll o, I/'lc},  F € CH([0,1)).

Dann ist I bijektiv, linear und stetig, weil

(Do = £l < I1F1]-

Nun ist aber I~' nicht stetig. Dazu miissten nimlich die beiden angegeben Normen nach
Satz [2.2] dquivalent sein. Das sind sie aber nicht nach Beispiel
O

4Achtung: .A. ist A~L, fiir A € L(X,Y) bijektiv, nicht notwendig stetig!
5Isomorphe normierte Vektorraume besitzen die gleichen topologischen Eigenschaften: Ist z.B. (X, ||.]|)
vollsténdig, so ist auch (Y, ||.||) vollstéindig, wenn X und Y isomorph sind
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Beispiel 2.9. Wir betrachten den Vektorraum der konvergenten Zahlenfolgen c ausgestattet
mit der |.[|, -Norm

[2/loe = En)nlloe = sup [ta|, z€c
neN

Dann betrachte den Vektorraum cy C ¢ der gegen 0 konvergenten Zahlenfolgen, ebenfalls
ausgetsattet mit der ||.|| . -Norm. Dann gilt

c~cpl (2.5)
Beweis. Wir miissen zeigen, dass die lineare (warum?) Abbildung
A:C_>607 (:I;n)’ﬂ'_)(wm)$1_$007x2_x007"')

ein Isomorphismus ist, wobei x, := lim x,, bedeuten soll.

a) A ist wohldefiniert: Es ist klar, dass A(zy,), € co.

b) A ist injektiv:

Betrachte
Ap)n = (0)y = 0o =0 und 2, =0 fiir alle n.

Also folgt aus Az = (0),, dass z = 0.
¢) A ist stetig:

Das folgt aus

Azl = sup(|zn = Too| V [Zoo|) < sup [an| + | oo < 2sup |z | = 2| -
nEN S—~—— neN ~~ neN
Slxn"f"woo‘ lim|En|§5upn|$n|

Also ist [|A|| <2 und daher A stetig.
d) A ist surjektiv:
Wenn y = (yn)n € co, dann ist
r=(y1 + Y2, 51 +Y3,91 +Ya,..) Ec

mit
limz, =y; und Az =y.

Damit haben wir auch gleich gezeigt, dass A bijektiv ist und

A ieg—e, ATy =(y1 + o,y + Y3, Y1+ Yy )

e) A~!ist linear und wohldefiniert: Klar.
f) A~ ist stetig:

Fiir alle y € ¢p ist ndmlich
A7 <2,

denn

A7 || = suply1 + yns1| < 1] + sup [ynsa] < 2/yll -
neN neN

11
i E)"’ dass

= lzlly # I Az] = 1.

Achtung: A ist nicht isometrisch: Etwa gilt fir = (
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Beispiel 2.10. Wir betrachten die Folgenrdume

llz{(xn)n|2|xn\<oo}, ||$||1:Z|$n|’
n=1 n=1
lOO

= {(@n)n [ sup|on| <00}, 2] = sup|znl.

Dann sind (1%, ||.]|,)" und (1°,]|.]|.,) isometrisch isomorph. Kurz gesagt
(1Y =1, (2.6)

Betrachte dazu
Al = (1Y, a=(an), — Aa,
wobei

(Aa)(z) = (Aa)(xy)n = Z anx, fiir alle z € I*.

Dann ist A ein isometrischer Isomorphismus:

a) A ist wohldefiniert, d.h. Aa € (')’ fiir alle o € [°°:

Zunéchst ist (Aa)(z) = D07 | anzy, konvergent. Weiter gilt

) )
(Aa)(@)| < lam|[ea] < suplan| Y |onl = [l ],
n=1 n=1

also ist (Aa)(z) sogar absolut konvergent, d.h.
Aa:l' =R
ist wohldefiniert.

b) A ist linear:

Seien dazu @ = (i )n, 8 = (Bn)n € 1°° sowie A\, u € K. Dann gilt fiir alle z € I!

Ada + pB)(x) = ZO‘O‘H + uBn)Tn = A Z QnTp + Z Bnn
n=1 n=1 n=1

= M(a)(z) + pA(P)(z) = (AA(a) + pA(B))(x),

d.h.
A(da + pf) = Ma + pAp.

c) Ae L(>,(IY):
Trivial, denn A ist nach 2. linear und nach 1. wegen
Al <1
stetig.

d) A ist isometrisch:

Sei dazu a € [°°. Wahle

™ :=e, € Bp.
Dann ist fiir alle n € N

= |an].

40l = sup [(4a)(w)] > |(Aa)e
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Es folgt fiir alle a € [*°

[ Aall ) = sup |om| = [[a|e -
neN

Zusammen mit a) folgt daher fiir alle a € [*®
l4all sy, = lladle,
d.h. A ist eine Isometrie.
e) A ist surjektiv:

Sei dazu ¢ € (I')'. Setze
Qp 1= (p(en) vnEN-

Dann gilt a = (ay,)p, € 1°°, denn
lanl = [o(en)] < Iell gy lenllary = I2lly < 00 Facr

d.h.
sup |an| = [[af|;« < oo.

AuBerdem ist fiir alle z = (x,), € I*

) N N
(Aa)(x) = Z ApTp = ]\}gnoo 7;1 ATy = ]\]113100 ,;1 wlen)xn

n=1

N—oo

N
¢ lmear 4o @(Z Tnen) = p(x).
n=1

Das letzte Gleichheitszeichen gilt, weil ¢ stetig ist und

N 00

N—o0 1
E TpCn — E Inen, =x €1,
n=1 n=1

d.h. es ist
Aa = .

f) A ist injektiv: Trivial, da jede Isometrie injektiv ist.
g) A1 ist stetig:

Das folgt aus der Isometrie

[A71y|| = |[A7 (Ax)|| = =]l = | Az] < co.

Bemerkungen.

1. Man kann zeigen, dass sogar
(iry =10

gilt fiir 1 < p < oo und % + % = 1. ¢ heifit dann der zu p konjugierte Exponent.

2. Genauso kann man zeigen, dass
(L7y = L7

gilt fiir 1 < p < co. Im endlichdimensionalen gilt sogar L> = L!.

3. Analog wie in 1. kann man zeigen, dass

(Co)/ = ll.
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Die Neumannsche Reihe.

In einem Spezialfall ist es moglich, das Inverse eines Operators zu berechnen. Dies mochte
ich hier nun vorfiihren.

Notation.
Sei (X, ||.||x) ein normierter Raum. I € L(X) sei die Identitdt, d.h. es gilt

[-x=x furallez e X.

Satz 2.4 (Neumannsche Reihe). Sei (X, ||.| ) ein Banachraum und A € L(X) mit
| Al (xy < 1. Dann ist I — A invertierbar und

1

I-A)""1= A", I-A)Y<—oa—.
== 2 4 W=7 o

Bemerkungen.
1. >0 ) A™ heiit auch die Neumannsche Reihe.

2. Der Satz gilt auch in einer etwas allgemeineren Form (wie der Beweis zeigen wird):

Sei X ein normierter Raum und A € L(X). Konvergiert Y. ; A™ in L(X),
so ist I — A invertierbar mit

(I-A)=>) 4
n=0
3. Ein Operator A € L(X) ist invertierbar genau dann, wenn gilt
ElSEL(X) SA:I:AS

In diesem Fall ist A~! = §.

Beweis. Zu ,,==“: Trivial, denn wihle einfach S := A1,
Zu ,<="*: Zunéichst ist A injektiv, weil
Ar=0=0=S(Az) =2 =z =0.
Weiter ist A surjektiv: Sei y € X. Dann setze x = Sy. Es folgt Az = y, denn
y = Iy = A(Sy) = Ax.

Damit ist die Existenz von A~! gezeigt. S ist eindeutig bestimmt: Ist nimlich T €
L(X) ein weiterer Operator mit TA =TA = I, so folgt

(SA-TA)=0=(S-T)A=0=S5S-T=0=S5S=T.

Beachte, dass A # 0, weil A~! existiert. Aus der Eindeutigkeit folgt A~! = S, so dass
A=t € L(X). Also ist A invertierbar. O

Beweis des Satzes. Weil ||A|| < 1, ist die geometrische Reihe Y > || A||" konvergent. Da

>

k=m

< Z ||A||k fir allen >m, m,neN (2.7)
k=m

folgt, dass (Z]kV:O A¥)y eine Cauchyfolge in L(X) ist. Da X ein Banachraum ist, ist nach
Satz auch L(X) ein Banachraum, also konvergiert - j A" in L(X).
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Weiter gilt fiir alle N € N

N

I A ZAk ZA’C ZAkJrl Teleskogsumme AN+1 ZA;C I A

k=0

Wegen ||A|Y — 0 fiir N — oo und weil die Komposition von Operatoren stetig bzgl. der
Operatornorm in L(X) ist, folgt fiir N — oo

(IfA)iA’“ =1= iAk(IfA)
k=0 k=0

Aus Punkt 3. der Bemerkung folgt also, dass (I — A) invertierbar ist und

S

Aus (2.7) mit m = 0 und n — oo folgt schliefllich

1

1T =)~ < oA

Beispiel 2.11 (Anwendung). Sei k € C([0,1]?) mit

sup / |E(s,t)|dt < 1.
s€[0,1]

Dann ist

Ay : C[0,1] — C[0,1], uwr /1 k(. t)u(t)dt
0

der Gestalt, dass || Ax|| < 1 (vergleiche dazu Beispiel und man kann Satz [2.4] anwenden,

um das Problem
u e C|0,1
(%) = { | 1]

fiir beliebiges f € C[0,1] zu l6sen.

f(s), se]0,1]

g
—
»
~—
\

(=)
>
—~
»
~+
~—
—~
~+
~—
QU
~
Il

Es ist -
(I-Au=fesu=T—-A4)"f=) Af
Definiere nun die iterierten Kerne zur Berechnung von A}: -
ki(s,t) = k(s,t) s,t,€[0,1]
kn(s,t) = /01 k(s,u)kn—1(u,t)du s,te€0,1, n=2,3,...

Dann ist
Ay = Ay, furalleneN.

Beweis per Induktion:
n = 1: Trivial: A, = Ay,.
n —n+1: Es gilt

1
APt u(s) = Ay o Afu(s) Y40 Ap, u(s) = Ag </0 kn(.,t)u(t)dt) (s)
1 1 1 1
= S, O Fubznz S, 0 g g U
—/Ok<, )/Om Byu(t)dtdo /(/ k(5,0) ko (0, £)do Yu(t)dt

1
= / kn+1(85 t)u(t)dt = Akn+1 .
0
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Jetzt gilt die Abschétzung
1
|kn(s,t)| < ||kn,1||oo/ |k(s,u)|du  fiir alle s,t € [0,1].
0
Daraus folgt

[Enlle = sup kn(s, )| < [[kn-1llo Sup / |k (s; )| du..
(s,t)€[0,1)2

=[|Ax|l<1
Iterativ erhélt man daraus fiir alle n € N

-1
nllo < - < 1Rl AN -
——

<1
Weil

o
DoA™ < o0
n=1

konvergiert auch > > | k, gleichméBig auf [0, 1] gegen eine Funktion h € C([0,1]?). Weiter
bemerken wir die Eigenschaft

Ag —+ Af = Ag+f. (28)
Es folgt

N N N N
DAF=T+Y AP =T+ Ay, = I+ Arn I+ A,

n=1

Weiter erhalten wir

/ () — B £))u(t)d

Ak, — Ah”L(c[o,q) = sup
u€Bgo,1)

< sup sup / |kn(s,t) — h(s,t)||u(t)| dt

u€Bgo,1] s€[0,1]

< sup / |kn(s,t) — h(s,t)|dt

5601]
< sup sup [kn(s,t) = h(s,t)] = [|kn — b

s€[0,1] t€[0,1]

—0

Also gilt
Akn — Ah in L(C[O, 1])

Somit ist

(I — A~ Z Al =T+ Ay,
d.h. die gesuchte Losung w von (%) ist

u=(I+Ap)f

und u ist eindeutig und hingt stetig von f ab.

Bemerkung. h heifit aufidsender Kern der Integralgleichung (¥) und kann in gewissen
Féllen explezit berechnet werden (vgl. Ubung).

O
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Abschliefend mochte ich noch zeigen, dass die Menge der invertierbaren Operatoren offen
in L(X,Y) ist:

Korollar 2.1. Sei X ein Banachraum. Ferner sei der Operator A € L(X) invertierbar.
Gilt dann fir B € L(X) die Abschitzung

1

|A— B < 5o
LX) A L0

so ist auch B invertierbar und

B! = i(A‘l(A —B)"A™L.

n=0

Bemerkung. Aus Korollar wird wieder folgen, dass das obere Korollar auch nur fiir
bijektives A und B gilt.

Beweis. Schreibe B als
B=A(I - A’I(A — B)).

Nach Voraussetzung ist A invertierbar. Auflerdem ist

A=A - B)||L(X’Y) < }|A71|}L(x7y)||A = Bllpxy) <1

und aus dem Satz zur Neumannschen Reihe (Satz folgt, dass auch [I — A™1(A — B)]

invertierbar ist mit
oo

(I-AA=-B) ' =) (A(A-B)"
n=0

Somit ist dann aber auch B invertierbar und es gilt

Bl'l=I-AYA-B)'a!= f:(A‘l(A —B))"A™L.

n=0
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2.3 Die drei wichtigen Hauptsitze der Funktionalanalysis
Wir kommmen nun zu den Hauptsitzen der Funktionalanalysis:

e Satz von Banach-Steinhaus

e Satz von der offenen Abbildung

e Satz vom abgeschlossenen Graphen

2.3.1 Der Satz von Banach-Steinhaus

Wir beginnen mit dem

Satz 2.5 (von Banach-Steinhaus: Prinzip der gleichmiifligen Beschrinktheit).
Seien (X, ||.||x) ein Banachraum, (Y,|.|y) ein normierter Vektorraum, I eine beliebige
Indexmenge und A; € L(X,Y) fiir alle i € I. Falls

sup || Aiz|| < oo fir allex € X (2.9)
iel

gilt, so gilt sogar
sup || 4;]| < oo.
il

Beweis. Setze
Xn={ze X |sup|diz|y <n}, nelN
iel

Wegen gilt
X = U X,.

neN
AuBlerdem gilt

X =i ([0,n)),
iel
wobei

Als Komposition von stetigen Abbildungen ist ¢; stetig. Deshalb ist das Urbild der abge-
schlossenen Menge [0, n] abgeschlossen fiir alle ¢ € I. Als beliebige Vereinigung abgeschlos-
sener Teilmengen ist dann auch X,, abgeschlossen.

Aus dem Satz von Baire (Satz|1.17)) folgt dann:
EaneN :)(n07é @

o
Daher existieren ein zg €X,,, und ein € > 0 mit

B(zg,e) ={z € X ||l —xol| < e} C Xp,.
Fiir x € By ist dann -
xo + ex € B(x,€) C Xy,

denn
lzo + ex — ]| = €||z]| <e.

Es folgt
|Ai(zo + ex)|| < mg fur alled € I.
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Daher ist

lAsz] = Hi(en)]| < L Aiex + zo)]| + L Aswol| < 22

d.h.

1 Aill L ox.yy = sup ||| < 220
r€EBx

Mit anderen Worten heifit das
sup || 4;]| < oo.
iel

Definition 2.1 (Starke Konvergenz). Seien (X, |.||y), Y, ||.|ly normierte Vektorrdume
und (A,)n, A C L(X,Y). Man sagt:

(An)n konvergiert stark gegen A, falls

Ar = lim A,x fiir alle x € X.

n—oo

Notation.
A=s lim A,.

n—oo

(A,)n heilit stark konvergent in L(X,Y), falls ein B € L(X,Y) existiert mit
B = s-limp_,o 4,.

Bemerkungen.
1. Gilt 4,, — A in der Operatornorm in L(X,Y), so folgt

A=s lim A,.

n—oo

Beweis. Fiir alle z € X gilt

n—oo

[Anz — Azlly < [|An — Al p(x vy l2llx —0.

2. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht, wie das folgende Beispiel zeigen wird.
Beispiel 2.12. Sei X = ¢y ausgestattet mit der ||.||-Norm. Betrachte die Abbildung
Apicg—coy = (Tp)n— Tpn-en=1(0,...,0,2,,0,...).

Klar ist, dass A,, € L(cp). Nun gilt fiir jedes z = (x,)n € co

|Anz| o = |zn] =0,

d.h.
s- lim A, =A, Ax =0 firalle z € ¢g.

n—oo
Aber auf der anderen Seite ist fiir alle n € N
r=e, €B

co
[Anllreo) = sup [Anzllee 2 [lAnenll = 1.
z€ B¢

Somit konvergiert A, nicht gegen A im Sinne der Operatornorm.
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Folgerungen aus dem Satz von Banach-Steinhaus.

1. Seien (X,|.||y) ein Banachraum, (Y,|.|ly) ein normierter Vektorraum und
(A,)n C L(X,Y), so dass

Az := lim A,z existiert fiir alle x € X. (2.10)

n—oo

Dann ist A € L(X,Y) und somit ist (nach Definition)

A=s lim A,.

n—oo

Beweis. Aus (2.10) folgt, dass (A,x), beschrinkt ist in Y fiir alle x € X. Damit sind
die Voraussetzungen des Satzes von Banach-Steinhaus erfiillt und es folgt

C = sup [[An| 1 (x,y) < o0
n

Dann folgt aber fiir alle z € X

lAzlly = lim [ Ayally <lmsup||Aal oyl < Cllel - (2.11)
n—oo

Es ist klar, dass durch (2.10]) eine lineare Abbildung A : X — Y definiert ist. Mit
(2.11) folgt A € L(X,Y). O

Bemerkung. Wenn X nicht vollstindig ist, dann gilt die Folgerung 1. (ebenso wie
der Satz von Banach-Steinhaus selbst) im Allgemeinen nicht. Vergleiche Beispiel

2. Die Komposition von stetigen, linearen Operatoren ist stetig im Sinne der starken
Konvergenz von Operatoren:

Seien (A ), A C L(X,Y), (Ba)n, B C L(X,Y), (Y, |||y ein Banachraum, (X, ||| ),
(z,]-Il;) normierte Vektorrdume und

A=s lim A,, B=s lim B,.

Dann gilt
BoA=s¢s lim B,o0A,.

n—oo

Beweis. Fiir x € X betrachte

1Bn o Anz — B o Ax| ; < [|By o (Anx — Ax)|| ; + || B(Az) — Bn(Az)]|,
<IBull Ly, z)l[An — Az|ly + || B(AZ) — Bn(Az)| ;, — 0.
Beachte, dass hier nach dem Satz von Banach-Steinhaus der Ausdruck |B,]| be-

schriankt ist und die beiden anderen Ausdriicke wegen der starken Konvergenz gegen
0 gehen. O
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2.3.2 Der Satz von der offenen Abbildung

Wir beginnen mit einer

Definition 2.2 (Offene Abbildung). Seien (X,|.||y) und (Y,|.||y) normierte Vek-
torrdume und A € L(X,Y). Dann heifit A offen oder offene Abbildung, wenn A offene
Teilmengen von X auf offene Teilmengen von Y abbildet, d.h. A(U) ist eine offene Teil-
menge von Y fiir alle offenen U C X.

Bemerkung. Beachten Sie, dass offene Abbildungen nicht abgeschlossene Mengen auf ab-
geschlossene Mengen abbilden miissen. Dazu betrachten wir das folgende

Beispiel 2.13. Betrachte die Projektion
P:R* =R, (st)—s
und die abgeschlossene Menge
A:={(s,t) eR?|5>0, st >1}.

Dann ist P offen, aber P(A) =]0, oo[ ist nicht abgeschlossen in R.

Lemma 2.2. A € L(X,Y) ist genau dann offen, wenn

3r0 1 By (0,7) C A(Bx(0,1)). (2.12)

Beweis. Zu ,—>*: Trivial.

Zu ,<=*: Sei also U offen in X. Wir miissen zeigen, dass A(U) offen ist. Sei dazu yo € A(U).
Wir miissen dann zeigen, dass

F5>0By (y0,9) € A(U).

Wegen yg € A(U) gibt es ein xg € X, so dass
Axg = yo.

Nach Voraussetzung ist U offen, also:

Jes0 : Bx(zg,€) C U.
Aus folgt wegen der Linearitéit von A

By (0,er) C A(Bx(0,¢)) fiir allee >0

und

Azg 4By (0.er) © By (yo, €r_) © Azo + A(Bx (0,€)) ) A(By(0,¢)) € A(U).
=vo =6
Zu (x):
Yo+ By (0,er) ={yo +y' [ ||| <er,y’ €Y} ={y €Y |lly —wol <er} = By(yo,er).
Zu ():

wie (x)

Az + A(Bx(0,€)) = A(zo + Bx(0,¢)) =~ A(Bx(zo,¢€)).

63




Beispiel 2.14. Die Abbildung
AT = o, (ta) = (5tn)
ist nicht offen. Es gilt ndmlich
A(Bi=(0,1)) = { (tn) € co | |tn] < % fiir alle n € N}

Es gibt also kein r > 0, so dass B, (0,7) C A(B=(0,1)).
O

Beispiel 2.15 (Quotientenabbildung). Seien X und Y normierte Rdume. Eine lineare
Abbildung Q : X — Y heifit Quotientenabbildung, wenn @ die offene Kugel {z € X | ||z| <
1} auf die offene Kugel {y € Y | |ly|| < 1} abbildet. Dann ist @ wegen Lemma eine
offene Abbildung und nach der folgenden Bemerkung 2. auch surjektiv. Ferner ist @ stetig
mit ||Q|| = 1. Um das einzusehen, seien € > 0 beliebig und = € Bx. Dann ist Telse < 1und
daher

()

| < 1= Q@I < lja]l +«
Es folgt
IRl = sup lQul| <1+
x€Bx

und weil € > 0 beliebig war schliellich

QI < 1.

Sei nun 1 > § > 0 beliebig. Dann gibt es dazu ein y € By mit |ly|| =1 -6 < 1. Weil Q
surjektiv ist, gibt es dazu ein & mit ||z|| < 1 und Qz = y. Es folgt

QI = sup [|Qz| > |lyl|=1-0
xEBx

und da § beliebig war ist
QI = 1.

Bemerkungen.

1. Eine bijektive offene Abbildung A € L(X,Y) ist invertierbar. Das ist trivial, denn A1
ist stetig.

2. Offene lineare Abbildungen sind surjektiv.

Beweis. Fiir y =0 ist x = 0. Sei also y € Y mit y £ 0. Sei r > 0. Setze

Ty
W= =
2 lyll

Dann gilt
Lemma 2.2]
we By (0,r)  C  A(Bx(0,1)).

Also gibt es ein T € Bx(0, 1), so dass

r
Ai:w:fi.

2 lyll

Daraus folgt wegen der Linearitdt von A

2 _
AGryE) = -

Damit finden wir zu jedem y € Y ein  := 2||y||Z, so dass Az = y. O



Fiir das Resultat aus Bemerkung 2. gilt auch die Umkehrung fiir Banachrdume X und Y:

Satz 2.6 (von der offenen Abbildung). Seien (X, |.| ), (Y,||.|ly) Banachriume und
A € L(X,Y) surjektiv. Dann ist A offen.

Beweis. 1. Schritt: Wir wollen zeigen, dass
3r>0 : By(o, 2T) C A(Bx(o, 1)) (213)

Es ist

X =|J Bx(0,n)= [ n-Bx(0,1).

neN neN
Weil A surjektiv ist, ist dann

Y =AX)=|Jn-ABx(0,1))

und somit insbesondere

Y=Y =AX)=|Jn-ABx(0,1)).
neN

Da Y vollstiandig ist, folgt nun aus dem Satz von Baire (Satz|1.17)), dass ein ng € N existiert
mit

(noA(Bx(0,1)))° # 0.

Beachte, dass
(AM)° = AM°  fiir alle A > 0.

Also folgt
no(A(Bx(0,1)))° # 0 = (A(Bx(0,1)))° # 0.

Also existiert ein ¢y € Y und ein r > 0 mit

By (yo,2r) C (A(Bx(0,1)))° € A(Bx(0,1)).

1)) symmetrisch, d.h. wenn z € A(Bx(0,1)), dann ist auch

Nun ist A(Bx(0,
)). Daher ist auch A(Bx(0,1)) symmetrisch. Somit folgt dann aber, dass

—z € A(Bx(07].
auch
By(—yo7 27“) C A(Bx(o, 1))

In der Tat: Ist z € By (—yo, 2r), so folgt
12+ yoll <2r = ||=2 — yoll < 2r = (—2) € By (y0,2r)
— (—Z) S A(BX(O7 1)) — zZ E A(Bx(o, 1))

Aus der Linearitét des Operators A und der Konvexitéit von Bx (0,1) folgt auflerdem, dass
A(Bx(0,1)) konvex ist:

e Bx(0,1) konvex: Wir miissen zeigen, dass ab C Bx (0, 1) fiir alle a,b € Bx(0,1).
Sei also x € ab. Dann gibt es ein A € [0, 1], so dass
2 =Xa+ (1—\pb.

Es folgt
[zl < Allall + (1 =M < A+ (1 =A) =1,

also z € Bx(0,1).
e A(Bx(0,1)) konvex: Analog.
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Somit ist demnach auch der Abschluss A(Bx(0,1)) konvex. Es folgt dann fiir beliebiges
y €Y mit |ly|| < 2r, dass

(Yo +y) € By (y0,2r) C A(Bx(0,1)) und (-yo+y) € Bx(—yo,2r) C A(Bx(0,1)).

Daraus folgt aufgrund der Konvexitit von A(Bx(0,1)) (A =1/2)

y= %(yo +y) + %(—yo +y) € A(Bx(0,1)),

d.h. es gilt
BY(Oa ZT) - A(BX (Oa 1))

und somit ist (2.13)) gezeigt.

2. Schritt: Wir zeigen nun, dass sogar gilt
By (0,r) C A(Bx(0,1)). (2.14)
Aus folgt sofort, dass fiir alle € > 0
By (0,2er) C A(Bx(0,¢))

und somit insbesondere (e = 27™~1)

By (0,27™r) C A(Bx(0,2-7-1)). (2.15)

Sei nun y € By (0, 7).
Zu zeigen: Es gibt ein x € Bx(0,1) mit y = Ax.

Wir konstruieren dazu zunéchst induktiv eine Folge (z,,), C X mit

lznllxy < 27" fir allen €N,

2.16
ly—A(z1+...+2z0)|ly < 27" fiirallen eN. (2.16)

Beweis per Induktion.

n=1 m = 0 in (2.I5) heit gerade By(0,r) C A(Bx(0,3)). Damit existiert ein
z1 € Bx(0,3), dh. [|z1]| <  mit

ly = Azilly <35

n — n+ 1: Seien fiir ein n € N die ersten Glieder zy,..., 2, mit der Eigenschaft (2.16)
konstruiert. Wegen ([2.15) fir m = n gilt

By (0,27 "r) C A(Bx(0,2=n1)).

Nach Konstruktion ist (y — A(z1 + ... + 2,)) € By(0,27"r). Somit existiert ein
Zni1 € Bx(0,27771) mit

ly — A2y + ... 2n) — Azppa]| < 27" r,

also
ly — A(z1 4 .+ zng1)| < 277

Damit ist (zy,), konstruiert.

Wegen ||z, || < 27" fiir alle n € N ist die Folge (3", _, zx)n eine Cauchyfolge in X. Da X

vollstandig ist, existiert
o0 n
E z = lim E zr=:x in X,
n—oo
k=1 k=1
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und es gilt

2
I

lim || Z zk|| < hmsupz 2] < limsupz 27+
Rt 0 k=1 OO k=1
I~ g
3 > 27k =1,
k=0
also ist € Bx(0,1). Beachte, dass die Striktheit in () tatsichlich gilt, denn z.B.

> 1 .
> 2 k*”ZkH:(§*||Zl||)+Z2 ¥~z > 0.

k=1 N——r k=2
>0

>0

Weiter im eigentlichen Beweis: Aus (2.16) und der Stetigkeit von A folgt dann

n

ly— Aclly = lm_[ly — A} =) <0,
k=1

d.h. aber gerade y = Az mit « € Bx(0,1), was zu zeigen war. O

Bemerkung. Die Aussage des Satzes gilt im Allgemeinen nicht mehr, wenn X oder Y nicht
vollstandig sind:

Beispiele 2.16.
a) Y nicht vollsténdig: Betrachte die Identitéit
I (CHo, L[] - 1)) = (€H0,1], 1Ml ),

wobei fiir f € C1[0, 1]
S 111 = mas{[[ £l o (1 1o 3

1 ist linear, stetig und surjektiv (sogar bijektiv), aber I ist nicht offen, da die Umkehr-
abbildung
=+ (C10,1], [lllo) — (€0, 11, [[1-11)

unstetig ist (vgl. Beispiel [2.8)).

b) Ein Gegenbeispiel fiir nicht vollstindiges X zu finden ist komplizierter, da ein unvoll-
standiger Raum X stets vervollstdndigt werden kann, d.h. es existiert ein Banachraum
X, in dem X dicht liegt. Weiter kann ein surjektiver Operator A € L(X,Y) stets zu ei-
nem surjektiven Operator Ace L(X ,Y) in eindeutiger und in operatornormerhaltender
Weise fortgesetzt werden.

O

Satz 2.7. Seien (X,|.||) ein normierter Vektorraum, Xo C X ein dichter Untervektor-
raum, (Y,|.||) ein Banachraum und Ag € L(Xo,Y). Dann existiert genau ein A € L(X,Y)
mit den Eigenschaften

1. Az = Apx fir alle x € Xy.

2. HAHL(X,Y) = HAOHL(XO,Y)'

Beweis. Sei x € X. Aufgrund der Dichtheit von X existiert eine Folge (zy), C Xo mit
z, — x in X. Dann gilt wegen

[ Aozn — Aozmlly < 1ol (x, v)llon — Tmllx  fii alle n,m € N,
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dass (Aoxy, ), eine Cauchyfolge in Y ist.

Nun ist Y vollstandig, also existiert

lim Agz,, =: Ax.

n—oo

Nachweis der Eigenschaften.

1. Az ist wohldefiniert: Der Wert Az hiingt nicht von der gewéhlten Folge (), ab, denn
ist (Z,,), eine weitere Folge mit Z,, — x in X, so existiert

lim AgZ, inY
n—oo

und aus
n—oo

[Aozn — AoZnlly < ||A0HL(XO,Y)||CUn —Tnlly — 0

folgt
Ar = lim Aoz, = lim AyZ,.
2. A ist Fortsetzung: Fiir x € X setze einfach x,, = z fiir alle x € N. Wegen der Wohl-
definiertheit von A und der Stetigkeit von Ay folgt dann

Az = honl‘n = A().’l? - A|X0 = Ao.

3. A ist linear: Fiir a, f € Kund z,y € X gilt
Aaxr + By) = lim Ag(az,, + Byn) Ao Tnear lim(aAo(2n) + BAo(yn))
= qlim Agx,, + Blim Ayy, = Az + BAy.

4. A ist stetig und normerhaltend: Auf der einen Seite ist

Al xyy = sup [[Az]ly = sup [[Aoz|ly = [[AollL(x,.v)-
zE€Bx x BXO

Auf der anderen Seite hat man fiir beliebiges = € X, d.h. (z,), C Xo mit , — X in
X die Abschéitzung
HAajHL(X,Y) = nh—>néo [Aoznlly < 7}1_{20 HAOHL(XO,Y)HxnuX = ||AO||L(X0,Y)||$||X~

Nach Supremumsiibergang ergibt sich

1AL x vy < 1ol Lo vy

Zusammen ist also
||A||L(X,Y) = ”AOHL(XO,Y)'
Daraus folgt auch die Stetigkeit von A. O

Bemerkung. Falls X, kein dichter Untervektorraum von (X, ||.|| y) ist und Ay € L(Xo,Y)
sowie (Y, .||y ) ein Banachraum ist, dann kann im Allgemeinen Ay nicht zu einem stetigen
Operator A € L(X,Y) fortgesetzt werden.

Ganz anders ist die Situation, wenn Y = K ist. Das fithrt dann zu den Fortsetzungssétzen
von Hahn-Banach, die wir im Abschnitt [3] kennenlernen werden.

Zum Schluss dieses Abschnitts mo6chte ich noch einige schone Folgerungen aus dem Satz
iiber die offene Abbildung vorstellen:

Korollar 2.2. Seien (X, ||.|x), (Y,|.|ly) Banachriume und A € L(X,Y) bijektiv. Dann
ist A invertierbar.
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Beweis. Nach dem Satz von der offenen Abbildung (Satz ist A offen. Daher sind die
Urbilder offener Teilmengen wieder offen, also A~! stetig. O

Zusatz zum Korollar.
Durch Lemma ist es moglich, ||A_1H abzuschétzen:

Sei r > 0, so dass (2.12)) erfiillt ist, d.h.
BY (07 T) C A(BX (Oa 1))

Dann gilt fiir y € Y mit |ly|| < 1 gerade ry € By (0,7) und es gibt ein € X mit ||z < 1,
so dass ry = Ax, d.h.

famyl =10 < = ar = sup iy <
r T yEBy r
Korollar 2.3. Sei X ein Vektorraum, der beziglich zweier Normen ||.|; und |||,

vollstindig ist. Es gebe ein C' > 0, so dass
llzll, < Cllz|l, fir alle x € X. (2.17)
Dann sind die Normen ||.||; und ||.||, schon dquivalent, d.h. es existiert ein D > 0 mit

D|z||; < ||zll, fir allex e X (2.18)

Beweis. Betrachte die identische Abbildung
L (X (1) = (X IH)-

Es ist klar, dass I bijektiv sowie linear und wegen (2.17)) auch stetig ist. Nach Korollar
ist dann auch die Umkehrabbildung

I (X (1) — (X 11)
stetig, d.h. aber gerade, dass es ein M > 0 gibt mit
|Iz||, = ||lz||, < M|z|, fir alle z € X.

Also erfiillt D := 5> die Ungleichung (2.18). O

Korollar 2.4. Seien X und Y Banachriume. Fener sei A € L(X,Y) injektiv. Dann ist
A~L als Operator von ran(A) nach X genau dann stetig, wenn ran(A) abgeschlossen ist.

Beweis. Zu ,=—=*“: Sei also A™! stetig. Dann ist
A: X —ran(A)

ein Isomorphismus. Mit X ist dann auch ran(A) vollstindig und daher ist ran(A) nach
Satz [[.1] auch abgeschlossen.

Zu ,,<=*: Sei ran(A) abgeschlossen. Dann ist ran(A) ein Banachraum und die Abbildung
A: X —ran(A)

ist bijektiv. Nach Korollar ist daher A1 stetig. O
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2.3.3 Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

Als weitere Folgerung aus dem Satz iiber die offene Abbildung erhalten wir den

Satz 2.8 (vom abgeschlossenen Graphen). Seien (X, |.||y), (Y,|.|ly) Banachriume
und A : X — Y linear mit folgender Figenschaft

V@)X @ Tn — T in X } _, € X = dom(A), (2.19)

Ax, -y imY y= Azx.

Dann gilt A € L(X,Y)

Bemerkungen.
1. (2.19)) ist dquivalent zu:
A besitzt einen abgeschlossenen Graphen, d.h.
GA)={(z,Az) |ze X} CX XY

ist eine abgeschlossene Teilmenge von X x Y, wobei der Produktraum ausgestattet sei
mit der so genannten Graphennorm

1@ ) x ey = llellx + lylly-

Achtung. (X XY, .|| yyy) ist wieder ein Banachraum, wenn (X, |.|| ) und (Y, ||.|ly)
Banachriume sind (Vergleiche Beweis von Satz .

Beweis der Aquivalenz. Zu ,=—>“: Sei (z,,) C X eine Folge mit

(zn, Azy) H'HX—X’Y (z, ).
Wir miissen zeigen, dass (z,y) € G(A). Nun ist aber
Ty —x, Az, —vy,
d.h. mit folgt y = Az, also (z,y) € G(A).
Zu ,<="*: Trivial. O
2. Beachten Sie, den Unterschied von zur Stetigkeit von A:

Az, —yinY,
v(wn)ncx:xn—min)(z{ Tn Y
y = Azx.

3. Jeder Operator A € L(X,Y) besitzt einen abgeschlossenen Graphen, denn A ist stetig.

4. Esist im Allgemeinen leichter zu zeigen, dass ein linearer Operator A einen abgeschlos-
senen Graphen besitzt als direkt zu zeigen, dass A stetig ist.

Definition 2.3 (Abgeschlossen). Ein linearer Operator A : X — Y mit abgeschlossenem
Graphen nennt man kurz abgeschlossen.

Beweis des Satzes. Wir wollen Korollar [2.3] anwenden. Statte dazu X mit den folgenden
Normen aus:

[elly = [zl x + |Azlly und [z, = [lz]x  fiir alle z € X
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Dann ist ||z|y < ||z, .
Beachte, dass (X, ||.||;) vollstandig ist:
In der Tat: Sei (z,), eine Cauchyfolge in (X, ||.||;):
Ves0INenVnm>n © |20 = Tmlly = l2n — 2m| x + [[A(@n — 20y <e
Dann gilt erst recht
ve>03N€NVan2N : ||In - ‘TWL”Xa HA(IE" - lUm)”Y < €.

Also ist (xy), Cauchyfolge in (X,|.||y) und (Az,), eine Cauchyfolge in (Y,|.|ly). Da
(X, ][l x) und (Y, ||.|ly) Banachraume sind, folgt

Ty, —xin X, Az, —yinY.

Nun ist A abgeschlossen, so dass y = Az folgt. Daher konvergiert die Cauchyfolge (z,), in

(X -1):
[en =2l = lzn = zllx +|Azn — Az]ly — |y = Az[ly =0.
—_———

—0
Weiter im eigentlichen Beweis: Aus Korollar 2.3] folgt nun, dass es ein D > 0 gibt mit
Dliall, = Dlllzllx + I Azlly) < ol = lzlly  fir alle € X.

Das ist dquivalent zu
1 .
llz|| ¢ + | Az|ly < BHI'HX fir alle x € X.

Also gilt erst Recht
1
| Az, < 5||x||X fiir alle x € X,

d.h. A ist stetig. O

Bemerkung. Manchmal ist A nur auf einem Untervektorraum D von X definiert. Man
schreibt dafiir D = dom(A) bzw. A: X D dom(A) — Y. An den entsprechenden Stellen ist
dann X durch D zu ersetzen.

Beispiel 2.17. Seien X =Y = C[-1,1] und D = C'[-1,1]. Betrachte den Ableitungsope-
rator
A:D—Y, Ax=1.
Dann ist A abgeschlossen, da man nach Analysis 1 Grenzwertbildung und Ableitung ver-
tauschen darf.
O
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3 Die Satze von Hahn-Banach und ihre Konsequenzen

e Die verschiedenen Sdtze von Hahn-Banach: Version der linearen Algebra: reell und
komplex, Fortsetzungsversion fiir stetige Funktionale

e Wichtige Folgerungen: Trennung von Punkten, Normformel

e Die zwei wichtigen Trennungssétze fiir konvexe Mengen durch stetige lineare Funktio-
nale

e Reflexive Rdume und kanonische Abbildung, insbesondere Identifizierungen

e Reflexive Réume: [P, LP fiir 1 < p < oo, Hilbertrdume, endlich-dimensionale Vek-
torraume

e Nicht-reflexive Riume: co, [°°, I1, L}(2), L°°(2)
e Schwache- und schwach-* Konvergenz

e Adjungierte und kompakte Operatoren

3.1 Die Fortsetzungssitze von Hahn-Banach

Definition 3.1 (Sublinear). Sei X ein Vektorraum iiber K. Dann heifit p : X — R
sublinear, wenn

(i) p(Az) = Ap(x) fir alle A > 0 und z € X.

(i) p(z+y) < p(z)+p(y) fir alle z,y € X.

Beispiele 3.1.
1. Jede Halbnorm ist sublinear.
2. Jede lineare Abbildung auf einem reellen Vektorraum ist sublinear.

3. (tn) — limsupt, ist sublinear auf dem reellen Vektorraum [*°; (¢,,) — limsup Re(¢y,)
ist sublinear auf dem komplexen Raum [*°.

O

Wir kommen nun zum 1. Fortsetzungssatz von Hahn-Banach algebraischer Natur:

Satz 3.1 (Hahn-Banach: Version der linearen Algebra). Sei X ein Vektorraum iber
R, F C X ein Untervektorraum sowie p : X — R sublinear. Sei ¢ : F' — R linear mit

o(x) < p(x)  fir allex € F.
Dann existiert eine lineare Fortsetzung
p: X =R, dlr=¢
mit
o(x) <p(x) fir allex e X. (3.1)

Die Eigenschaft (3.1) heifit auch, dass ¢ von p dominiert wird.
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Beweis. 1. Schritt: Sei g € X \ F. Setze zunichst ¢ fort auf
Fi:=FoRxg=F®{ g | AR}
durch
o+ Axg) == p(z) + aX, x+ Azg € F & Ruy,
wobei a € R so gewéhlt werden muss, dass ¢ erfiillt, d.h.

o(y) <ply) firalley € F.
In der Tat ist ¢ eine Fortsetzung, denn

(A=0)
dlr =" ¢.

Weiter ist ¢ linear: Seien dazu a,b € R, A, u € R und z,y € F. Dann gilt

ola(z 4+ Axo) + b(y + pxo)) = dlax + by + xo(ar + b))

= plax +by) + (aX + bp)o

ap(x) + bp(y) + ada + bua

a(p(x) + Aar) + b (y) + pa)
= ad(x+ Axg) + bo(y + pxo).

Nun zur Wahl von a:

Beachte, dass man fiir A = 0 kein o wéhlen braucht. Fiir alle z € F und alle A € R\ {0}
soll gelten

©-

(z+ Azg) = ¢(z) + A\ é p(z + Azo)
)+

= (57 + o) = e(5

Fiir A > 0 ergibt sich daraus fiir alle y = ﬁ eF

d(y +z0) = p(y) + a < p(y + o)
und fiir A <0
oy — x0) = p(y) — a < p(y — x0).

Beides zusammen heifit gerade

o(y) —p(y —20) < a <p(y+x0) —@(y) fiiralley € F.
Well fiir alle z,y € F

¢ linear

o(r) + ¢(y) o(x+y) <plr+y)=plx—z0+x0+Y)

sublinear

< p(x — o) + p(y + x0),
d.h.
o(x) — p(r —20) < p(y +0) — 0(y) fiir alle z,y € F,
gilt

itelg(w(x) —p(z —x0)) < yigg(p(y +x0) — ().

Somit erfiillt jedes & € R mit

sup(¢(r) — p(z — 20)) < o < inf (p(y + 20) — ¢(y))

f
zEF yeF
die gesuchte Eigenschaft.

2. Schritt: Wir wollen das Lemma von Zorn anwenden:
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Sei (M, <) eine teilweise geordnete nichtleere Menge, in der jede Kette (das ist
eine total geordnete Teilmenge, also eine Teilmenge, fiir deren Elemente stets
a < b oder b < a gilt) eine obere Schranke besitzt. Dann liegt jedes Element
von M unter einem maximalen Element von M, also einem Element m mit
m<a— a=m.

Betrachte die Menge M der Paare (G, ¢), wobei

e (G Untervekttorraum von X,

e ' CQG,

e ¢ : G — R lineare Fortsetzung von ¢ mit ¢(x) < p(z) fiir alle z € G.
Esist M # 0, da (F,¢) € M.
Auf M kénnen wir eine teilweise Ordnung < definieren durch

(G1,01) < (G2, ¢2) <= G1 C Ga,  ¢2|c, = ¢1.

In der Tat ist (M, ¢) eine teilweise geordnete Menge, in der jedes Kette eine obere Schranke
in M besitzt:

Ist etwa K = {(G;,¢;) | i € I} eine solche Kette, dann ist (G, ¢) definiert durch

G:= U G, o(x) :=¢i(x), fallsxeG (3.2)

il
fiir alle x € G eine obere Schranke, d.h.
(Gz7¢1) S (G7¢) = Gi - Ga ¢|Gi = ¢z

Beachte, dass ¢ in (3.2]) wohldefiniert ist, da K total geordnet ist.
Nach dem Lemma von Zorn besitzt die Menge M ein maximales Element (G, ¢).

Behauptung.
G = X (und die gesuchte Fortsetzung von ¢ ist gerade ¢).

Beweis davon: Angenenommen, es ist G C X.

Dann kénnen wir durch den ersten Schritt eine echte lineare Fortsetzung ¢; von ¢ auf
Gl Z:G@Rifm o ¢G,
definieren, die durch p dominiert wird. Dann wére aber

(G7 (b) < (G17 ¢1)
und das wire ein Widerspruch zur Maximalitét von (G, ¢). O

Bemerkung. Im Allgemeinen ist der Parameter o im 1. Schritt nicht eindeutig bestimmt. Es
kann daher durchaus unendlich-viele lineare, von p dominierte Fortsetzungen von ¢ geben.

Als néchstes wollen wir eine komplexe Version des Satzes von Hahn-Banach formulieren.
Zum Beweis ist das folgende Lemma sehr hilfreich:
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Lemma 3.1. Sei X ein C-Vektorraum.
(i) Ist f: X — R eine R-lineares Abbildung, so ist
pf: X —=C,

pr(x) = f(x) —if(iz),

reX
eine C-lineare Abbildung und Re(pyf) = f.

(ii) Ist ¢ : X — C eine C-lineare Abbildung, so ist

f=Re(p): X =R
eine R-lineare Abbildung und ¢ = p¢.

(i41) Ist p: X — R eine Halbnorm und ¢ : X — C eine C-lineare Abbildung, so gilt die
Aquivalenz

o) <p(e) Veex <<= [Re(d(2))] <p(2) Veex.

(iv) Ist X ein normierter Raum und ¢ : X — C eine C-lineare, stetige Abbildung, so ist

9]l = [IRe .

Mit anderen Worten: ¢ — Re ¢ ist eine bijektive R-lineare Abbildung zwischen dem Raum

der C-linearen und dem der R-wertigen R-linearen Funktionale. Im normierten Fall ist sie
isometrisch.

Beweis. Zu (i): Es ist klar, dass

¢ R-linear, Re(py) = f.
Es reicht daher zu zeigen, dass fiir alle x € X

pf(iz) = ips(z).
Nun gilt fiir alle x € X

o (iz) = fliz) —if (—z) 2 —2(f(iz) + if (x))
=i(f(z) —if(iz)) = ipg(z).

Zu (ii): Da ¢ C-linear ist, ist ¢ erst recht R-linear. Dann ist aber auch f = Re(y) R-linear
AuBlerdem gilt fiir alle z € X

Re(p(iz)) +ilm(p(iz)) = p(iz) T2 ip(z)

i(Re(p(x)) +iIm(p(z))) = i Re(p(x)) — Im(p(z))
Daraus folgt

Im(p(z)) = — Re(p(iz))

fiir alle x € X.
Dabher gilt fiir alle z € X

= f(x) —if (ix) = ps(x).

p(z) = Re(p(z)) +ilm(p(x)) = Re(p(z)) — i Re(p(z)) x
Zu (iii): Die Richtung ,,=—* ist trivial, da Re(¢) < |¢| gilt. Fiir die ,,<=*“-Richtung benutze
die Aussage

VoecToer : €0z = |2].
Dann gilt ndmlich

|6(z)] = e () T p(ei)

wegen |.|

Re(¢(e™))
< ple”z) = || p(z) = p(a).
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Zu (iv): Zunichst gilt

[¢]l = sup [¢(z)] = sup [Re(¢(z))| = [[Re .
r€EBx r€Bx

Wihle nun
p(z) == [Re(é(2))].

Dann gilt trivialerweise |[Re(¢(x))| < p(z) und aus (iii) folgt somit

|6(2)] < p(z) = [Re(d(2))]

also
[¢(2)| < [Re(d(2))].

Zusammen folgt

o]l = [Re()]l-

Satz 3.2 (Hahn-Banach: Version der linearen Algebra - Komplexe Fassung). Sei
X ein C-Vektorraum, p : X — R sublinear, F ein Untervektorraum von X und ¢ : FF — C
eine C-lineare Abbildung mit

Re(p(x)) <p(z) fir alle x € F.
Dann ezistiert eine C-lineare Abbildung ¢ : X — C, ¢|p = @, mit

Re(o(z)) < p(x)  fir alle z € X.

Beweis. Wende Satz an auf Re(y) : F — R. Es folgt, dass Re(y) eine R-lineare Fortset-
zung f : X — R besitzt mit

f(z) <p(x) firallexz e X.
Nach Lemma (i) ist
6:X —C, @)= f(z)—if(iz), zeC

C-linear mit Re(¢) = f < p und das zeigt die letzte Abschéitzung im Satz.
Wir betrachten nun die C-lineare Abbildung ¢ : F' — C. Nach Lemma [3.1] (ii) ist fiir z € F

P(r) = Pre(p) (7) = Re(p(x)) — i Re(p(ix)).
Wegen f|r = Re(p) folgt daraus fiir x € F
() = Re(p(x)) —iRe(p(iz)) = f(z) —if (ix) = (x)
und daher wie gewiinscht ¢|p = . O
Bemerkung. Falls p im Satz [3.2] sogar eine Halbnorm ist, d.h. es gilt sogar
p(Az) = [A|p(x) fir alle x € X, A € C,
dann ist die Abschéitzung
Re(o(z)) < p(x) firallex e X
wegen Lemma (iii) dquivalent zu

|p(z)| < p(x) fiir alle x € X.
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Endlich ist es soweit und wir kénnen die algebraischen Hahn-Banach-Sitze auf normierte
Réume und stetige lineare Funktionale anwenden:

Satz 3.3 (Hahn-Banach: Fortsetzungsversion). Sei (X,|.|y) ein normierter K-
Vektorraum, F ein Untervektorraum von X und ¢ € F' = L(F,K). Dann existiert eine
Fortsetzung ¢ € X' von ¢ mit

191l = Nl -

Jedes stetige Funktional kann also normgleich fortgesetzt werden.

Beweis. Wende Satz und seine nachfolgende Bemerkung an auf die Halbnorm
p: X =R, p)=lelplsly, =eX
Wir erhalten so eine K-lineare Fortsetzung ¢ : X — K von ¢ mit
[0(@)] < p(x) = llellpllzllx  fir alle z € X.
Insbesondere sieht man daran, dass ¢ stetig ist, d.h. ¢ € X’. Weiter gilt

18]l x, = sup [¢(z)| < [l pr-
rE€Bx

Auflerdem ist

[6llx, = sup [[¢(x)]| = sup [[¢(z)] = sup [lp()]| = llellp,
rEBx rEBR r€BFR

d-h. [0l = llell pr- .

Bemerkung. Eine solche Fortsetzung ¢ ist im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt und
der Satz gilt fiir allgemeine Operatoren nicht, wie wir spéater sehen werden.

Wir kommen nun zu wichtigen Folgerungen fiir Funktionale. In manchen Lehrbiichern finden
sie oft auch 2’ € X’ als Funktionalelement statt ¢ € X'

Korollar 3.1. Seien (X, ||.|| ) ein normierter K- Vektorraum und x € X mit x # 0. Dann
existiert ein Funktional ¢ € X' mit

p(@) = llzllx  und el = 1.

Beweis. Betrachte
F=K-z={ x| XeK}.

Definiere dann
p: F =K, oAz)=Az|y firalleek

Dann ist ¢ eine K-lineare Abbildung: Seien «, 8 € K und y1,y2 € F. Es folgt
playr + By2) = pladiz + BAaz) = p(z(a + BA2))
= (@1 + BXo)[|z] = aiflz]| + BA|l =]
= ap(Miz) + Bo(Aex) = ap(yr) + Be(y2)-

Weiter ist
lellp = sup [p(y)| = sup [Irz]y <1.
Yy=AzEF y=\z€F
[[Az|I<1 IAz|| <1
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Auf der anderen Seite ist

T

H | =we(3) < Sup le)| = llell g -
Il ||l Br
~—
€Bp
Demnach ist
ol pr = 1.

Also ist p € F'. Nach Satz gibt es eine Fortsetzung ¢ € X’ von ¢ mit

1ol = llellpr =1,

Auflerdem ist
o(z) = |lzllx,
denn fiir A € K mit A # 0 gilt

¢(z) = *¢( )= (M) 90(/\33) = ||zl
und fiir z = 0 ist das sowieso klar. O

Aus Korollar folgt unmittelbar, dass die Elemente aus X’ die Punkte von X trennen:

Korollar 3.2. Sei (X, .| ) ein K-Vektorraum und x,,xo € X mit £, # x2. Dann exis-
tiert ein Funktional ¢ € X' mit

plar) £ plas)  und gl = L.

Beweis. Wende Korollar 3.1 an auf
r=1x1—29 #0.
Dann existiert ein ¢ € X’ mit |||y, =1 und

T1£T2
p(x) = p(r1 —22) = |zllx =21 —22][x # O
—_———

=p(z1)—p(w2)

Es folgt
p(z1) # p(z2).

Bemerkung. Das Element ¢ € X’ mit

el =1 und  o(z) = [Joflx

aus Korollar ist im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Aber es es gibt eine Moglich-
keit, damit es eindeutig wird:

‘ p € X' ist eindeutig, wenn X’ strikt konvex ist. ‘ (3.3)

Erinnerung. Ein normierter Vektorraum (Y, ||.||y-) heifit strikt-konvez, wenn gilt

Fiir alle y1,y2 € Y mit [[y1]ly = |ly2lly = 1 und y1 # yo ist
[Ayr + (1 = Nyally <1  fiir alle A €]0, 1.

Interpretation. Die Einheitskugel in einem strikt konvexen normierten Vektorraum ist
,rund“.
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Beispiele 3.2.
1. Die Einheitskugel in (X, ||.||) = (R?,]|.]|,) ist strikt konvex:
Seien x = (z1,22) und y = (y1,y2) mit  # y und ||z||, = ||y||, = 1. Dann gilt
Iy + (L= Nzl = Qgn + (1= N21)* + Oz + (1= A)ao)?
= N1 +3) + 201 = N (@ayn + zayo) + (1= 1) (@] + 25)
= Xlylly + 271 = ) (@ 9) + (1= 20+ X)J;
=207 — 2\ + 1+ 2\(1 — \) (2, )
=14 (L= 22A((z,y) — 1)
——

>0

Wir miissen also zeigen, dass (z,y) — 1 <0, d.h.

(y) < 1= l=l5llyll5- (3-4)

Das ist aber (fast) die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung. Die Striktheit gilt, wenn x
und y linear unabhéngig sind.

Ist also x = Ay fiir ein A € R, so gilt
1 =Ay1 und x2 = A\ys.
Daraus folgt
2 2
1= |lzflz = 2% + 23 = (i +33) = Nllyll; = A%,
also ist A =1 oder A = —1. Doch A = 1 koénnen wir ausschliefen, da sonst x = y wire.

Fiir A = —1 gilt
(z,y) = (z,—z) = — (z,2) = -1 < 1.

Damit ist (3.4) gezeigt und die Einheitskugel strikt konvex.
2. Die Einheitskugel in (X, |.||) = (R?, ||.||,) ist beziiglich der Norm

1z, y)lly = ll + 1yl
nicht strikt konvex:
Betrachte etwa y; = (1,0) und y, = (0,1). Dann ist y; # ya, ||y1]l; = [|y2] = 1, aber

A= 1/2
[Ayr + (1= Ngally = [Al + 1 = Al

Vergleichen Sie auch Beispiel um sich von der ,,Rundheit® zu iiberzeugen.
O

Beweis wvon . Angenommen, es existieren @1, € X' mit ¢ # @2 sowie
leillx = lleallx, =1 und

p1(z) = pa(z) = ||z,
Dann folgt fiir alle A €]0,1]

L= [Apu(@/]lz]]) +(1 = A) pa(@/|lz])) | < sup |Aer(y) + (1= A)ewa(y)]
— —r

yEBx
=1 =1

strikt konvex

= [[Ap1 + (1 = Nzl x
Aber 1 < 1 ist ein Widerspruch. O

Korollar 3.3 (Normformel). In jedem normierten Raum gilt

lzllx = sup |o(z)| = max |p(z)|  fir allex € X.
wEB 1 pEBx
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Beweis. Fir z = 0 ist die Behauptung trivial. Sei also x # 0.

Zu ,,>“: Es gilt

sup |p(x)] < sup [l@llx |zl x <[l
@pEB 1 pEBx/

Zu ,,<“: Nach Korollar existiert zu z € X \ {0} ein ¢ € X’ mit

lellx =1 wnd  @(z) = ||z
Daraus folgt

lell=1

e =¢(x) < sup [p(z)].
r€EBx/

Bemerke die Symmetrie in der Normformel zur Definition

ol = sup |o(z)]  fiir alle z € X'.
rx€EBx

Im Gegensatz hierzu wird das Supremum in der Normformel stets angenommen.

Menge und x ¢ U. Dann gilt

d(z,U) = inf{d(z,u) |[ue U} >0.

Lemma 3.2. Seien (X,d) ein metrischer Raum, U C X eine abgeschlossene, nichtleere

Beweis. Angenommen, es gibt eine Folge (u,) C U mit

lim d(x,u,) =0,

n—oo

d.h. u, — x. Weil U abgeschlossen ist, folgt x € U. Widerspruch!

raum von X und © € X \U. Dann gilt:

Korollar 3.4. Seien (X, |.||y) ein normierter Raum, U ein abgeschlossener Untervektor-

Joex i plu =0, ol =1 wund  ¢(z)=d(z,U) > 0.

Beweis. Setze
Up :=1lin(U U {z}) =U & lin{z}.

Definiere auf Uy die Abbildung

up(u+ ax) == ad(z,U) = ainf{ ||z —u| |[u € U} fiir alle w € U und a € K.

Dann ist uj : Uy — K linear, weil fiir alle uy,ug € U und A, g, 01,00 € K

up(ANur + az) + plug + asr)) = ul(Aug + pus) + (Ao + pas))
= (Aay + pao)d(z,U) = Aand(z,U) + pagd(z, U)
— N(y1 + 02) + (3 + 02).

Offensichtlich ist auch u{, = 0 auf U. Ferner gilt fiir a # 0
d(w, U) < [lz = 2],

also
ug(u + ax)| < |of ||z — 22| = laz + ul|.
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Daher ist [Jug|| < 1.

Sei nun € > 0. Wir kénnen dann wegen d(z,U) > 0 (Lemma [3.2)) ein u, wihlen, so dass
2 —ucl < (1 +€)d(z,U).
Daraus folgt
up(z —ue) =1-d(z,U) > = |z — ucl|.
Wegen = — u, # 0 ist also
e—0F
lupll > 3 — 1.
Damit ist insgesamt ||ug|| = 1 gezeigt und daher ist uy € L(Up). Nach dem Satz von Hahn-
Banach (Satz[3.3) gibt es dann ein ¢ € X’ mit o[y, = uf|v, und || = [|uf|. Es gilt dann
wie gewiinscht

a=0

elo =0, llel=llugll =1 wnd  ¢(z) =u(0+1-2) = d(z,U) > 0.

Lemma 3.3. Sei X ein normierter Raum und S ein Untervektorraum mit dim S < oo.
Dann ist S abgeschlossen und es gibt einen komplementdren abgeschlossenen Untervektor-
raum T, d.h.

X=5aT.

Beweis. Jeder endlich-dimensionale normierte Raum ist vollstéindig, also ist .S abgeschlossen.

Sei x1,...,x, eine Basis von S und ey, ...,e, die duale Basis von S’, d.h.
€i(z;) = 5.

Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es Fortsetzungen f1,..., f, € X' von eq,...,e,, d.h.

fils = €;.
Definiere P : X — S durch
Pz = Zfl(gv)xZ (3.5)
i=1

Wir bemerken, dass diese Abbildung wohldefiniert ist und offensichtlich ist P linear und
stetig. Weiter gilt Po P = P, denn

(PoP)(x)=P()_ filz)z;) = ny(z fi(z)w;)z;
= fi(z) fi(zi)x; = > fi(z)ri = Px

AuBlerdem ist P|g = I, denn fiir z € S gilt

n

P() = 3 i) = Y (3" A

n

- Zz/\j fi(zj) i = ;/\jxj = .

i=1j=1 -
=6y
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Setze nun

T .= ker P.

Dann ist T tatséichlich ein abgeschlossener Untervektorraum von X, denn 7' = P~1({0}) ist
abgeschlossen als Urbild der abgeschlossenen Menge {0} unter der stetigen Abbildung P.
Auflerdem gilt T NS = {0}, denn angenommen, es gibt ein s € SNT mit s # 0. Dann ist
s €T =ker P, d.h. P(s) =0, aber wegen s € S gilt auch

0=P(s)=s

und das ist ein Widerspruch zu s # 0.

Die gesuchte Zerlegung ist nun
x = (z — P(z)) + P(x).
P(z) € S ist dabei sowieso klar. Weiter gilt x — P(z) € T, denn

P(x — P(z)) = P(x) — Po P(z) = P(x) — P(x) = 0.
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3.2 Geometrische Formen des Satzes von Hahn-Banach

In diesem Abschnitt ist unser Ziel, zwei konvexe Mengen durch eine Hyperebene zu trennen,
die durch ein lineares stetiges Funktional beschrieben wird. Wir haben also das folgende
Trennungsproblem:

Existiert zu konvexem U C X und V C X ein Funktional ¢ € X’ mit ¢ # 0 und

y < inf
sup p(r) < Inf o(x)

im Falle K = R bzw.

Vc{zeX|Rep(x)>a}

sup Re p(z) < inf Rep(z)
z€U zeV

im Falle K = C? Uc{zeX|Replx)<al
{ze€X|Rep(z)=a}

Ein wichtiges Hilfmittel zum Beweis der folgenden Trennungssitze ist die folgende

Definition 3.2 (Minkowskifunktional). Sei X ein K-Vektorraum und C C X eine
Teilmenge. Das Minkowskifunktional

pc : X — [0, 00]

wird definiert durch
pe(z) =inf{a>0]|z € aC}.

C heifit absorbierend, falls pc(z) < oo fiir alle z € X.

Beispiel 3.3. Sei (X, |.| i) ein K-Vektorraum und
C={zeX||z| <1}

Dann ist
po(z) =inf{a >0z eaC}=mnf{a>0]||z| <a}=|=z.

Lemma 3.4. Sei (X, |.||x) ein normierter K- Vektorraum und C C X eine offene, konvexe
Teilmenge mit 0 € C'. Dann gilt

(i) pc ist sublinear.

(i) C ist absorbierend, genauer:

Imr>0Vzex 1 0 < po(z) < Mzl

(iii) C ={z € X |pc(z) <1}.

Beweis. Zu (iii):

e C: Sei x € C. Da C offen ist, gibt es ein € > 0, so dass

(I+ezeC.
Also ist
T E liEC
und damit




e D: Sei nun z € X mit pe(z) < 1. Dann gibt es ein a €]0, 1] mit « € aC, also

éx eC.
Nach Voraussetzung ist auch 0 € C'. Da C konvex ist, folgt

r=alz+(1-a)-0€C

Zu (ii): Es ist klar, dass pc(z) > 0, da o > 0 in der Infbildung.

Zur Bestimmung von M: Da C offen ist und 0 € C, gibt es ein r > 0, so dass
Bx(o, 27") cC.

Fiir alle z € X mit = # 0 ist rqy € Bx(0,2r), also auch

Daraus folgt

po(r) < @ fiir alle z € X

(3.6)

Also ist M := % das Gesuchte. Beachte, dass die Ungleichung (3.6)) auch fiir z = 0 gilt.

Zu (i): Um die Homogenitit nachzuweisen, seien A > 0 und z € X. Dann ist

pc(Az) =inf{a >0 caC}=inf{a>0]zc $C}

=inf{AG0>0|ze€fBC}=AInf{8>0]|x € pC}=Apc(z).

Fiir A =0 ist pc(0) = 0.
Zur Subadditivitéit: Seien z,y € X und € > 0. Dann gilt

pc(r)+€e>0 und pe(y)+e>0.

Dann folgt

_ _po(x) 29

pC(Pc(i)-i-ﬁ) T po(z)te

und daher wegen (iii)

Pc(§)+e €C.
Analog folgert man
y
pe(vFe © C.

Nun ist C konvex und daher

aer(lf())# € C firalle z,y € X und 6 € [0, 1].

pc(y)+e
Wihle .
- pc(z)te
0= ez (< -
Dann ist
1— 0 — pc(y)+e
pc(z)+po(y)+2e

Einsetzen liefert

e C.

x Y
po(x)+pc(y)+2e + pc(x)+pc(y)+2e

Damit ist
z+y € (pe(z) + pc(y) + 26)C,

d.h.
pc(r+y) < po(z) +pey) + 2.

Da € > 0 beliebig war, folgt daraus dann die Subadditivitét.
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Konvention.
Seien A, B C X. Dann definiere

A+xB:={atblac Abe B}
Ist A sowie B konvex, so ist auch A £ B komvex.
Beweis. Seien 21,29 € A+ B, also gibt es a1,as € A und by, by € B, so dass
z1=a1 £ by, 2o =as=xbs.
Fiir A € [0, 1] gilt dann

)\Zl + (1 - )\)22 = )\(al + bl) + (1 - )\)(ag + bg)
= [Aap + (1 — Nag] £[M\by + (1 — Nbo] € A+ B.

€A, da konvex €B, da konvex

Also ist A £+ B konvex. O

Nun zum ersten Trennungssatz:

Satz 3.4 (1. Trennungssatz, Trennung im weiteren Sinne). Sei (X, |.||y) ein nor-
mierter K-Vektorraum und U,V # () disjunkte, konvexe Teilmengen von X. Weiter sei U
offen. Dann gibt es ein o € X' mit

Rep(u) <Rep(v) firaleuweU undv e V. (3.7)

Bemerkungen.

1. Geometrische Interpretation: Die Hyperebene {2 € X | Re(¢(x)) = o } trennt U und
V.

2. An dem Satz sieht man auch, dass stets ¢ # 0 gilt. Denn wére ¢ = 0, so ergébe sich
ein Widerspruch zur Striktheit in ([3.7]).

3. Dass U offen ist, ist wesentliche Voraussetzung im Falle dim X = oo, wie das folgende
Beispiel zeigen wird:

Beispiel 3.4. Sei X = ¢y sowie
U:={(zn)n : N—R| 2z, # 0 nur fir endliche viele n }.

U ist nicht offen in ¢y, denn um (0,0,...) gibt es keine offene Kugel, die ganz in U liegt, d.h.
es gibt wieder und wieder Elemente aus ¢y, die nicht in U liegen.

Der Dualraum von c¢q ist ¢, 2! (vgl. die Bemerkung zum Beispiel [2.10) und

Q@(l’) = Z PnTn, @ E l17$ € Co.

n=1

Definiere
V:={(1/2)" | neN}

Behauptung: Es gibt kein ¢ € X', so dass fiir alle z € U und v,, € V

o0 00 00
90(33) = Z PnTp < Z <Pn27n = Z ©nUn . (3.8)
n=1 n=1 n=1

Angenommen, (3.8) gilt doch. Dann betrachte

) = (sgn 1, sgn g, ..., sgn @y, 0,...) € U
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Dann gilt ndmlich
k k
p@®) =" Jon <> pn27k
n=1 n=1

Fiir k — oo folgt

DN =

oo oo
> a2 <S> el
n=1 n=1

Das geht aber nur fiir ¢ = 0. Doch das wére ein Widerspruch zur Striktheit in (3.8)).

N =

Z lon| < 22—n =
n=1 n=1

O
Beweis von Satz[3.4)
1. Schritt: V' = {zo}.
1. Fall: K=R.
Wir miissen zeigen, dass es ein ¢ € X’ gibt mit
o(x) < p(zg) fir alle z € U. (3.9)

O.B.d.A. sei 0 € U (denn wir wollen Lemma[3.4]anwenden). Andernfalls betrachte fiir ug € U
beliebig
V'i={xo} —{uw} ={zo—wo}, U :=U—{uo}.

Dann sind U’ und V'’ wieder konvex (siehe Konvention oben) und U’ ist offen, da U’ eine
Verschiebung der offenen Menge U um wug ist. Weiter ist

VinU =0,
denn wére das nicht so, so gebe es ein u € U mit
To— UY = U — Uy <= Ty = U,
doch ein solches u gibt es nicht, da UNV = (.
Auflerdem gilt auch :

ez —uo) < p(xo — up) == () — p(uo) < p(z0) — P(uo),

also
o(x) < p(xg) fir alle xz € U.

Wir kénnen also tatséchlich 0 € U annehmen.

Wir betrachten jetzt das Minkowski-Funktional py. Fiir dieses zeigen wir jetzt
pu(xo) =inf{A >0 |z € AU} > 1. (3.10)
Es ist klar, dass 2o € 0-U und 29 ¢ 1-U,da U NV = (.
Annahme: Es gibt ein A €]0, 1] mit xg € AU, d.h. es gibt dazu ein u € U mit xy = Au.
Dann folgt aus der Konvexitét von U und da v und 0 € U:
M+ (1=XN)-0= u=ux¢ €U,
aber das ist ein Widerspruch zu U NV = ). Damit ist gezeigt.

Seil nun

F:Rl‘o

und sei
¢p:F—R, o¢(Axg):=X fiiralle A e R.

Wir haben frither schon einmal gesehen, dass ¢ linear ist (vgl. den Beweis zu Korollar .

Nun gilt
o(y) <pu(y) fiir alle y € F,

denn sei y := Azp. Dann gilt
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e Fiir A <0 ist

Lemmal3-4 (i4)
<

d(y) = dp(Azg) = A <0 pu(Azo) = pu (y)-

e Fiir A > 0 ist
" sublinear
ww:¢umy:A!!Mm@@‘é pu(Azo) = pu(y)

Nach dem Fortsetzungsatz von Hahn-Banach gibt es eine lineare Fortsetzung ¢ von ¢,
so dass
o(y) =9¢(y) firalley e F, p(x)<py(x) firallexe X.
Weiter gilt
F

(o) =" ()
Wir zeigen nun, dass ¢ € X', d.h. dass auch noch zusitzlich ¢ stetig ist. Nach Lemmal[3.4] (ii)
gibt es nédmlich ein M > 0, so dass

Def.,A=1
= 1.

pu(x) < M|z|| firallexz e X
und daraus folgt
Lo(r) = p(+) < pu(2s) < Mljs||  fir alle z € X,
also
lp(z)| < M||z|| fiir alle 2 € X
und damit ¢ € X'.
Wegen Lemma (iii) gilt schliefllich

o(z) <py(z) <1 () o(xg) fir alle z € U.

2. Fall: K =C.
Wir miissen zeigen, dass es ein ¢ € X’ gibt, so dass

Rep(z) < Rep(zg) firallexeU (3.11)
Nach Fall 1. gibt es ein R-wertiges lineares stetiges Funktional ¢ : X — R mit
d(x) < p(xg) fiir alle z € U.
Setze
p(x) = o) —ig(ir).
Dann ist ¢ als Verkniipfung stetiger Abbildung selbst wieder stetig.
Nach Lemma (i) ist ¢ : X — C also ein C-lineares stetiges Funktional, also ¢ € X’ und

¢(z) = Re p(z).

Das zeigt (3.11)).
2. Schritt: V beliebig.
Betrachte
M:=U-V.

Dann ist M konvex, denn U und V sind konvex. Weiter ist M # (), weil U,V # (). Des
Weiteren ist M offen, da

M = U U—{v}
vev offen

und beliebige Vereinigungen offener Mengen offen sind.
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Wende nun den ersten Schritt an auf
M und {0}.
Es ist M N {0} = @ gesichert, da wegen U NV = in der Tat 0 ¢ M gilt.
Es gibt also ein ¢ € X', so dass fiir alleu € U und v € V
Re(¢(u —v)) < Reyp(0) = 0.

Daraus folgt
Rey(u) < Rep(v) firalleuwe U undv e V.

O

Lemma 3.5. Sei (X,d) ein metrischer Raum und seien A,B C X mit A,B # 0 und
AN B =0. Ferner sei A kompakt und B abgeschlossen. Dann gilt

d(A, B) = inf{d(a,b) |a € A;be B} > 0. (3.12)

Beweis. Seien dazu (by,), C B und (a,), C A zwei Folgen mit der Annahme

lim d(by,a,) = 0.

n—oo

Dann gibt es wegen der Kompaktheit von A eine konvergente Teilfolge mit

klim an, = a € A.
Daraus folgt
lim d(by,,a) < lim d(by,,an,) + klim d(ap,,a) =0.

k—oo k—o0 —

Da B abgeschlossen ist, folgt dann a € B sowie

a€ ANB.
Doch das ist ein Widerspruch zu A N B = (). Also gilt taséichlich (3.12)). O

Satz 3.5 (2. Trennungssatz, Trennung im strikten Sinne). Sei (X, |.| ) ein nor-
mierter Vektorraum und seien U,V # () disjunkte, konvexe Teilmengen von X. Weiter sei-
en U abgeschlossen und V' kompakt. Dann gibt es ein lineares stetiges Funktional ¢ € X'
und a1, a0 € R, so dass

Rep(u) <a; <az <Rep(v) firaleueU undveV.

Beweis. Zunichst ist nach Lemma
d :=dist(U, V) > 0.
gesichtert. Sei nun 0 < 7 < d. Betrachte

Upi= U_ +Bx(0,r) = U (u+Bx(0,r)).

uelU

konvex konvex offen

Dann ist U, offen und konvex. Weiter ist

U.nNV =0,
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da fiir alle u,, :=u+z €U, undv eV

I(w+2) =l = lu—v+2| > lu=v| - |z] = d— [lz|| > d =7 > 0.

Nach dem ersten Trennungssatz gibt es ein p € X’ mit

Rep(u+z) <Rep(v) firallew e Uv eV und x € Bx(0,r).

Sei nun z € Bx. Dann gilt
—r € Bx und + 5% € Bx(0,7)
und daher

Rep(u =+ 57) = Rep(u) + 5 Rep(Z) < Rep(v)

=Rep(u) + 5 |Rep(Z)| < Rep(v).

Nach Supremumsiibergang folgt

Rep(u) + 5 sup |Rep(z)| < Rep(v),
xE€Bx

also

r
Rep(u) + 5llellx < Rep(v).
——

=€

Dann ist nach der Bemerkung Punkt 2. € > 0 und daher
Rep(u) < Rep(u) + § < Rep(u) + € < Rep(v).

Setze

aq := sup Re gp(u), a9 = inf Re (,0(’[)).
wel veV

Dann folgt aus (3.14))

Reyp(u) < a; < as < Rey(v),

was zu zeigen war.

(3.13)

(3.14)

torraum. Dann gilt

U dicht in X <— (VQOGX’ : (p|U =0= ©® :0)

Korollar 3.5. Seien (X, ||.||y) ein normierter K-Vektorraum und U C X ein Untervek-

Beweis. Zu ,—“: Sei also

p(u) =0 firalleueU.

Weiter liegt U dicht in X, d.h. zu jedem = € X gibt es eine Folge (uy,), C U mit

lim ||z —u,|x =0.

n—oo

Betrachte nun

0<fe(@)] <lp(z—un)l+  |o(un)]  <llellxllz —unlx — 0.
——

=0 wegen
Also ist ¢ = 0.
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Zu ,<=*: Angenommen U # X. Dann gibt es ein g € X \ U und nach dem 2. Trennungs-
satz angewendet auf U und V := {zo} gibt es ein ¢ € X', so dass

Reg(u) < Regp(xg) fiir alle u € U, (3.16)
denn UNV =0, U ist abgeschlossen, V ist kompakt und U sowie V sind konvex.
Da U ein Untervektorraum ist, ist auch U ein Untervektorraum, d.h.
AuecU firalle A€ KundueU.
Dann gilt fiir alle A € R mit A # 1
Re ¢p(Au) = ARe ¢p(u) < Re ¢p(zo)

und das geht nur, wenn ¢ auf ganz U konstant Null ist. Nach Voraussetzung folgt dann aber,
dass ¢ das Nullfunktional ist, und dies steht im Widerspruch zu der strikten(!) Ungleichung

in (3.16). O

Bemerkung. Die Korollare [3.1] bis[3.4] aus dem letzen Abschnitt kénnen auch aus den Tren-
nungssiitzen hergeleitet werden. Genauso kann das obere Korollar mit dem Hahn-Banach-
Satz hergeleitet werden.
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3.3 Reflexive Raume

Wir haben gesehen, dass wenn (X, ||.|| ) ein beliebiger normierter Raum ist, dann stets sein
Dualraum (X', ||. ) vollstéindig ist (vgl. Satz [2.2)).

Wir betrachten nun den so genannten Bidualraum X" := (X') ausgestattet mit der Norm

Hx//”XN = sup |x”(<p)|, 2" e X",
@EB 1

Dann ist auch wieder (X", ||.|| ) vollstéindig.

Jedes © € X definiert iiber die so genannte kanonische Abbildung
X = X" wej@)(e) =), geX’
ein lineares stetiges Funktional.

In der Tat ist j wohldefiniert, d.h. j(x) € X”: Seien dazu ¢, ¢ € X’ und A, p € K. Dann gilt
J(@) A + pp) = (Mg + ) () = Ap(a) + pip(x) = Nj(2) () + pj () (4)
und damit ist die Linearitét von j(x) gezeigt. Die Stetigkeit folgt aus
7 (@)()] = le()] < llellx NIzl x-

Somit ist j(xz) € X" gezeigt.
Eigenschaften von j : X — X",

1. j ist linear: Fiir z,y € X und A, u € K gilt ndmlich mit ¢ € X’

JAz + py)(p) = Az + py) = Ap(x) + pp(y) = Aj(@)(#) + 1i(y) (),

also
JAz + py) = Aj(z) + pi(y).

2. j ist isometrisch und daher insbesondere beschrénkt und injektiv: Denn betrachte

Normformel

17(@)lx = sup |i(z)(p)] = sup [p(z)] ] x-

wEB 1 pEBx/

3. j ist im Allgemeinen nicht surjektiv: Betrachte zum Beispieﬂ

X =co= X' = (co) 2I' = X" = (I') =1*.
Dann gilt
i(z) ==

Denn identifiziert man ¢ = (¢,,), € [! mit dem Funktional
YT = (‘rn)n = ZmnSOTH
n

so sieht man
i(@) (@) = p(x) =Y npn = 2" (p),

wo z” € [*° das Funktional

2" (Pn)n = Y Tnn
darstellt. Also folgt

' = = j()

und hieran sieht man, dass j(z) nicht surjektiv ist, denn nicht jede beschréinkte Folge
(= Element aus [*°) ist eine Nullfolge (= Element aus cp).

SVergleichen Sie dazu auch das Beispiel und seine Bemerkung
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Wir fassen nocheinmal zusammen:

Satz 3.6. Die Abbildung
jiX = X" j@)(e) = elz)

ist eine (im Allgemeinen nicht surjektive) lineare Isometrie.

Insgesamt folgt also, dass X mit dem Unterraum j(X) C X" identifiziert werden kann, d.h.

| X =j(X) c X"

Daher ist auch die symmetrische Schreibweise

(@ p)x x = (@), 0)xn xr = (0:2)x1 x = ()
mit der so genannten Dualititsklammer {.,.) gerechtfertigt.

Bemerkungen.
1. Ist X vollstindig, so ist j(X) abgeschlossen in X"

Anders ausgedriickt: Ein Banachraum X wird mit einem abgeschlossenen Unterraum
von X" identifiziert.

Beweis. Da X vollstdndig ist, ist wegen der Identifikation mit j(X) auch j(X)
vollstéindig. Somit ist j(X) abgeschlossen. O

2. Ist X nicht vollstéindig, so kann j(X) als Vervollstindigung von X angesehen werden.

Beweis. j(X) ist im Banachraum X" abgeschlossen, also ist j(X) nach Satz
vollsténdig. O

Satz 3.7 (und Definition). Ist (X, ||.|| ) ein normierter K- Vektorraum, so gibt es einen
Banachraum (X, Il.ll¢), in dem X dicht liegt. X heipt Vervollstindigung von X .

Beweis. Benutze dazu die Bemerkung 2. Dann erfiillt ndmlich

X = j(X)
das Gewiinschte, denn X liegt dicht in X , weil
X ~j(X) sowie j(X)=X,

und X ist vollstindig, d.h. modulo Identifikation mit j(X) kann X als Vervollstéindigung
von X angesehen werden. O

Definition 3.3 (Reflexiv). Ein normierter K-Vektorraum (X, ||.|| ) heiit reflexiv, wenn
die kanonische Abbildung surjektiv ist, d.h. wenn

§(X) = X"
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Beispiele 3.5 (fiir reflexive Riume).
e Hilbertriume sind reflexiv (sieche Korollar [5.2).

e Die Sobolevriume W?(Q) fiir 1 < p < oo sind reflexiv. Das werden wir aber erst im
néchsten Semester zeigen, wenn wir uns mit solchen Rdumen beschéftigen.

e Jeder endlich-dimensionale Vektorraum (X, ||.||y) ist reflexiv. Das folgt ndmlich aus
Linearer Algebra (siehe Fischer: Satz 6.1.6).

e LP(Q) und I? sind fiir 1 < p < oo reflexiv.

Beweis. Fiir 1 < p < oo stimmt die kanonische Abbildung j : I? — (I{?)” mit dem
identischen Operator
[:17 =[P

iiberein und ist deswegen surjektiv. Das zeigt man wie oben im ,nicht-surjektiv-
Beispiel“, denn
7y = oy =,

nach der Bemerkung zu Beispiel 2.10]

+=-=1, 1<p<x

141
P q

Die gleichen Uberlegungen gelten fiir LP(€2)

Beispiele 3.6 (fiir nicht reflexive Rdume).
® (¢ ist nicht reflexiv, wie wir oben gesehen hatten.
e /! ist nicht reflexiv: (I')"” = ((I*)')" = (1>°)" 2 1},
e [ ist nicht reflexiv: (I°°)" = ((I°°)")" ¢ (I*)" = [°°.

LY (Q) und L>(Q) sind nicht reflexiv.

C(K) fiir kompaktes K ist nicht reflexiv.

Bemerkungen.
1. Ist X reflexiv, so kann X mit X" identifiziert werden, d.h.
X=X
Die Umkehrung gilt aber im Allgemeinen nicht, d.h.
X =2 X" #= j surjektiv.

Es ist demnach moglich, dass es eine lineare bijektive isometrische Abbildung i : X —
X" gibt, somit also X und X" identifiziert werden kénnen, aber die kanonische Ab-
bildung ;7 : X — X" nicht surjektiv ist! Ein solches Beispiel findet man etwa in: R.C.
James, A non reflexive Banach space isometric with second conjugate space, Proc. Nat.
Acad. Sc. USA 37 (1951), 174-177.

2. Da X" als Dualraum vollstindig ist, ist ein reflexiver Raum wegen X = X’ auch
vollstandig.

Anders gesagt: Ein unvollstdndiger Raum hat keine Chance, reflexiv zu sein.

Satz 3.8. Fin abgeschlossener Teilraum eines reflexiven Banachraumes ist reflexiv.
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Beweis. Sei also (X, ||.]|y) ein reflexiver Banachraum und sei F' C X ein abgeschlossener

Teilraum.

Betrachte ¢ € F” und definiere
o(a') = p(a'|r), 2’ €X.
Dann ist ¢ € X", denn
6(")| = lo(@'|p)| < llll g ll2’[pll g < Nl ol | o

und die Linearitét ist sowieso klar.

Weil X reflexiv ist, gibt es ein xg € X, so dass
d(x') =2/ (xg) fiir alle 2’ € X,
denn ¢ ist ja surjektiv. Es gilt also
o(a'|p) = ' (w0).

Wir behaupten: zg € F.

(3.17)

Angenommen, zy € F. Dann existiert, da F' abgeschlossen ist, nach Korollarein e X'

mit

Zp=0 und a'(x0) #0,
d.h. ¢(2'|r) = 0 und das ist ein Widerspruch zu (3.17).

Weiter im eigentlichen Beweis: Sei nun 3’ € F’. Dann gibt es nach dem Satz von Hahn-

Banach (Satz eine Fortsetzung =’ € X’ mit
dlp=y" wd 2 =Yg
Daraus folgt
@17
p(y) = p(@'lr) =" 2'(z0) = ¥/ (z0,)
also
¢ = j(xo)

und damit ist j : F' — F” surjektiv und F reflexiv.

Satz 3.9. Ein Banachraum X ist genau dann reflexiv, wenn X' reflexiv ist.

Beweis. Zu ,,—>“: Wir miissen zeigen, dass
jxo X = (X)), jxe (@) (@) = 2" (2)

surjektiv ist. Sei dazu also ¢ € X" = (X")'.
Zu zeigen: 3z € X' : p(a) = a’(xy) fiir alle 2" € X".
Wir setzen

o = ¢ o jx
mit der kanonischen Abbildung jx : X — X", also ist

zo(z) = ¢(jx ().

Es ist , € X', denn z, ist eine Verkettung linearer stetiger Funktionen.
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Sei nun " € X”. Da X reflexiv ist, gibt es ein z¢g € X, so dass

2" = jx(xg) = 2" (2") = 2/ (o) (3.19)

Daraus folgt

was zu zeigen war.
Zu ,,<=*: Sei nun X' reflexiv. Wegen dem eben Bewiesenden ist dann auch X" reflexiv.

Wegen Punkt 1. in der oberen Bemerkung gilt
X vollstéindig = j(X) abgeschlossen in X".

Also ist nach Satz der Teilraum j(X) C X" reflexiv und wegen X = j(X) auch X
selbst. O

Zum Schluss notieren wir noch:

Satz 3.10. Sei M eine Teilmenge eines normierten Raumes X. Dann ist M genau dann
beschrinkt, wenn fir alle ¢ € X' die Menge (M) C K beschrinkt ist.

Beweis. Zu ,—>*: Trivial.

Zu ,,<=*: Betrachte die Funktionale ix (x) fiir x € M, die auf dem Banachraum X’ definiert
sind. Dann gilt nach Voraussetzung

sup |p(x)| = sup |ix(z)(p)| < oo fiir alle p € X'.
reM xeM

Aus dem Satz von Banach-Steinhaus (Satz folgt nun

sup [|lz]| = sup [lix ()| < oo.
xzeM zeM

Fiir die duale Version des Satzes muss die Vollstédndigkeit gefordert werden:

Satz 3.11. Sei X ein Banachraum und M' C X'. Dann ist M' genau dann beschrinkt,
wenn fir alle v € X die Menge { o(x) | o € M'} beschrinkt ist.

Beweis. Zu ,,—*“: Trivial.

Zu ,,<=": Nach Voraussetzung gilt also

sup |lp(x)|| < oo fiir alle z € X.
peM’

Aus dem Satz von Banach-Steinhaus (Satz folgt auch schon

sup |[of| < oo,
peM’

was zu zeigen war. O
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3.4 Schwache Konvergenz

Definition 3.4 (Starke und schwache Konvergenz). Sei (X, ||.|| y) ein Banachraum.

(i) Die Folge (x,), C X konvergiert stark gegen x € X, wenn
Tim [ — ] = 0.
Notation. z,, — z in X.
(ii) Die Folge (zy)n C X konvergiert schwach gegen x € X, wenn
Veoex: : lim (o, 2, —x) =0.
n—oo

Notation. z, — z in X oder o(z,z’) — limz,, = «.

Bemerkungen und Eigenschaften.
1. Der schwache Grenzwert ist eindeutig bestimmt.

Sei ndmlich & # x ein weiterer schwacher Grenzwert der Folge (x,), C X. Dann gilt
fiir alle ¢ € X’

(g, ) = lim (p, ) = (p, 7).

Daraus folgt £ = & im Widerspruch zu x # Z.

2. Aus x, — x folgt fiir jede Teilfolge x,, C x,, ebenfalls z, — x.

Denn liegen in einer vorgegebenen Umgebung von X fast alle Glieder, so gilt das erst
recht fiir die Teilfolgenglieder.

3. Ist x,, — =z, so folgt x,, — x.
Fiir alle ¢ € X’ gilt ndmlich

(s 2n — )] < lollx 2n — 2l x — 0.
—_——

—0

Die Umkehrung gilt aber im Allgemeinen nicht. Vergleiche das folgende Beispiel [3.7]
unten.

4. Gilt z,, — =z, so folgt

(|znll x )n beschrénkt und ||z < liminf ||z, .
n—oo

Die letzte Ungleichung driickt auch die so genannte schwache Unterhalbstetigkeit aus.

Beweis. Betrachte die kanonische Abbildung
j: X — X"
Dann ist (j(x,)), punktweise beschriinkt, denn
(G(@n), ) = Ju,. () = (@, 2n)
ist konvergent und damit beschréinkt, weil x,, — x.

Nach dem Satz von Banach-Steinhaus gilt dann fiir alle n € N:

Isometrie

Ivso i(@a)llxr = lloallx <M.
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Nun ergibt sich aus
(o, n) < ¢l llznllx  fiir alle p € X" und n € N
nach Grenziibergang
(o) < llpll o imint 1z | fir alle o € X'
Wegen der Normformel heifit das

2l < Tim inf {|z,||

. Es gilt genau dann x,, — x, wenn
(i) ||lznllx beschrénkt,
(ii) lim (p,x, —x) = 0 fiir alle ¢ € M C X’ mit lin(M) = X'
Dabei bezeichnet lin(M) die lineare Hiille von M, d.h. die Menge aller endlichen Li-
nearkombinationen von Elementen aus M.
Beweis. Zu ,,—=>*“: Trivial mit 4.

Zu ,<=": Sei also 1) € X’ beliebig. Sei weiter (z,,), C X eine Folge nach Vorausetzung.
Dann gibt es ein K > 0, so dass

lzllx <5 wd fzally <5

Sei ¢ € lin(M). Dann gibt es ¢\ € M und o{* € K mit
mp
br = Zagk)%(k)'
=1

Setze
o

C := (maxm, + 1) - max gk)’ .
n k,i

Sei € > 0. Wegen der Dichtheit von lin(M) in X’ gibt es ein Ky € N, so dass

ok — ¥l < m fir alle k > K.

(k)

Da ¢, € M, gibt es nach (i) ein Ny € N, so dass fiir alle ¢ und k

(e n —2)| < 55 fiir alle n > No.

Setze
N = max(NO, K())
Dann gilt fiir alle n > N

(¥, 2n — @) = [(¢h, zn) — (Y, 7))
< (W, ) = (On, 2n)| + (o, n) — (O, )| + (O, ) — (¥, )]
= (¢ — v, )| + (N, 20 — 2)| + [(On — ¢, 7)|
<Y = onlixllznlly + Kon zn — o) + llon — Yllx 2l x

my
<Z O‘Z(N)@EN)a Tn — x>|
i=1

<Ky — énllx +

my m

<5+ 2l (el an - o)) < 54 X[l (el o )
i=1 i=1
mn

<5+ |tV <e
i=1
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6. Im Falle dim X < oo gilt
Ty — T = T, — .

Dieselbe Aquivalenz gilt auch fiir X = .

Beweis. Zu ,,<="*: Trivial nach 3.

Zu ,=—>*: Sei also dim X = k < oo. Dann gibt es nach Linearer Algebra eine Basis

{ei}i:L‘..,k? so dass

k k
T = Zaiei, Ty = Zﬂf")ei, a;, B e K.
i=1 i=1
Des Weiteren gibt es nach linearer Algebra genau ein ¢; € X' mit
pj(ei) = ij-
Dann gilt
k k
[(pgrn — 2)| = ‘<soj72(ﬁf") - a>>‘ =[S = a0)| (g, €]
i=1 i=1 Y
=16} —ayl.
Nach Voraussetzung gilt x,, — x, also
lim }ﬁ;.") - aj‘ —0 firallej=1,... k. (3.20)
Es folgt
k k
lo = aally = | D67 —aes| = (D67 — )| el x
i=1 x  li=1
k
<S8 —ai| Jledly "= 0 nach (B20).
=1 SN~
#0, da Basis

X = [': Sieche Anhang

O
7. Gilt &, = x in X und ¢,, — ¢ in X', so folgt
<§0n7xn> - <§07$>~
Beweis. Nach 4. ist x,, beschriankt, also gibt es ein M > 0, so dass
[en]lx < M.
Es folgt
(s 2n) = (0, @) | = pn — @, 20) + (@, 2n) — (p, 7)]|
< {en — @ zn)| + [{0, 20 — 7)|
< llon = ollx/lznll x + s 2n — )]
<M [lon = @l x: + [{p, 20 — 2)| = 0.
—0 —0
O
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Beispiel 3.7. Betrachte

0 1/2
X=0 z=(z1,20,...), |z]= <Z zn2> .
n=1

Weiter betrachte die Folge
(e™ren, e® =1(0,0,...,0,1,0,...).

Es folgt

He(k)H =1 und He(k) - e(m)H = 0, fallsk=m,
V2 sonst.

Also ist (e(k))keN keine Cauchy-Folge und somit erst recht nicht stark konvergent.

Nun ist X’ 22 [2 nach der Bemerkung zu Beispiel Sei ¢ € X'. Dann gibt es nach dem
Darstellungssatz von Riesz-Fréchet (Satz genau ein o € [2, so dass

$(x) = (d,2) =Y Pnn.

Es folgt fiir alle ¢ € X'
o0
$e®) =3 pnel®) = o, =0,
n=1
denn, da ¢ € %, muss ¢ eine Nullfolge sein (notwendige Bedingung fiir die Konvergenz von
Reihen).

Wir haben also gezeigt, dass e®) — (0,0,...) und damit, dass die schwache Konvergenz
nicht die starke Konvergenz impliziert.

O

Hier noch ein Beispiel, welches zeigt, dass die schwache Konvergenz nicht die starke impli-
ziert:

Beispiel 3.8. Sei X = L?(R) ausgestattet mit der Norm

ol = (] Iv(m)|2dx)1/2.

Weiter bezeichne mit (.,.) Skalarprodukt in L*(R), welches die ||.|| ;. erzeugt. Betrachte die
Funktionenfolge (uy, ), definiert durch

1
Uy 1= %X]mgn[(x), zeR, neN.

(Hierbei ist fiir eine Menge A C R die Funktion x4 die so genannte Indikatorfunktion von
A definiert durch x4(z) =1, wenn € A und x4(x) =0 fiir z ¢ A).
Dann gilt

9 1/2
# funlls = (27 2) 7 =1,

% (un)n ist keine Cauchy-Folge in L*(R), denn fiir alle geraden m € N und n = 3m gilt

2
1 2

2
2 1 1
||'Ltm — Un”Lz = H\/EX]mjm[ - ﬁX]nQn[ Lo = H\/EX]M,QM[ - %X]%mSm[

2m 2m 3m
1 1 /2 2 2
:/ —d:vf2/ — —dm+/ dxl\/7+1.
m m 3m VM 3m 2m 3m 3

L2

Allerdings gilt
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* up, — u=0in L?(R), denn fiir alle f € L*(R) = (L*(R))’ gilt

2n 1

(f, Un)(m(R))/,m(R) = (fsun)r2m) = /Rf(x)un(x)dx :/ \/ﬁf(x)dx

. " 1/2 " 1/2
Hogcr (/2 :_Ldm> </2 |f(m)2dx>
2n 1/2 FEL2(R) +00 1/2
- ([Twra) ([T wr )

— 0 fiirn— oco.
O

Satz 3.12. Seien (X,|.||y) ein Banachraum und M C X konvex und abgeschlossen.
Weiter sei (x,)n C M eine Folge mit x,, — x. Dann folgt x € M.

Beweis. Angenommen, x ¢ M. Nach dem 2. Trennungssatz von Hahn-Banach (Satz
angewandt auf die abgeschlossene konvexe Menge M und die kompakte konvexe Menge {x}
gibt es ein ¢ € X’ und a;, @y € R mit

Rep(y) < a1 < as <Rep(x) fir alle y € M.
Insbesondere gilt also

Rey(x,) < a1 < ag <Rep(z) fir allen € N.
————
—Rep(z)

Widerspruch. O

Bemerkungen.
1. Die schwache Abgeschlossenheit impliziert stets die Normabgeschlossenheit.

Ist ndmlich (x,), eine Folge in M C X mit x,, — z, so folgt erst recht x,, — x und
wegen der schwachen Abgeschlossenheit folgt dann x € M.

2. Fiir nicht konvexe Mengen gilt im Allgemeinen nicht:
normabgeschlossen = schwach abgeschlossen.
Betrachte dazu das folgende

Beispiel 3.9. Sei X = cq ausgestattet mit der ||.|| . ,-Norm. Nach der Bemerkung zu Bei-
spiel [2.10]ist X' = I'. Betrachte die Menge

Sx i={x=(xn)n €co |||z =suplz,| =1}

Dann ist Sx normabgeschlossen, denn wir hatten in der Tat in Beispiel schon einmal
gesehen, dass fiir y(™ € ¢y gilt

19" = ylloc = 0=y € co.
Ist also (™) C Sx, so folgt weiter

1™ lloe ~lylloo| < 11y = ylloe — 0,
——

=1

also ||y||, = 1 und daher y € Sx, was die Abgeschlossenheit zeigt.
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Betrachte nun die Folge (e(™),, die an der n-ten Stelle eine 1 und sonst nur 0 als Eintrige
hat. Offensichtlich ist e(™) € Sx fiir alle n € N und

e™ 20 in e,

denn fiir alle x = (z,,) € I gilt

<a:, e(”)> = Zazke,&”) = Ip,
k=1

d.h. speziell Y |z,| < o0, also

Ty — X.
Nun ist aber 0 € Sx, d.h. Sx ist nicht schwach abgeschlossen.

Aber es gilt eben auch, dass Sx nicht konvex ist, denn betrachte
x=(1,1/2,1/3,1/4,...) € Sx und y=(1/2,1,1/3,1/4,...) € Sx,

dann folgt
1 1
§x+ 5= (3/4,3/4,1/3,1/4,...) ¢ Sx.

Eine niitzliche Konsequenz aus Satz ist das

Korollar 3.6 (Satz von Mazur). Sei (X, ||.||y) ein normierter Vektorraum und (xy,), C
X eine Folge mit x,, — = in X. Dann gibt es eine Folge von Konvexkombinationen der
Elemente (xy,)n, d.h. genauer eine Folge (yn ), von der Form

N, N
o= aMm, Yol =1 v,
k=1 k=1

die stakt in X gegen x konvergiert, d.h.

Yo — x i € X.

Beweis. Betrachte den Abschluss der Menge aller endlichen Konvexkombinationen von Ele-
menten z,, n € N beziiglich H||Xﬂ

C:=co({x, |neN}).

Die Menge ist trivialerweise normabgeschlossen und konvex, also nach Satz [3.12] schwach
abgeschlossen, d.h.
(xp)nCC, zp—ax=z€C.

Nach Konstruktion von C' existiert dann aber eine Folge von Konvexkombinationen von
Elementen aus {z,, | n € N}, die stark gegen x € X konvergieren. O

Aus dem Dualraum X’ eines normierten Vektorraumes (X, ||.|| ) kann analog eine schwache
Konvergenz definiert werden durch

limz” (¢,) = lim (2", @) = (2", )  fiir alle 2" € X".

7C ist die abgeschlossene konveze Hiille der Menge { z,, | n € N}, d.h. der Abschluss des Schnittes aller
konvexen Obermenge oder anders ausgedriickt:

Nm Nm
co(M) ={ Z a](cn)xk |z € M,Z ozgn) = 1,a§n) >0}
k=1 i=1
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Auf X’ kann aber auch noch ein weiterer Konvergenzbegriff definiert werden, die so genannte
schwach*-Konvergenz, die von dem Primalraum X erzeugt wird:

Definition 3.5 (Schwach*-Konvergenz). Eine Folge (¢,), C X' konvergiert schwach*
gegen ¢ € X', wenn
lim (p,,z) = (p,z) firallex e X.

n— o0

Das ist sozusagen die punktweise Konvergenz.

Notation.

Bemerkungen.

1. Die schwach*-Konvergenz ist eindeutig, denn
(p,2) =lim (pn, x) = (§,2) = ¢ = &.

2. Wenn X vollsténdig ist, dann sind schwach*-konvergente Folgen auch normbeschrinkt
in X', denn gilt
(Pu)n C X', on =4 o,

dann ist die Familie (¢,), C X’ insbesondere punktweise beschrinkt und nach dem
Satz von Banach-Steinhaus ist dann (¢, ), normbeschrénkt in X'.

3. Falls X nicht vollsténdig ist, dann gilt 2. im Allgemeinen nicht (Vergleiche das folgende
Beispiel unten)

4. Aus der schwachen Konvergenz in X' folgt die schwach*-Konvergenz, denn ist
(pn) C X', s0 gilt

(", on) — (2", ) fiir alle 2" € X"
und daraus folgt insbesondere mit der kanonischen Abbildung j

(G(@)son)xn xr = (G(2), Q) xn o fiir alle z € X.

D.h. aber gerade
<<me>xf7x - <<P7$>X,)X fiir alle x € X,

also

5. Falls X reflexiv ist, d.h. j(X) = X" gilt, dann fallen die beiden Konvergenzbegriffe
der schwachen und schwach*-Konvergenz offensichtlich nach 4. zusammen.

6. Fiir beliebige normierte Vektorriume gilt 5. im Allgemeinen nicht mehr (Vergleiche
das folgende Beispiel unten).

Beispiel 3.10. Betrachte X = d ausgestattet mit der ||.|| -Norm. Dann ist (d, |||, ) nicht
vollsténdig (vgl. Werner, p. 8). Betrachte weiterhin

on 1 d—K, (Sm)mEN = T Snp.
Dann ist ¢, € d’ : Die Linearitét ist klar. Die Stetigkeit folgt aus

lnllx = sup |pn(@)| = sup |n-zn| < n.
r€By 2, €Bq

Sei nun (™ das Element mit einer 1 an der Stelle n und sonst nur Nullen an den anderen
Stellen. Dann ist e™ € B, und

lenllx: = |n- e =n.
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Wir haben also sogar gezeigt, dass
lpnllxr = 7.

Hieran sieht man auch schon, dass ¢, nicht normbeschrinkt ist. Aber es gilt
“n —x 0,

denn fiir alle (s;,)m € d gilt
<§0n7 3m,> =MN-Ssp — Oa

denn nur endlich viele s,, sind # 0.

Beispiel 3.11. Sei X = ¢y. Dann gilt nach der Bemerkung zu Beispiel
X' 21" und X" 2=
und wir wissen nach Beispiel [3.6] dass ¢y nicht reflexiv ist.
Betrachte nun die bekannte Folge (e(™),cn € I'. Dann gilt
e(™ —,0 in ll,

denn fiir alle © = (x,), € ¢o gilt

o0

<e(”),x> = Ze,(cn)a:k =z, — 0.

k=1
Aber fiir die konstante 1-Folge
2 =01,1,1,...)el*=2X"

gilt fiir alle n € N
(i) =Sl =
k=1

d.h.
<:U”, 6(”)> 40

und somit ist (e(™),, nicht(!) schwach konvergent.
O

Das Auswahlprinzip von Bolzano-Weierstrafﬂ angewandt auf die schwache*-Konvergenz gilt
genau dann und nur dann, wenn dim(X) < oo (vgl. Satz [4.11)).

Einen Ausweg aus diesem Dilemma, der sehr schon in den Anwendungen ist, bietet der
folgende

Satz 3.13. Sei (X, ||.|[x) ein separabler normierter Vektorraum. Dann besitzt jede in X'
beschrinkte Folge eine schwach*-konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei also (), C X’ eine Folge mit
lnlly, <C  fiir alle n € N.

Weiter sei
{zn|neN}C X

eine abzéhlbar dichte Teilmenge von X.

8Jede beschrinkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge
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Dann ist (@n(21))n C K beschrénkt, also gibt es nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl
eine Teilfolge (¢, (1) (21))k, so dass (¢, o) (z1))k in K konvergiert.
k k

Weiter ist dann (¢, «))(z2) beschrankt in K. Also existiert wieder eine Teilfolge (¢, 2 (72))k
k k
von (L,Ona)(xg))k, so dass ¢ (22))r konvergiert in K.
k k

Nach dem Diagonalfolgenprinzip finden wir so eine Teilfolge (¢, )i, so dass

lim @, (x;) = ¢(z) existiert fir alle ; € N. (3.21)

k—o0
Sei z € X beliebig und sei € > 0. Dann existiert wegen der Dichtheit von {z,, | n € N} ein
z;, ¢ € N, mit
lv = @illx < 55Dy
Wegen (3.21)) existiert ein ng € N mit
[ni (z) — on (i) < €/3  fiir alle ny, my > no.
Dann gilt aber fiir alle ng,n; > ng
[P (%) = oy ()] < [@ny (2) = on (@i)] + |y (1) = oy (@i)] + |, (22) = @n, ()]

< Mlenillxllz = zill x +€/3+ llon |l x Ml — 2l x
< 073(011) +€e/3+ 073(011) <e€

d.h. (¢n, (x))r ist eine Cauchy-Folge in K und somit existiert
limy,, (z) = p(z) furalleze X (3.22)
Es ist klar, dass ¢ linear ist und wegen
(@)l = Tim g, (2)]] < lim [lgn, 2] < Cllz] — fir alle = € X
ist dann ¢ € X'. besagt schliellich gerade
Onp s in X',
O

Beispiel 3.12. Sei X = [*°. Dann ist X nach Beispiel nicht separabel. Betrachte
©n € (1°°) definiert durch

on(z) =z, fir alle x = (a), € ™.
Dann ist ¢, : [°° — K linear und fiir alle n € N gilt

[nllgeey = sup lon(z)] = sup |oa| <1,
€ Bjoo TEBjco

d.h. ¢, € (I°°)’ und insbesondere ist (¢, ), auch beschrinkt in (I°°)’.
Aber (¢, ), besitzt keine schwach*-konvergente Teilfolge.
In der Tat: Ist (¢n, )i €ine beliebige Teilfolge und = = (), € [ definiert durch

(-1)k |, wennn =k,
0 , sonst,

so gilt
<90nkvx>(l°°)',l°° = Tn,, = (71)k

und dies konvergiert offensichtlich nicht fiir £ — oo.

Bemerkungen.
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1. Auf die Voraussetzung, dass X separabel ist, kann nicht verzichtet werden. Das haben
wir eben gesehen.

2. Die schwach*-Konvergenz kann iiber die so genannte schwach*-Topologie eingefiihrt
werden. Es gilt dann stets, dass Bx schwach*-kompakt ist (Satz von Banach-Alaoglu-
Bourbakz).

Allerdings ist Kompaktheit eben nur in metrischen Rdumen dquivalent zur Folgen-
kompaktheit. Es gilt aber, dass die schwach*-Topologie auf By metrisierbar ist genau
dann, wenn X separabel ist. In diesem Fall gilt:

Ist {z,, | n € N} dicht in Bx, dann definiert

d((p,’d]):ZQ_nK(p—’(/J)(l‘n)l, (pawEBX’
n=1
eine Metrik auf By, die den schwach*-Konvergenzbegriff erzeugt:
@ = p = d(pn, p) = 0.

Kommen wir nun zur schwachen Konvergenz. Fiir sie gilt ein analoges Resultat nur in
reflexiven Rdumen. Dafiir vorbereitend ist der folgende

Satz 3.14. Sei (X, |.||y) ein normierter Vektorraum.
(i) Ist X' separabel, so ist auch X separabel.
(ii) Sepziell gilt, wenn X reflexiv ist:

X separabel <= X' separabel.

Bemerkung. Die Umkehrung von (i) gilt im Allgemeinen nicht: Zum Beispiel ist X = !
nach Beispiel [1.20] separabel, aber X’ = [*° ist nicht separabel nach Beispiel Vergleiche
auch das Beispiel |3.13]

Beweis. Zu (ii): Die Richtung ,,<=* ist gerade () und ,,—* folgt aus X = X" und ebenfalls
aus (i), denn wenn X separabel ist, dann auch X" und wegen (i) dann auch X’.

Zu (i): Sei (pn)n eine abzéhlbar dichte Teilmenge in X’. Wir wissen
lenllx: = sup |en(@)].
rEBx
Dann existiert zu jedem n € N ein z,, € Bx, so dass

1
Sllenllxr < len(zn)l (3.23)

Setze
F:=lin{z, |neN}.
Behauptung: F ist dicht in X.

Zum Nachweis dazu sei ¢ € X’ mit
<P|F =0.

Sei € > 0. Dann existiert wegen der Dichtheitsvoraussetzung an ¢, ein n € N, so dass

llon — @l < €/3.
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Dann gilt

lellx: < lle=enllx +llenllx, < €/3+2]en(zn)l
()
= €/342|(n — @) (xn)| < €/342[on — @llx lznllx <€
——
<1
also ¢ = 0. An der Stelle (%) geht ein, dass x,, € F' und deswegen ¢|rp = 0 gilt.
Nach Korollar zum 2. Trennungssatz ist nun F = X, also X separabel. O

Beispiel 3.13. Auch wenn ! und [* nicht isometrisch isomorph zueinander sind, so ist die
Abbildung

Alh = (1), (Az)(y) = anyn

fiir x = (z,,) und y = (y,,) trotzdem isometrisch, aber nicht surjektiv.

Zur Isometrie: Zunichst ist nach der Holderschen Ungleichung zy € ! und es folgt

9] o) [e'S)
[(Az) ()] = | D @nyn| <D waynl < Sgplyk\ Dzl =yl 2l
n=1 n=1 n=1

also
Az < [|z]]-

Wir setzen nun x # 0 voraus, weil die Behauptung fiir z = 0 sowieso gilt. Sei dann fiir alle

n €N )
é”l fir z, #0
Yn = "
0 fiir x, = 0.

Es folgt ||y |l;« = 1 und daher

oo
1Az ] = | > el = llz],.
n=1
Zusammenfassend ist also ||Az|| = ||z|| gezeigt.

Wir wollen nun zeigen, dass A nicht surjektiv ist. Betrachte dazu das Funktional
lim:c— K.

Setze dieses mit dem Satz von Hahn-Banach zu einem stetigen Funktional
p: 1 =K

fort. Angenommen, ¢ hétte eine Darstellung

LS
@(y) = Z TnYn,
n=1

SO wére
z, = p(ex) =lime, =0 fiir alle k € N = ¢ =0.

Widerspruch!

Satz 3.15. Sei (X, |.||y) ein reflexiver Banachraum. Dann besitzt jede in X beschrinkte
Folge eine schwach konvergente Teilfolge.
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Bemerkungen.

1. In nicht-reflexiven Rdumen gilt der Satz im Allgemeinen nicht. Vergleiche das Bei-
spiel mit der beschrinkten Folge (0, ), in (I°°)’. Wir hatten gesehen, dass (., ),
keine schwach*-konvergente Teilfolge besitzt. Damit besitzt sie erst recht keine schwach
konvergente Teilfolge.

2. Es gibt eine genauere Version des oberen Satzes:

Satz von Banach-Eberlein-Shmulyan.
Sei (X, .|| ) ein Banachraum. Dann ist X reflexiv genau dann, wenn jede
beschriankte Folge in X eine schwach konvergente Teilfolge besitzt.

Wir haben leider nicht die Mittel, um ,,<=*% zu zeigen.
Beweis von Satz . Sei (zy,)n eine beschriankte Folge in X. Betrachte
F:=lin{z, |n €N}

Als abgeschlossener linearer Teilraum von X ist F' nach Satz [3.8| reflexiv. Wegen Satz
ist F aus Konstruktionsgriinden separabel. Also ist nach Satz|3.14| (i) auch F’ separabel. F’
ist ein Banachraum, also nach Satz [3.9] auch reflexiv. Also sind wir in folgender Situation:

Suty BT (i
F' reflexiv + separabel e @) pr separabel.

Da F” = F, betrachten wir nun
(Jun)n C F" = F.

Diese sind beschréinkt, da die kanonische Abbildung j isometrisch ist. Somit folgt jetzt aus
Satz (denn F" ist ja separabel), dass (j,, ) eine schwach*-konvergente Teilfolge besitzt,
d.h.

<JM ; <p> = (Jarp) fiir alle p € F'

fiir eine geeignete Teilfolge (z,,, )r und = € F (hier geht ein: F” = j(F)). Das heifit aber
gerade
(0, Tn, ) — (p,x) fiir alle p € F'.

Da fiir jedes ¢ € X’ gilt, dass ¢|p € F' = L(F,K) und alle z,,,,x € F, folgt somit fiir alle
peX’
(. a,) = lm (|, 2n,) = (plr, 2) = {p, )

d.h. z,, =2 in X. |

Niitzlich ist oft folgendes Teilfolgenprinzip

Satz 3.16. Sei X ein reflexiver Banachraum. Besitzen alle schwach konvergenten Teilfol-
gen einer beschrinkten Folge (z,,)n, C X ein und denselben Limes x € X, dann konvergiert
die gesamte Folge (), schwach gegen x € X.

Beweis. Angenommen, (x,), konvergiert nicht schwach gegen x in X. Dann existiert ein
€ > 0, eine aufsteigende Folge (ng); mit ny — oo und ein ¢ € X', so dass

| (¢, Zny) xr x [> € fiiralle k € N. (3.24)

Nach Voraussetzung ist aber (z,), beschrinkt und somit auch die Teilfolge (z, )i. Nach
dem Satz von Eberlein-Smulian besitzt daher (z,, )r eine schwach konvergente Teilfolge, da
X reflexiv ist. Nach Voraussetzung konvergiert diese Teilfolge, nennen wir sie (I% )&, schwach

gegen denselben Limes x. Andererseits gilt fiir die Teilfolge aber auch die Ungleichung (3.24)).
Dies ist ein Widerspruch! O
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Bemerkung. Das Teilfolgenprinzip gilt i.A. nicht in nicht-reflexiven Rdumen.

In Dualrdumen gilt ein analoges Teilfolgenprinzip fiir die schwach*-Konvergenz:

Satz 3.17. Sei X ein separabler normierter Raum. Besitzen alle schwachx-konvergenten
Teilfolgen einer beschrinkten Folge (¢n)n C X' ein und denselben Limes ¢ € X', dann
konvergiert die gesamte Folge (p,) schwachx gegen p € X'.

Bemerkung. Auf die Voraussetzung, dass X separabel ist, kann im Satz [3.17| nicht verzich-
tet werden.

108



3.5 Adjungierte und kompakte Operatoren

Seien X und Y Vektorraume. Ahnlich wie man jedem X den Dualraum zuordnet, kann man
jedem Operator A € L(X,Y) einen ,,dualen“ Operator A’ zuordnen:

Definition 3.6 (Adjungierte Operator). Seien X,Y Vektorrdume und A € L(X,Y).
Der OperatOIﬂA' 1Y’ — X'’ definiert durch

(A'y)(z) :==y'(Az) fiirallex € X und ¢’ € Y’

heif3t der zu A adjungierte Operator.

Wir zeigen zunéchst, dass A’ wohldefiniert ist, d.h. es ist A’ € L(Y’, X'):

In der Tat ist A’y’ € X’. Auf der einen Seite ist ndmlich A’y’ : X — K linear: Fiir alle
z1,22 € X und o, 8 € K gilt

(A'y)(axy + Bra) = v (A(axy + Bra)) = ay' (Azy) + By’ (Azs)
= a(A'y)(21) + B(A"Y) (22).

Auf der anderen Seite ist A'y’ stetig wegen

IAY | x, = sup [(A"Y')(x)] = sup |y'(Az)| < sup [[y/]ly [ Az]y
r€Bx r€Bx r€Bx
=1yl sup [[Azlly = lylly Al L x,v)- (3.25)
xE€EBx

Insgesamt folgt also A’y € X'.
Es bleibt zu zeigen, dass A" € L(Y’, X’): A’ ist linear, denn fiir alle o, 8 € K und y}, 45 € Y’
gilt

Al(oufy + Byy) () = (o + Byy) (Ax) = oy (Ax) + Byy(Ax)
= aA' (1) (x) + BA (y5) (),

und das fiir alle x € X, also
A'(ayy + Bys) = aA'(y1) + BA ().

AuBlerdem ist A’ stetig wegen

B25
A Ly = sup A = sup 1Yy Al x vy < 1Al x,y-
y/GBy/ y’GByl

Also ist A" € L(Y’, X’) und schlieflich die Wohldefiniertheit von A’ gezeigt.

Beispiel 3.14. Seien X,Y endlich-dimensionale normierte Vektorrdume und A € L(X,Y)
reprisentiert durch eine Matrix [A]. Dann ist nach Linearer Algebra A" € L(Y', X') re-
présentiert durch die transponierte Matrix [A]*.

(1 2 0\ .3 9
A.<013>.R—>R

gegeben. Die Dualriume sind (R?) = R? und (R?)’ = R2. Seien

X1 Y1 ’
z=[z2], yv=1|w und y’z(y}>.

3 Y3

Konkret sei dazu

9In der amerikanischen Literatur schreibt man fiir den adjungierten Operator oft A*
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Dann gilt nach Linearer Algebra

Y (y) = vivr + Yaye.

Weiter ist
AR - R?,
also
2
(A'y)(x) = of (Az) = o/ (( N )) — (a1 + 22) + (s + 3)
To + 3x3
= x1(y1) + z2(2y1 + y) + 23(3y5),

d.h. )
1 0
A/ !l A/ W _ 2 /y1 / _ 2 1 yi
Yy = v ) = Yit+Ys | = Y,
2 3y, 0 3) \¥2

1 0
A=12 1] =A4".
0 3

O

Beispiel 3.15 (Linksshift-Operator). Seien 1 < p < co und X =Y =[P, Es gilt (vgl.
Bemerkung zu Beispiel [2.10):

X' =Y'=1" mitl+1l=1
Betrachte den Linksshift-Operator
AP 1P (x1,29,23,...) — (T2, T3,Tq,...,).
Offensichtlich ist A € L(I?). Wegen
Az = A(zp)n = (Tna1)n
gilt dann . .
(A'y)(z) =y (Az) = Z Yn * Tnt1 = Z Yn—1Tn,
n=1 n—=2

d.h.
A/y/ = (Oa Y1,Y2,Y3, - - ) fiir alle y/ = (yn)n € 1.

Demnach ist A’ der so genannte Rechtsshift-Operator auf 9.
O

Beispiel 3.16 (Kernoperator). Seien X =Y = L?(0,1) und k € C([0,1]?) (oder allge-
meiner k € L%((0,1)?). Betrachte den Kern-Operator

A:L*0,1) — L*0,1), ur /1 (., t)u(t)dt.
0

Wir haben in Beispiel 2.5 gesehen, dass A € L(L?*(0,1)). Auerdem ist nach der Bemerkung

zu Beispiel
X' =Y'=1%0,1)

und der isometrische Isomorphismus ¢ : L2(0,1) — (L%(0,1))’ ist gegeben durch

1
o(f)(g) = /0 f(s)g(s)ds fiir alle f,g € LQ(O, 1),
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wie der Darstellungssatz von Riesz-Frechét (Satz noch zeigen wird. Es folgt

Ay)w) = y(Au)= / Y/ (s) du(s)ds = / ) / (s, u(t)dds
o [ () ( / 1 k(&t)y’(S)ds) dt,

1
Ay = / k(s,.)y' (s)ds fiir alley’ € Y = L2,
0

d.h. aber gerade

Wir stellen fest, dass A’ und A ziemlich dhnlich aussehen. Er vertauschen anscheinend nur
die Variablen in k.
O

Satz 3.18. Scien X,Y,Z normierte Vektorrdume.
(i) Die Abbildung ¢ : A€ L(X,Y) — A’ € L(Y', X") ist linear und isometrisch, d.h.
||A||L(X7Y) = ”A/”L(Y’,X’)'
(i) Fiir alle B € L(X,Y) und A € L(Y, Z) gilt

(AoB) =B’ o A'.

Bemerkung. Die Abbildung A — A’ ist im Allgemeinen nicht surjektiv. Vergleiche Bei-
spiel ?77.

Beweis. Zu (i): Die Abbildung ¢ ist in der Tat linear: Sind niimlich A, B € L(X,Y) und
a, B €K, so gilt

#(aA + BB) = (0A + BB) = aA’ + B’ = ap(A) + B¢(B).

Die Isometrie folgt aus

Normformel
||A||L(X,Y) = sup [|Az|y T sup  sup |y (Az)|
rEBx z€Bx Yy €By

= sup sup |y'(Az)|= sup sup [(A'y')(2)]
y'€Bys x€EBx y'€Bys xEBx

= sup [A"Y || 5 = HA/”L(Y’,X’)'

y'€Bys

Zu (ii): Seien also A € L(Y,Z) und B € L(X,Y), also A’ € L(Z',Y') und B’ € L(Y', X')
und somit

(AoB) e L(Z',X') sowie B'oA' e L(Z X').
Dann gilt fiir allex € X und z € Z
(B'o A')(2")(z) = B'(A'(¢))(x) = A'(¢)(Bz) = 2/(ABx) = (AB)' (<) (),

also
(AoB) =B o A'.

Wir kommen nun zu den kompakten Operatoren:

Definition 3.7 (Kompakter Operator). Seien X,Y normierte Vektorrdume. Ein Ope-
rator A € L(X,Y) heifit kompakt, wenn A(Bx) relativ kompakt in Y ist.
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Beispiel 3.17. Seien X,Y normierte Vektorrdume mit dim X = n < oo. Dann ist jede
lineare stetige Abbildung A : X — Y kompakt. Nach Satz ist ndmlich By kompakt
und daher ist dann auch A(Bx) kompakt, weil A stetig ist.

O

Bemerkungen.

1. A ist genau dann kompakt, wenn A beschrinkte Mengen auf relativ-kompakte Mengen
abbildet.

2. A ist genau dann kompakt, wenn fiir jede beschrénkte Folge (), C X eine Teilfolge
(n, )k existiert, so dass (Azy, )i in Y konvergiert.
Beweis. Zu 1. Zu ,=—“: Sei also M C X beschrinkt. Dann gibt es ein » > 0, so dass
M C r- Bx. Wegen der Linearitat von A folgt dann
A(M) C A(T . Bx) =7r- A(Bx)

und somit

A(M) C rA(Bx).
Weil A(Bx) kompakt ist, ist damit auch A(M) kompakt.
Zu ,,<="*: Trivial.

Zu 2. Zu ,—>*“: Sei also A kompakt, d.h. A(By) ist kompakt. Sei weiter (z,,), eine be-
schrénkte Folge, d.h. es gibt ein M > 0, so dass

lznlly < M fur allen € N.
Beachte, dass der Fall M = 0 trivial wire. Es folgt T3 € Bx fiir alle n € N und so

A(%22) € Bx fiir alle n € N.

Tny

Daher gibt es eine Teilfolge (2, )k, so dass (A(—#))r konvergiert. Wegen
1

M
AGGE) = 7A@,

ist dann auch A(z,, ) konvergent.

Zu ,<—=*: Wir miissen zeigen, dass A(Bx) kompakt ist, d.h. jede Folge aus A(Bx) besitzt
eine konvergente Teilfolge.

Seien also y, € A(Bx) beliebig und z, € A(Bx) etwa mit 2z, = Az, und [|z,| y < 1, so
dass

[yn = 2nlly < 1/n.
Da (zy), beschrinkt ist, gibt es nach Voraussetzung eine Teilfolge (z, ) mit

klim A(zy,) = =

Daraus folgt
Yni — Z”Y < |[Yny — anHY + |20, — ZHY — 0.

Also ist A(Bx) kompakt.

Beispiel 3.18. Seien k € C([0,1]?) und
1
A:C[0,1] — C[0,1], ur / k(., s)u(s)ds.
0

Wir haben in Beispiel [2.5| gesehen, dass A € L(CI0, 1]).
Behauptung: A ist kompakt.

Dazu miissen wir zeigen, dass
{Au | u e BC[O,I] }
relativ kompakt in (C[0,1],].||,,) ist. Das folgt aber aus dem Satz von Arzela-Ascoli

(Satz , denn
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e {Au|u € Bep,1 } ist punktweise beschrénkt wegen

/01( s)ds

weil k € C([0,12).

lull<
|[Au(t)| = /|kst||u( |ds < /\kst|ds<oo

o {Au|u € Bep,1 } ist gleichgradig stetig: Fiir alle u € Bcpp,17 gilt ndmlich
o i1l .
|Au(t) — Au(l)] < / |k(t,s) — k(t,s)|ds < e
0

fiir |t — f| < J, wobei 6 > 0 gemiB der gleichméiBigen Stetigkeit von k auf [0,1]?
gewéhlt ist. D.h. aber gerade, dass { Au | u € Bepp,1) } gleichgradig stetig ist.

O
Eigenschaften kompakter Operatoren.
1. Seien X und Y Banachrdume. Dann ist
K(X,Y):={Ae€ L(X,Y)| A kompakt }

ein abgeschlossener linearer Untervektorraum von L(X,Y’). Das heifit insbesondere,
dass (K(X,Y), ||l 1(x,y)) ein Banachraum ist.

2. Seien X,Y,Z und W normierte Vektorrdume und A € K(X,Y), S € L(Y,Z) und
T € L(W, X). Dann gilt:

SoAeK(X,Z) und AoTe K(W)Y). (3.26)

3. Betrachte die so genannten finite rank Operators
F(X,Y):={Ae€ L(X,Y) | Bild(A) ist endlich-dimensionaler UVR von Y }.
Dann gilt F(X,Y) C K(X,Y).

Insbesondere gilt F(X,Y) C K(X,Y): Ist also (A,), C F(X,Y) eine Folge mit
|4, — Al — 0, so folgt A € K(X,Y).

Beweis. Zu 1: Zunichst ist K (X,Y) tatséichlich ein Untervektorraum, denn
e Mit A ist auch A\A kompakt fiir A € K.

e Seien A,B € K(X,Y) und sei (z,), C X eine beschrénkte Folge. Wéhle dann eine
Teilfolge (xy, )k, so dass (Ax,, )i konvergiert. Da auch B kompakt ist, kénnen wir eine
Teilfolge (y,, ) wihlen, so dass (B(zn,,)): konvergiert. Dann konvergiert auch

(A(@a,) + Blan, )
und A + B ist kompakt.

Wir haben damit gezeigt, dass K(X,Y) ein Untervektorraum ist. Um die Abgeschlossenheit
von K(X,Y) zu zeigen, sei A € K(X,Y). Weiter sei ¢ > 0. Dann existiert ein Operator
A € K(X,Y) mit

[A—=Acllpx,yy = sup [[Az — Aczlly <e€/2 (3.27)
rxE€Bx
A.Byx ist relativ kompakt in Y, d.h. insbesondere prakompakt und so existieren y, ..., ¥y,
mit
A:Bx C | By (yi,€/2). (3.28)
i=1
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Sei nun x € Bx. Dann existiert wegen (3.28)) ein ig € {1,...,n}, so dass
[Ac = yio | < €/2. (3.29)

Somit folgt dann aus (3.27) und (3.29)
[Az = yi || < [[Az — Aczl| + [[Aex — wio|| e,
d.h. .
ABX C U BY(yia€)7

i=1

also ist ABx prikompakt und somit, da Y vollstindig ist, relativ kompakt. Demnach ist

Ae K(X,Y) und K(X,Y) ist abgeschlossen.
Zu 2:

e SoA: Sei (z,), eine beschrénkte Folge in X. Da A kompakt ist, exsitiert eine Teilfolge
(Zny, ks 80 dass (Axy,, )k in Y konvergiert. Da S stetig ist, ist dann auch (S o A)(ay, )k
konvergent in Z.

e AoT: Analog.

Zu 3: Sei A € F(X,Y). Da A stetig ist, ist ABx eine beschriinkte Teilmenge des endlich-
dimensionalen Vektorraums A(X). Wir haben also aufgrund des Satzes von Heine-Borel

ABx abgeschlossen und beschrinkt =- ABx kompakt.

Der Zusatz ist trivial wegen

F(X,Y)C K(X,Y)Z K(X,Y).
0

Bemerkung. Es war bist 1974 ein offenes Problem, ob fiir beliebige Banachriume Y gilt,
dass

F(X,Y)=K(X,Y).
Enflo gab dazu die negative Antwort (vergleiche Abschnitt .

Satz 3.19 (von Schauder). Seien X und Y Banachriume und A € L(X,Y). Dann gilt

AcK(X,Y) e A e KY' X').

Beweis. Zu ,—*“: Sei also (y},), eine beschrinkte Folge in Y’. Wir miissen zeigen, dass
(A’'yl)n C L(Y,K) eine konvergente Teilfolge in Y’ besitzt.

Weil A kompakt ist, ist
K = ABX

eine kompakte Teilmenge von Y. Betrachte nun
fai=yple, neN (3.30)

Da (y},)n beschrinkt in Y ist, ist (f,,), eine punktweise beschrinkte Familie in C(K,K).
Die Familie ist aulerdem gleichgradig stetig, denn fiir alle n € N und k,l € K gilt

(k) = fu(D] = lyp (k) =y (D] = 1y (k = DI < llyplly Ik = Ul x < M|k — 1|
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Da K ein kompakter metrischer Raum ist, folgt mit dem Satz von Arzela-Ascoli (Satz|1.15)),
dass eine Teilfolge (fn,)r existiert, die gleichméfig auf dem kompakten(!) K konvergiert.
Weil

Def
1Ay, — Aol = sup |A'y, (x) — Ay, (2)| = sup |y, (Az) — y,, (Az)|
rEBx r€Bx
(30
= sup |y, (2) = yn, (2)| =" sup |fn.(2) = fn,(2)]
z€EABx 2€ABx
ABx=K

< Suplfnk(z)_fm(z)|: ank_fnz”oo
zeK

und (fy, )x eine Cauchy-Folge in (C(K,K),|[.|| ) ist, ist (A'y;,, )& eine Cauchy-Folge in X'
und konvergiert deswegen in X’.

Damit ist die Existenz der konvergenten Teilfolge gezeigt.

Zu ,,<=*: Sei also A’ kompakt. Nach Teil 1. des Beweises (,<*) ist dann
A" € K(X",Y").
Da jx : X — X" stetig (und sogar isometrisch) ist, ist dann nach Eigenschaft 2.
A"ojx € K(X,Y").
Es gilt auflerdem

A

X — Y
Jx 1 Loy, Ao jx =jy o A (3.31)
b A_N> Y

Beweis von . Einfaches Nachrechnen zeigt
[A"(ix (@)](y") = jx (2)(A"y) = (Ay)(2) = ¢ (Az) = jy (Az)(y')
fiir alle ¥’ € Y’ und alle x € X. Daraus folgt
A"(jx(z)) = jy(Az) inY” fiir alle z € X,

also
A'ojx =jycA
und das zeigt (3.31)).
Zuriick zum eigentlichen Beweis: Weil A” o jx € K(X,Y"), ist also nach ({3.31])
jyoAe K(X,Y").

Weil jy isometrisch ist, folgt somit A € K(X,Y).

In der Tat: Sei (x,), eine beschrinkte Folge in X. Da jy o A kompakt ist, gibt es eine
Teilfolge (2, )k, so dass (jy (Axy, ))r in Y konvergiert. Weil jy eine Isometrie ist, ist auch
(Azy, )i, eine Cauchy-Folge in Y. Da Y vollstindig ist, konvergiert (Az,, ) in Y. O

Zammenhinge zwischen A und A’.

Sei A : X — Y ein linearer Operator aus normierten Vektorrdumen X und Y. Dann be-
zeichnet man

ker(A) :={z € X | Az =0}

als den Kern von A und
R(A)={Azx |z e X}

heilt das Bild von A. Weiter bezeichnet man fiir Untervektorrdiume U C X und V C X’

Ut ={2 cX'|2'(z)=0firallexrc U}
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als den Annihilator von U in X' und
Vii={zeX|d(z)=0firallex’ €V}

als den Annihilator von V in X.

U+ (sprich: U polare oben) bzw. V| (sprich: V polare unten) sind stets abgeschlossene
Untervektorriume von X’ und X.

Satz 3.20. Seien X,Y normierte Vektorrdume und A € L(X,Y). Dann gilt
(i) ker A’ = R(A)*L.
(i1) ker A= R(A"), .

(iii) R(A) = ker(A'), .

(iv) R(A’) C ker(A)*.

Bemerkung. Sind X, Y Banachriume, so gilt sogar Gleichheit in (iv). Das ist eine Aussage
des Satzes vom abgeschlossenen Bild. Siehe Anhang [7.4]

Beweis. Zu (i). ,C“: Sei also y' € ker(A’), d.h. A’y’ = 0. Dann gilt fiir alle z € X
y'(Az) = (A'y')(z) = 0

und somit ist y' € R(A)*L.

»D% Seiy’ € R(A)*. Dann ist fiir alle z € X
A'y'(x) = y'(Az) = 0,

d.h. A’y =0in X', also 3/ € ker(A4").

Zu (ii). ,C“: Sei € ker(A), d.h. Az = 0. Dann gilt fiir ¢/ € Y’
(A'y)(z) = y'(Az) =0

und somit x € R(A’) .

»2“ Sei x € R(A’) L. Dann gilt fiir alle ¢’ € Y’
y'(Az) = (A'y)(z) = 0,

also Az =0 in Y und somit = € ker(A).

Zu (iii). ,,C“: Da ker(A), ein abgeschlossener Untervektorraum ist, geniigt es zu zeigen,
dass
R(A) C ker(A4"),.

Sei also y = Az € R(A). Dann ist fiir alle y' € ker(4’)
y'(y) = y'(Az) = (A'y) () =0,
also y' € ker(A’),.

,» D Wir miissen zeigen, dass

R(A) D ker(A') | <= R(A) C (ker(A"),)°.

Sei also y € (A)C. Dann existiert nach Korollar des Satzes von Hahn-Banach ein
y €Y' mit
Y@ #0 und Y|z =0.
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Damit gilt dann:
(A'y)(x) =y'(Ax) =0 fiir alle z € X,

d.h. A'y' =0, also y' € ker(A’). Somit folgt dann, dass y € (ker(A4’) )¢, denn sonst wire ja
y'(y) =0.

Zu (iv). Wieder geniigt es zu zeigen, dass
R(A") C ker(A)*.
Sei also Ay’ € R(A’). Dann gilt fiir alle z € ker(A)
(A'y)(x) = y'(Az) = 0.
Also gilt A’y € ker(A)*L. O

Mit Hilfe der obigen ,,Orthogonalitéitsbeziehungen* zwischen dem Kern und dem Bild eines
Operators bzw. des adjungierten Operators erhilt man zum Beispiel

Korollar 3.7. Sei A € L(X,Y) ein Operator mit abgeschlossenem Bild R(A) in'Y. Dann
gilt

A ist surjektiv (R(A)=Y) <= A’ ist injektiv (ker(A") = {0}).
Genauer: Die Operatorgleichung Ax =y ist fiir y € Y losbar genau dann, wenn

Ay =0=19'(y) =0,

d.h. y € ker(A") L

Beweis. Nach dem letzten Satz gilt
R(A) = R(A) = ker(A") .

Gilt also Y = R(A), so folgt ker(A’) = {0} und umgekehrt folgt aus ker(A’) = {0} sofort
Y = R(A). O
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4 Kompakte Operatoren

e Eine Antwort auf die Frage F(X,Y) = K(X,Y)
e Spektraltheorie: Resolvente, Resolventenmenge, Spektrum, Resolventengleichung

e Bestandteile des Spektrums: Punkt-, kontinuierliches- und Restspektrum, Berechnung
derselben

e Lemma und Kompaktheitssatz von Riesz
e Fredholm’sche Alternative und Anwendung auf Integralgleichung

e Spektralsatz fiir kompakte Operatoren

Quotientenrdume und Dimensionsformel fiir kompakte Operatoren

4.1 Eine Antwort auf F(X,Y) = K(X,Y)

In diesem Abschnitt seien - wenn nichts anderes gesagt wird - X und Y Banachrdume. Wir
wollen der Frage nachgehen, wann eigentlich

F(X,Y) = K(X,Y)

gilt. Bevor wir dazu kommen, wollen wir zunéchst einmal kldren, wie die finite rank Opera-
toren aussehen:

Sei A € F(X,Y). Dann existiert eine Basis y1, ..., y, von A(X), d.h. es gibt zu jedem = € X
genau ein Element

(01(2), 2(2), ..., ou(2)) € K"
mit .
Ar = Z‘Pz(x)yz
i=1
Weil A linear und die (y;);=1, ., linear unabhéngig sind, ist dann auch
pi: X =K
linear fiir alle i =1,...,n.

Beweis. Seien also z,y € X und A, p € K. Dann ist auf der einen Seite

Az + py) =Y oi(Ax + py)ys
i=1

und auf der anderen Seite wegen der Linearitdt von A
Az + py) = Ma + pAy = XD i@y + 1Y oi(y)vi-
i=1 i=1

Daraus folgt

n

D (i(Ax + py) — Api(x) — pepi(y))yi = 0.

i=1

Da die (y;)i=1,... n linear unabhéngig sind, folgt schlieBlich

©i(Ax + py) = Api(z) + ppi(y)  firallei=1,...,n.
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Wir zeigen nun sogar mit Hilfe der folgenden Lemmata, dass

pi €X' firallei=1,...,n.

Lemma 4.1. Sei ¢ : X — K linear. Dann gilt

¢ X — K stetig < ker(¢) abgeschlossener UVR von X.

Beweis. Zu ,,—>*: Trivial, da
ker(¢) = ¢~ ' ({0})

und Urbilder abgeschlossener Mengen (hier: {0}) unter stetigen Funktionen abgeschlossen
sind.

Zu ,,<—=": Angenommen, ¢ ist nicht stetig, d.h.

sup [6(x)| = +o0 (4.1)
r€EBx

Dann gibt es fiir alle M > 0 ein z € By, so dass
|¢(x)] > M.
Sei g € X und sei € > 0. Nach existiert ein x € Bx mit
()| > 12,

Somit gilt fir y = ex

lyl <e und  [o(y)] > [¢(zo)]- (4.2)
Zunéchst ist
xo—ﬁg?yekawx

denn

T ¢ linear T
Bz — G20 - y) T gwo) — G2 - d(y) = 0.
Weiter gilt

v v €2
[ — w0 — Stesd | = | tes)| o &2 o L
d.h. o(z0)
Zo
— -y € B(xo,€).
¢(y) (ro.¢)

Damit haben wir gezeigt, dass

2l .y € ker(¢) N B(wo, €,

d.h. ker(¢) ist dicht in X: ker(¢) = X. Da aber nach Voraussetzung ker(¢) abgeschlossen
ist, folgt
ker(¢) = X = ¢ = 0.

Doch das ist ein Widerspruch zur Unstetigkeit von ¢. O

Lemma 4.2. Sei A ein abgeschlossener Untervektorraum von X und B ein endlich-
dimensionaler linearer Teilraum von X. Dann ist auch A + B abgeschlossen.
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Beweis. Wir fithren den Beweis induktiv: Es reicht daher zu zeigen:

b¢ A— A+lin{b} ist abgeschlossen.

Ist ndmlich b € A, so ist A +1lin{b} = A, da A C X ein Untervektorraum ist. Also ist

A+ lin {b} trivialerweise abgeschlossen.

Betrachte jetzt die Folge (a, + A\nb)n C A+ lin {b} mit

lim a, + A\b=vy in X.

n—oo

Angenommen, es gibt eine Teilfolge mit

[An,| — +00, (k— 00).

Dann gilt
Qny +An, b k—o00 v 0
Ang co
d.h.
_Ony k—oe
A’!Lk

Folglich ist b € A = A. Widerspruch!

Somit ist (Ap,)y, beschréinkt in K. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl (Satz[4.11)) existiert

eine Teilfolge (A, )r mit
Ao XA in K.
Damit ist aber i
Any, = (ank + )‘nkb) —An,b gty y—Abe A=A
——
-y

Es folgt
y=(y—Ab)+Abec A+lin{db}.

Die Stetigkeit von ¢; folgt nun mit Lemma [£.1] und [£:2] leicht aus

ker(A) +lin({z; |j=1,...,n,j#1}) =ker(p;), 1=1,...
——
abgeschlossen, da A stetig endlich-dimensional
wobei x1,...,2, € X mit Ax; = y; firallei=1,... n.

Beweis von (4.3)). Zu ,,C“: Sei also a € ker(A) +lin({z; | j =1,...,n,j # i¢}). Dann gibt

esx € ker(A) und z € lin({z; | j=1,...,n,5 #i}), so dass
a=1z+2.
Wir miissen zeigen, dass

@, linear

vi(a) pi(x) + () =0 firallei=1,...,n.

a) Ist z € ker(A), so folgt
0= Az = Z wi(x)y;
i=1

und da die (y;); linear unabhiingig sind schliefflich

pi(x)=0 firallei=1,...,n.
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b) Zunichst gilt fir alle j =1,...,n

Yi = Axj = Z@z‘(%‘)&
=1

Das geht aber nur, wenn
pi(x;) = bij.

Istnun € lin({z; | j=1,...,n,5 #1}), so gibt es o; € K, so dass

Tr = E Oéjl‘j.

J#i
Dann ist also fiir allei =1,...,n

Z Q5 Pi 1’]

J#i —6”

Damit ist ¢;(a) =0, also a € ker(yp;) fir allei =1,...,

Zu ,D%: Sei also x € ker(p;), d.h. ¢;(z) = 0. Dann gilt

n
Ax:;%(x = pi(@)y; + pilx

n gezeigt.

= ¢i(@)y;. (4.4)

J#i -0 J#i
Seil nun
=Y i@y elin{a; |j=1,...,n,j #i}).
i
Dann folgt
Ai A hnear Z Sﬁj ASUJ Z SOJ - A
J#i 0 J7#i
,y]
also
Alx — %) =0= x — T € ker(A)
und somit
r=(—2)+7€ker(A) +lin({z; |j=1,...,n,7 #1}).
O

Wir fassen nun unser Resultat nochmal als Satz zusammen:
Satz 4.1. Jedes A € F(X,Y) ist von der Form

Ax = Z(pl o)y, @i€X,y €Y, i=1,...,n=:dim(A(z)). (4.5)

Umgekehrt ist klar, dass jeder Operator A : X — 'Y wvon der Form (4.5) in F(X,Y) liegt.

WIr kommen jetzt zu einem neuen Basisbegriff:
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Definition 4.1 (Schauderbasis). Eine Folge von Elementen {y,, | n € N} C Y in einem
normierten Vektorraum (Y ||.||y) heifit Schauderbasis, falls gilt

Vyey I an)nck 1Y = Z QnYn-

n=1

Die Summe ist dabei im folgenden (Konvergenz-)Sinne zu verstehen:

N
]\;Lmoo ly — z:lanyn” =0.
n=

Bemerkungen.

1. Aus der Eindeutigkeitsbedingung an die Koeffizienten folgt sofort, dass jede endliche
Familie von Elementen einer Schauderbasis linear unabhéingig in Y ist; insbesondere
sind alle y,, # 0.

Beweis. Sei etwa

Angenommen, es gibt ein i = 1,...,n mit \; # 0. O.E. sei ¢ = 1. Dann gilt

X2

An
ylz)\yz—i-...—&—— (4.6)
1

N Yn-
Nach Definition gilt

o0
ylzz:aiyi:l-yh ai:OfﬁralleiEZ.
i=1

Nach Vergleich mit (4.6]) folgt wegen der Eindeutigkeit der Koeffizienten Ao = ... =
An =0, also y; = 0. Dann ist aber oy = 1 nicht eindeutig. Widerspruch! O

2. Ist { yn | n € N} eine Schauderbasis, so ist auch jede Familie der Form { a,y,, | n € N }
mit

(an)n C K\ {0}
eine Schauderbasis. Jede Schauderbasis kann daher ,normalisiert werden:
{y} — { = [ne N}
Beachte, dass nach 1. tatséchlich alle y,, # 0 sind.

3. Besitzt Y eine Schauderbasis {y, | n € N}, so ist ¥ nach Satz separabel, denn
lin{ y, | n € N} ist dicht in Y.

4. Schauderbasis # Hamelbasis.

5. Jede Schauderbasis ist gleichzeitig auch eine Galerkinbasiﬂ aber eine Galerkinbasis
ist im Allgemeinen keine Schauderbasis (vergleichen Sie dazu das Beispiel unten).

Beispiel 4.1. Sei X = ¢g (oder X =1'). Betrachte

e =(3,0,0,...),

e — e~ =(0,...,0,~1,3,0,...).

=
Yn =

N—= N|—

Dann gilt

10Eine Familie von linear unabhingigen Elementen {y, | n € N} C Y heiBt Galerkinbasis, falls

n—oo

dist(y, lin({y1,...,yn})) — 0 firalley €Y.
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e {y,|n €N} ist linear unabhiingig:
0= Z/\Zyz = (%/\1 — )\2, %)\2 - /\37 ey %)\n—l — )\n, N )
i=1
Es folgt

1 1
A2:§>\1,...,)\n:§)\n_1,...,

also

Ai=(3)"'A firalleieN (4.7)

Betrachten eine beliebige (endliche) Teilmenge {yn,,..-,Yny} C {yn | » € N}. Dann
ist der letzte von Null verschiedene Eintrag in der oberen Summe gerade %)\n ~> also
ist An,, = 0 und wegen (4.7)) folgt schlieBlich A; = 0 fiir alle anderen ¢ = nq,...,ny_1.

o lin{yi,...,yn} =lin{e®, ... e™:
Zum Beispiel ist

eM =2y, e™ =2, +2%, 1 +... 42"y, n>2

Dabei kann man den letzten Ausdruck leicht durch Induktion zeigen.

Das zeigt, dass {y, | n € N} eine Gelerkinbasis in X ist. Nun gilt aber

N
S0y, = 1 4 116 (M) 4 g N(Lem) (V1)
n=1
— 2_N_16(N).

Somit folgt
N

o0
s —n 1 —N—1_(N) _
227" = Jim 2 yn = Jim 27D =0,

n=1

also

0= 0-ya=> 27"y,
n=1

n=1

und damit hat man keine eindeutige Darstellung. Daher ist {y, | n € N} keine Schauder-
basis.

O

Beispiel 4.2. Sei X = ¢y oder X = I, 1 < p < oo. Dann ist {e™ | n € N} eine
Schauderbasis fiir X.
O

Beispiel 4.3. X = C0, 1] besitzt eine Schauderbasis. (Ubung: Schaudersche Funktionen-
system).
O

Wenn (Y, ||.|ly) eine Schauderbasis { y,, | n € N} besitzt, dann definiert man fur alle n € N
die zugehorigen Koeffizientenfunktionale

On Y =K,y Ay,

wobei A, der zugehorige n-te Koeffizient in

o0
Y= Z )\nyn
n=1

ist.

Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung gilt
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a) ¢, ist linear fiir alle ¢ € N.
b) Es gilt folgende Relation
¢i(y;) = 6;; fir alle 7,5 € N.
Deswegen werden die Funktionale ¢; auch biorthogonale Funktionale genannt.
Weiter werden fiir alle n € N folgende Operatoren definiert
Py Y =, y'_’i/\kyka
k=1

wobei die Summe die n-te Partialsumme von

0o
Y= Z AnYn
n=1

darstellt.

Eigenschaften von P,.
1. P, ist linear fiir alle n € N.
2. P, ist eine Projektion auf lin {yi,...,y,}, d.h.
P,o P, =P,

denn
n

- » linear
Poo Pu(y) = Pu(>_ M) 7 N A Pal) = Pal().
k=1 k=1 j;k_’

3. lim P,y — yinY fiir n — oo fiir alle y € Y.

Damit bleibt nur noch die Frage nach der Stetigkeit von ¢,, und P, zu kldren. Eine Antwort
bietet der

Satz 4.2. Sei (Y,||.|ly) ein Banachraum mit Schauderbasis { y, | n € N} und zugehorige
Koeffizientenfunktionale (¢r,)n und Projektionen (Pp),. Dann gilt

¢n €X' und P, € L(Y) firallen €N
und es existiert ein M > 1, so dass

”Pn”L(y) <M fir allen € N.

Bemerkung. Die Aussage des Satzes ist im Allgemeinen falsch, wenn Y nicht vollstdndig
ist. Zum Beispiel ist (Y, ||.|ly-) = (d, ||.||.,) kein Banachraum und (b{),, mit

B = (D) pm) = () (=D s g

eine Schauderbasis. Aber man kann zeigen, dass die ¢,, und P, nicht stetig sind. (Ubung).

Um den Satz zu beweisen, brauchen wir noch ein Lemma aus der Analysis 1:

Lemma 4.3. Sei (agm)rm eine reelle Folge. Dann gilt

sup lim ag,, < limsupsup agy,.
| m—oo m—oo  k
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Beweis. Selbst. O
Beweis von Satz[{.3 Wir definieren auf Y eine neue Norm wie folgt

'y Il :=sup||P(y)| fiir alle y €Y
keN

Da
klim Py(y) =y in (Y,].|) fiir alle y € Y,

gilt offensichtlich
Iyl <Illylll  firalley €Y. (4.8)

Zwischenbehauptung. (Y,]|| . |||) ist vollstindig.
Aus der Zwischenbehauptung und Korollar folgt dann, dass es ein M > 0 gibt, so dass

My Il < Myl fir alle y €Y,

d.h. aber gerade, dass
|1 Peyll < M|ly|| fiir alle k € Nund alle y € Y.

Damit ist P, € L(Y) fiir alle £ € N und

[Pill vy <M fiir alle k € N.
Bemerke, dass M > 1: Fiir P, = 0 ist das sowieso klar und fiir P # 0 gilt

1Pell vy = ||Pk2,||L(y) < ||Pk||2L(Y) = | Pell vy 2 1.

Weiter im Beweis: Weil

¢n(y)yn = Pn(y) - Pn—l(y) fir allen € Nund y €Y,

folgt
o0 (W) Iynlly = 10n@)ynlly < WPy + 1Pa-1llL)llylly < 2M]lylly--
Somit ist
|on(y)] < Hyn\ly llyll,, furaleneNundyeY,
d.h.
dn €Y' und |gnlly, < Hy ” fiir alle n € N.
Beweis der Zwischenbehauptung. Sei (z,,), eine Cauchy-Folge in (Y,]|| . |||). Dann ist (2, )n

wegen (4.8]) auch eine Cauchy-Folge in (Y, ]|.]|). Weil (Y,].]|) ein Banachraum ist, gilt also
T =z in (Y, []]).

Nach Definition der ||| . |||-Norm ist auch fiir jedes feste k die Folge (P (2,))n eine Cauchy-
folge in (Y,]|.]]). Also gilt
n—oo

Py(xn) — 2z in (Y,].]]) fiir alle &k € N.

Wir zeigen jetzt, dass
%=Xz i (Y|

Sei dazu € > 0. Da (), eine Cauchy-Folge in (Y ||.||) ist, existiert ein ng € N mit

|Tno — znlly < §  fiir alle n > ng. (4.9)

Da P,y oo y fiir alle y € Y, gibt es ein kg € N mit

| Petng — Tnolly < 557 fiir alle k > k. (4.10)
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Es folgt dann

ot = lly = Tim | P(n) — zally

< lim ([|Pe(2n) = Pr(@no)ly + [ Pe(@ny) = Znolly + |20, = 2ally)

&1 &1
€/3 €/3

< nh—{go ||Pk||L(Y) [#n = @nolly +§5 <e
—_—

4.1 0]
=M B s

Wir wissen jetzt also, dass
zr — x  in (Y, ]l.]D.

Da ¢; auf lin{yi,...,yx} stetig ist (denn lineare Funktionale auf endlich-dimensionalen
Vektorrdumen sind stets stetig) und Py (zy,) € lin{y1,...,yn}, gilt fiir alle 1 < j <k

¢j(tn) = 0 (Pr(zn)) = ¢5(21) = aj.
Auflerdem ist fiir alle j = 1,...,n und fiir alle k € N
¢j(2h1) = lm ¢;(Pryr(zn)) = lim ¢;(Py(2n)) = ¢;(2) = aj,
d.h.

k
ZE = Z ajy;  fur alle k € N
j=1

Da z;, — =z, folgt weiter
o0
Tr = Z Q;Yj.
j=1

Nach Voraussetzung ist {y, | n € N} eine Schauderbasis. Daher ist die Darstellung von x
eindeutig. Somit folgt

k
Py(z) = Zajyj =z, firallekeN.
j=1

Somit ist
o=l = sup|[Pelan) = Pe@)lly = sup i [[Pien) — Pilon)ly
Lemma [£3]
limsup sup || Pe(2n — 2m)|ly = imsup ||z, — |
m— o0 k m— o0
und da (z,), eine Cauchyfolge in (Y, ||| . |||) ist, folgt schliefllich
va—ain (VI ).

Mit Satz [£.2] folgt nun leicht der

Satz 4.3. Sei (Y,||.|ly) ein Banachraum mit Schauderbasis und (X, ||.||y) ein beliebiger
Banachraum. Dann gilt

F(X,Y) = K(X,Y).
Insbesondere gilt der Satz fiir die separablen Banachrdiume co, IP, C[0,1] und LP[0, 1], wobei
(1<p<o0o).
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Beweis. Nach Satz sind die zur Schauderbasis {y,, | n € N} gehorigen Projektionen P,
stetig und es gibt ein M > 1, so dass

[Pallpyy <M fiirallen €N (4.11)
Sei nun A € K(X,Y). Dann ist wegen (3.26))
P,oAe€e F(X,Y) furalleneN.

Weil A kompakt ist, ist ABx prikompakt. Sei ¢ > 0. Dann existieren wegen der Prikom-

paktheit y1,...,yx € Y mit
k

ABx c | B, 557)-

i=1

Weiter gibt es wegen P,y; — y; ein ng € N, so dass
|Prnyi — yilly <e€/3 firallen>noundi=1,... k.
Wenn y € AB,, dann existiert ein ig € {1,...,k}, so dass

ly —villy <35

Es folgt

| Pry — y”y < ||Pny — PnyioHY + ”Pnyio — Yig HY + ||ylo - yHy
SNPallovylly = villy +§ + 557 < Mzir + % =«

Wir haben damit gezeigt, dass
P, — I auf ABx gleichméifig.

Nun folgt schlieflich

n—00

||Pn°A*A||L(X,Y) = sup |[Pn(Az) — Azlly = sup |[[Poy—ylly — 0,
rEBx yEABx

also ist F(X,Y) = K(X,Y). O

Bemerkung. Erstaunlicherweise kann man zeigen, dass F(X,Y) = K(X;Y) auch fiir die
nicht-separablen(!) Banachrdume Y = [ und Y = L gilt, obwohl diese keine Schauder-
basis besitzen.

Besitzt der Raum Y keine Schauderbasis, aber ist noch separabel, so kann man den Satz
durch eine kleine Zusatzvoraussetzung retten:

Satz 4.4. Sei X ein beliebiger Banachraum und Y ein (separabler) Banachraum mit der
FEigenschaft:

Es gibt eine Folge (S,) in F(Y) mit
lim S,y=y firalleyeY. (4.12)
n—oo

Dann gilt F(X,Y) = K(X,Y).

Beweis. Sei also T € K(X,Y). Dann ist S,,T € F(X,Y) und es geniigt zu zeigen, dass
1S, T —T| — 0.
Sei € > 0. Nach dem Satz von Banach-Steinhaus ist

K :=sup ||S,|| < oc.
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Nun ist 7" kompakt und daher gibt es endlich viele y1, ..., y, mit
T(Bx) c [ J{yeY [ lly—wil <e}.
i=1
Wegen (4.12)) gibt es ein N € N, so dass
[Sny: —yill <e firallen >N, i=1,...,r
Weihle jetzt fiir z € Bx ein j € {1,...,r} mit ||Ta — y;|| < e. Fiir alle n > N folgt dann

[SnTx — Tzl < [[Sn(Tx — y;)|| + 1Sny; — vjll + lly; — Tz
<|[SnllllTz —y; + e+ €| < Ke+ 2e = (K + 2),

was zu zeigen war. O
Bemerkung.
1. Offensichtlich ist Y wegen der Eigenschaft (4.12)) tatséichlich separabel.

2. Die Eigenschaft (4.12)) ist schwécher als ||S, — I|| — 0, denn sonst wiirde hieraus
dimY < oo folgen.
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4.2 Spektrum und Resolvente beschrinkter, linearer Operatoren

Sei (X, ||.||x) ein Banachraum und sei A € L(X). Dann heifit

‘p(A) ={ A e K| (M — A) ist invertierbar in L(X) } ‘

die Resolventenmenge{ﬂuon A.

Fiir A € p(A) heifit

|R(\A) = (A - 4)7!|

die Resolvente von A in \.

Schliellich nennt man

[o(4) ==K\ p(4)|

das Spektrum von A.

(4.13)

(4.14)

(4.15)

Satz 4.5. Seien Ay € p(A) und A € K mit
A= ol < [R(ho, A7

Dann ist A € p(A) und

R(\A) = i()\o — A)"R(Ag, A)" 1.

n=0

Beweis. Schreibe

A — A=l —A)+ (A=) = [T — (Ao — N)R(No, A)] (Ao — A).

Aus der Voraussetzung folgt
(A0 = M) R(Ao, Al = [Ao = Al | R(Ao, A)|| < 1.
Somit folgt aus dem Satz zur Neumannschen Reihe (Satz , dass
I'—= (Ao = A)R(Xo, A)

invertierbar ist und
oo
(1= (Ao = MR, 4) 7" =D (Ao — N)"R(Ao, A"
n=0
Als Komposition invertierbarer Operatoren ist Al — A invertierbar und

o0

(M = A" =R(Xo, 4) - > (Ao — A" R(Xo, A)".

Also ist

1'Wir erinnern uns, dass nach Korollar gilt:
(M — A) invertierbar in L(X) <= XI — A bijektiv.
Dementsprechend kann man also in (4.13) ,invertierbar® durch ,,bijektiv® ersetzen.
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Korollar 4.1. Sei A € L(X). Dann ist p(A) offen und o(A) abgeschlossen.

Beweis. Wir zeigen zuniichst die Offenheit: Nach dem letzten Satz gilt
A= ol < HR()\O,A)H_1 < X € B(\o, ||R(/\O,A)H_1) = X € p(4).

Also ist in der Tat
B(Xo,

R(Xo, A)7H|) € p(4)
und daher p(A) offen.
Die Abgeschlossenheit von o(A) =K\ p(A) ist klar. O

Satz 4.6. Sei A € L(X). Dann gilt
(i) o(A) ist kompakt.
(it) Fir alle X € o(A) gilt [N < [|A]|1(x-

(iii) Falls K= C, dann ist o(A) # 0.

Beweis. Zu (i) und (ii): Wir wolllen den Satz von Heine-Borel (Satz anwenden:
o(A) abgeschlossen und beschrinkt = o(A) kompakt.

Im Korollar haben wir schon gesehen, dass o(A) abgeschlossen ist. Um die Beschrénkt-
heit, d.h. (#7) zu zeigen, sei also A € K mit

Al > [|Al.
Dann ist
AI—A:A(I—%A)
und

1
181 = 4l <1

Also gilt wegen dem Satz iiber die Neumannsche Reihe (Satz [2.4))
M —A) =X =34 =21 amar=> At (4.16)
n=0 n=0

d.h.
A€ p(A) <= A¢ o(A).

Somit folgt (ii) und mit Heine-Borel dann (i).
Zu (iii): Angenommen, o(A) = 0, d.h. p(4) = C. Dann ist fiir alle p € (L(X))" die Abbildung

AeCrpoR(NA) eC
eine ganze Funktion, d.h. eine auf ganz C holomorphe Funktion:

In jedem Punkt g € C ist ndmlich ¢ o R(\, A) in eine Potenzreihe entwickelbar, denn mit
Satz [LH ist

po R\ A) =po Y (=1)"(A = Xo)"R(Xo, )"
n=0
_ - _1\n _ n ° 0 n+1.
—Zj()( 1™A = X0)" 9o R(Xg, A)

eC

130



Damit ist ¢ o R(\, A) holomorph auf ganz C, also ganz.

Wir wollen jetzt die Annahme zum Widerspruch fiihren: Weil

EID ol < a el 1
lpo RN A)| =<
( | |)\| Z H H |>\| 1— W
IIsoll
= (4.17)
A= 114]

fiir alle |A| > ||A]|, folgt, dass die Abbildung
AeCr— poR(NA)
beschrankt ist. Mit dem Satz von Liouville

Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

folgt dann, dass
po R(.,A) = const auf C.

Wegen gilt aber
R lllgloo [po R(A, A)| =
d.h.
poR(N\,A)=0 fiir alle A € C und alle ¢ € L(X)'". (4.18)
Dann folgt aber
R(M\, A) =0, (4.19)

und das ist ein Widerspruch zur Invertierbarkeit.

Nachweis von (4.19): Angenommen, R(A, A) # 0. Dann gibt es nach Korollar ein
¢ € L(X), so dass
po R(AA) = [|R(A, A)|.

Also nach (4.18])
IR\ A)||=0= R(\ A) =0.

Widerspruch! O

Als niitzlich wird sich der so genannte Spektralradius erweisen, den wir jetzt definieren: Sei
A € L(X) und X ein Banachraum. Dann heifit

7(4) i=sup{ || [ A € o(4) }| (4.20)
der Spektralradius von A.
Nach Satz i) gilt
r(A4) < [|Al.

Satz 4.7. Sei K = C. Dann gilt:

3Aea(A) :r(A) = A

Beweis. Aus Satz folgt
o(A)#0 und o(A) kompakt.

Also nimmt die stetige Funktion |.| auf o(A) das Maximum an. O
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Satz 4.8. Sei wieder K = C. Dann gilt

r(A) = lim [|A™||Y™ = inf ||A™|*/".

Beweis. 1. Schritt: Verallgemeinerung des Satzes zur Neumannschen Reihe. Angenommen,
es existiert ein ng € N mit
[|A™| < 1.

Dann folgt

S AT = (A + AT ot A+ A A2

m=0

o (JATOT | L ||Ame ety

oo mno—1 oo no—1
=2 > A< 30 3o AT AP
m=0 p=0 m=0 p=0
no—1 &S]
= DAY A" < oo,
p=0 m=0
——
=:C<oo

weil ||[A™]| < 1. Somit konvergiert die Reihe > ~_, A™ in L(X).

Jetzt folgt genauso wie im Beweis des Satzes zur Neumannschen Reihe (Satz(2.4)), dass T — A
invertierbar ist, d.h.

leo(Ad) und (I—-A)'=>) A"
n=0
2. Schritt: Sei nun n € N und A € C mit
A > [lAm]M, (4.21)

d.h. es gilt
IGA)"[| < 1.

Also folgt nach dem 1. Schritt
1€ p(3A) < I — + A invertierbar <= X € p(4).

Es folgt demnach mit (4.21)) wegen A ¢ o(A), dass
(%)
r(A) < inf |A"|Y™ < liminf | A"(|*™ < limsup | A"||*" < r(A).

Bevor wir nun (%) beweisen, mochte ich noch ein wichtiges Resulat aus der komplexen
Analysis rekapitulieren (vergleichen Sie dazu auch den Anhang(7.3):

3. Schritt: In der komplexen Analysis betrachtet man so genannte Laurantreihen:

oo oo
Z ap \" + Z a_p, A", an,a_, €C.
n=0 n=1

Die erste Summe wird Nebenteil und die zweite Hauptteil genannt.

Besitzt die auf dem Kreisring
{AeC||N>r}

holomorphe Funktion auf dem kleineren Kreisring

{AeC||AN >R}, (R>r)
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die Laurententwicklung

i anpA”,

n=—oo

dann gilt diese Darstellung auch auf dem grofleren Kreisring (und damit auch fiir den Au-
Benbereich, wenn man solche Ringe zulésst).

4. Schritt: Zeige nun (*): Sei p > r(A). Wir hatten gesehen (vgl. (4.16)):
Fir || > || Al gilt

R\, A) = i AT AT, (4.22)

n=0

Da (4.22)) konvergent ist, gilt dann fiir alle ¢ € L(X)’
poR(NA) =) A"lpoA" firalle |A > |A].
n=0
Auf der anderen Seite ist ¢ o R(., A) fir ¢ € L(X)" eine holomorphe Funktion auf der
Resolventenmenge p(A), d.h. speziell auf
{AeC| A >r(A4)}.

Wir wenden nun den 3. Schritt an auf A = p: Dann ist
poR(p,A)=> p " oo AT = o(p " A"
n=0 n=0

und die Reihe konvergiert absolut. Somit ist die Folge

(e(p™" T A"))n

beschréinkt in C fiir alle ¢ € L(X)’. Damit ist die Folge (p~"~*A"),, schwach beschrinkt in
L(X). Nach Korollar gibt es ein ¢ € L(X)’ mit

sD(p—n—lAn) —_ Hp—n—lAnH.
Damit ist die Folge (p~"~'A"),, auch normbeschriinkt in L(X), d.h. es gibt ein C' > 0 mit
|A™] < Cp™ .

Daraus folgt
A" < VCpi/p  fiir alle n € N.

Es ergibt sich
limsup [ A"V < p < r(A),

n—oo

d.h. () ist bewiesen. O

Satz 4.9 (Resolventengleichung). Seien A € L(X) und A\, u € p(A). Dann gilt

R(/\’ A) - R(M? A) = (:U’ - )‘)R(/\’ A)R(U7 A)

Beweis. Einfaches Nachrechnen ergibt

R\ A) — R(u, A) = RO, AY(I — (M — A)R(u, A)
— RO\ A)(uI — A) = (AT = A)R(u, A) = (1 — MR\ A)R(, A).
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Bestandteile des Spektrum.

1. Die Menge

’ op(A) :={ A € C| A\I — A nicht injektiv } ‘ (4.23)

heifit das Punktspektrum von A. Der Buchstabe ,,p“ steht fiir ,,point®.

Ein Element A € 0,(A) heifit Figenwert von A.

Ein Element z € X \ {0} mit Az = Az heifit Eigenvektor von A zum Eigenwert .
ker(AI — A) heifit der Eigenraum von A zum FEigenwert \.

dim(ker(AI — A)) heifit die Vielfachheit des Eigenwerts \.
2. Die Menge

Al — A injektiv, aber nicht surjektiv

o.(4) :={) e C| und ROV — 4) = X

} (4.24)

heifit das kontinuierliche Spektrum von A. Das ,,c* steht fiir ,continous*.

3. Die Menge

o-(A) :={ A€ C| A — A injektivund R(A\] — A) C X } (4.25)

heifit das Restspektrum von A. Das ,r* steht fiir ,rest®.
Man kann sich leicht iiberzeugen, dass
o(A) = 0,(A)Jo(A)Jo,(A).

Beispiel 4.4. Sei dim(X) < oco. Dann wird A € L(X) nach linearer Algebra durch eine
Matrix [A] dargestellt. Es ist

o(A) = {Eigenwerte von [A]}.

O
Beispiel 4.5. Seien X =2, K = C und A € L(I?) der Rechtsshift-Operator
A((zp)n) = (0,21, 22, 33,...), @ = (Tn)n €%
e )\ € C: Die Gleichung Ax = Az fiir z € [? ist dquivalent zu
(0,21, 22,...) = (Ax1, Az, Ax3,...) (4.26)

Das heiit aber gerade (x,) = 0 = (0,0,0,...), also 0,(A4) = 0, denn ist A # 0, dann
folgt aus (4.26)

M1 =0=—= 21 =0= 12, =0 fiir alle 7.
und fiir A = 0 ist das sowieso klar.

e )\ = 0: Dann ist

R(0I — A) = R(—A) = R(A) = {(yn)n € * | y1 = 0}
und somit
R(A) ¢ P2,
d.h.
0€o0.(A)



e Wie sieht r(A) aus? Nach n-mal Shiften hat man

. 1/2
2
A" 2|2 = <Z [Tk ) <z
k=1

Damit folgt
|A™| = sup [|A"z|| <1 fiir allen € N.
IGBZQ
Wegen ||A"€p41]/2 = 1 und ||epq1||;2 = 1 folgt schlieflich
[A®|| =1 fir alle n € N.

Daher ist
|A™|Y™ =1 fiir alle n € N.

Daraus folgt mit Satz
r(A) = 1.

Versucht man nun das Bild
R(AI — A) = { (/\ZE1, ALy — )\I‘l, L3 — )\IQ, .. ) | («In)n S 12 }

aus dem letzten Beispiel zu untersuchen, so scheint das problematisch. Abhilfe schafft gele-
gentlich das folgende

Lemma 4.4. Sei A € L(X), also A’ € L(X’). Dann gilt
A€ oy(A) <= R(\N[—A) C X.

Speziell folgt
or(A) Cop(A) Cop(A)Jo,(A).

Beweis. Zu ,<=*: Sei also R(A\] — A) # X. Da R(A — A) ein echter abgeschlossener Un-
tervektorraum von X ist, gibt es nach Korollar [3.4]ein ¢ € X'\ {0} mit

o(Ax — Az) =0 fiir alle z € X.
Daraus folgt fiir alle z € X
p(Az) = () = (A'p)(z) = Ap(2),

also
Alp = Ap.

Somit ist
A€ oy(A).

Zu ,=—“: Angenommen, R(A\] — A) = X fur A € 0,(A’). Dann existiert ein Eigenvektor
p € X'\ {0} zum Eigenwert A von A, d.h. fiir alle x € X gilt

(A'p)(z) = Mp(x) = p(Az) = Ap(x).

Es folgt
p(Ax — Az) =0 fiir alle z € X
also
¢lr(ar—a) = 0.
Da aber R(AI — A) = X, folgt ¢ = 0. Widerspruch! O
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Beispiel 4.6 (Fortsetzung von Beispiel [4.5)). In Beispiel haben wir gesehen, dass
A’ € L(X') = L(I?) gegeben ist durch den Linksshift

A’(xn)n = (1‘2, 3,24, - - )

Bestimmung von o,(A’): Sei A € C. Wir werden sehen (vgl. (4.27)), dass |A\| < 1.
Es gilt

A (xn)n) = Man)n <= (22,23, ...) = (Ax1, AT2, AT3, .. .).

Wir kénnen A = 0 wegen (x2,3,...) # 0 ausschliefen. Sei nun z; beliebig. Dann folgt

Tro = )\xl
r3 = )\1]2 = )\2,%1
z, = MN'"lz; fiir allen € N.
Also ist
() = 21(A"7Y), € 12,
d.h.

oo
1 =0 oder Z ’)\"_1’2 < 0.
n=1

Wir kénnen aber xz; = 0 ausschlieflen, da sonst x; = 0 fiir alle i € N folgen wiirde. Die
andere Losung ergibt

i(IAIZ)” <oo =)\ <1, (4.27)

n=0

d.h.
op(A)={AeC| A <1}

Fiir A folgt aufgrund des Lemmas

or(A) C op(A) C 0,(A) Uoy(A),
0

d.h.
or(A) = 0p(A) = {XeC|]N <1}

Weil r(A4) =1 gilt, ist
o(A)c{reC|r<1]}

und damit folgt zusammen wegen der Kompaktheit von o(A) (vgl. Satz , dass
c(A)y={XAeC||N\N<1}

und
oc(A)={AeC|]A|=1}

Satz 4.10. Seien X ein Banachraum und A € L(X). Dann gilt
(i) A ist invertierbar genau dann, wenn A’ invertierbar ist.

(ii) o(A) = o(A).
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Beweis. Zu (ii): Das folgt aus (i), denn
A € p(A) <= M — A invertierbar A2 \I' — A’ invertierbar <= \ € p(A)).
——
€L(X)

Zu (i): Zuniichst zeigen wir ,==“: Sei also A invertierbar. Dann ist A=! € L(X), also
(A71) € L(X’) und

(A oA =(AcA™ Y =T'=(A 0 A) =A o (A7Y).
Somit ist also A’ invertierbar und
(A/)fl _ (Afl)l.

Zu ,<=*: Sei also A’ invertierbar. Dann ist anch dem eben gezeigten auch A” invertierbar
in L(X").

Wir erinnern uns an den Beweis des Satzes von Schauder (Satz [3.19)). Dort hatten wir
folgendes gezeigt:

x 4 X
jX l l ]X 5 A” o ]X = ]X e} A (428)
X A_”) X

Zunichst ist C := H(A” )~t H > 0, da A” invertierbar ist. Also gilt die Abschitzung

i (@l = 1A A" Gx @) g < A oo I4Gx @ (429)
| —
=C>0
Es folgt fiir alle z € X

) s @E23) ) (4.29) ) ()
[Az|y = lix(Az)|xr = [A"Gix@)lxr = Sllix@)|xr = Sllllx- (4.30)

An den Stellen () flieBt ein, dass jx eine Isometrie ist. Damit ist A injektiv, denn aus

Ax = 0 folgt
[Az]| =0 =" glzll = [z =0=2=0.

Nach Korollar ist A surjektiv, da A’ injektiv ist.

Damit haben wir gezeigt, dass A bijektiv ist. Nach Korollar zum Satz von der offenen
Abbildung ist somit A invertierbar. O
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4.3 Das Spektrum von kompakten Operatoren

Vorbereitend zunéchst ein sehr wichtiges

Lemma 4.5 (von Riesz). Seien (X, |.||yx) ein normierter Vektorraum und U ein echter
abgeschlossener Untervektorraum von X. Dann ezistiert zu jedem 0 < 6 < 1 ein x € X
mit

lzl=1 wnd d(z,U):=inf{||z—ul|lueU}>1-0.

Bemerkung. Das Riezsche Lemma gilt im Allgemeinen nicht fiir § = 0. Vergleiche dazu
das Beispiel
Beweis des Lemmas. Sei also 1 >0 > 0und z ¢ U, d.h. z € X \ U. Setze

d:=d(z,U) > 0.

Beachte, dass tatséchlich d > 0, denn andernfalls géibe es eine Folge (uy, ), mit |lu, — z|| — 0
und z ldge in U = U. Doch z liegt nicht in U.

Weiter gilt dann

und es existiert somit ein v € U mit
d
0<d< |z —ull <15 (4.31)
Setze dann
T = U—=z
llu—z]

Dann ist ¢ U, denn wire = € U, so folgte
z=u—|lu—z|lzel,

und das ist ein Widerspruch. Weiter ist ||| = 1 und fiir alle y € U gilt

e~ ol = | =y — ]| = geteplu— = — w2l
@31)
= |\u£7\| Iz = (u—lu—=zly) || = ﬁ > 1-0.
—_——
cU

O

Mit dem Riezschen Lemma kénnen wir ndmlich nun die Umkehrung des Satzes von Bolzano-
Weierstrafl beweisen:

Satz 4.11 (Kompaktheitssatz von F. Riesz). Fiir einen normierten Raum X sind
dquivalent:

(i) dim X < oo.
(ii) Bx ={z € X | ||z|| <1} ist kompakt.

(iii) Jede bschrinkte Folge in X besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Zu (i) = (i3): Nach dem Satz von Heine-Borel (Satz ist Bx C X genau dann
kompakt, wenn Bx beschrinkt und abgeschlossen ist. Fertig.

Zu (i) = (i41): In einem kompakten metrischen Raum besitzt nach Satz jede Folge
eine konvergente Teilfolge.
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Zu (4ii) = (¢): Angenommen, dim X = oco. Sei #; € X mit ||z1|| = 1. Setze
Uy = lin{x, }.

Dann ist U; endlich-dimensional, also abgeschlossen und von X verschieden.

Nach dem Rieszschen Lemma (Lemma angewendet auf 6 = 1/2, existiert ein x5 € X
mit
2] =1 und |lzg — a2 > 1/2.

Betrachte jetzt
Us :=lin{xy, 22}

Wende das Lemma erneut an: Dann gibt es 3 € X mit
lesll =1, fles =21l > 1/2 und - |lag — @l > 1/2.

Setze das Verfahren fort, so dass induktiv eine Folge (), mit ||z,|| = 1 und ||z, — || >
1/2 fiir alle m,n € N, m # n, definiert wird.

Die Folge (z,,)n ist offenbar beschriinkt, ist aber keine Cauchy-Folge, also enthiilt erst recht
keine konvergente Teilfolge. Widerspruch! O

Beispiel 4.7. Betrachte

1
X = {feC01]|f(1)=0} und U::{feX\/ FB)dt =0},
0
Versehe dann X mit der ||.|| -Norm. Offensichtlich ist U ein echter(!) Untervektorraum von

X, denn beispielsweise ist g(t) := sin(t — 1) € X, aber g(t) ¢ U. Weiter ist U abgeschlossen:
Ist némlich (f,), C U eine Folge mit f, — f € X, so folgt aufgrund der gleichmiiligen

Konvergenz gerade
1 1 1
Ozlim/ fndt:/ limfndt:/ fdt,
0 0 0

Gébe es nun ein Element f € X mit

also ist auch f e U.

If —ullo > [fllo =1 firalleuwelU, (4.32)

so bekdme man den folgenden Widerspruch:

Setze
falt) :=1—1"
Dann ist f,, € X mit
| fnllo =1 furalleneN (4.33)
und
1
/0 falt)dt =1 — n%rl fiir alle n € N. (4.34)
Definiere )
t)dt
Ap = 7f0 A 3 und U, = f — A fa.
1 1
n+1

Dann ist u,, € U fiir alle n € N, weil

1 1 1 1
_ _ C(1— Ly —
/0 wp (£)dt = /O FO)dE— A, /0 fut)dt = (1= —L)0, — A, /O fadt B2 o,

Wegen der Annahme (4.32)) gilt dann fiir alle n € N

=3
1f = unlloe = Anlllfrlle = [Anl 2 1,
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also )
/ f(t)dt‘ > 1.
0

Auf der anderen Seite gilt nach Annahme

/01 f(t)dt‘ = / F@ld < [1fll = 1.

/Olf(t)dt‘ _1

Zunéchst ist wegen || f||,, < 1 immer f(¢) <1 fiir alle ¢ € [0,1]. Da f(1) = 0 und f stetig
ist, gibt es ein € > 0, so dass

Damit ist also

1>1f(#) >0 fiirallet €]l —¢1].

Daraus folgt

- /Olf(t)dt’§/016|f(t)|dt+/11 F(O)]dt <1—et+1—(1—€)=1.

—€

Widerspruch.

Lemma 4.6. Seien A € K(X), X ein Banachraum und S =1 — A. Dann gilt
(i) ker(S) ist ein endlich-dimensionaler Untervektorraum von X.

(i) R(S) ist ein abgeschlossener Untervektorraum von X .

Beweis. Zu (i): Zuniichst ist klar, dass

ker(S) = S71({0})
ein abgeschlossener Untervektorraum von X ist, da S stetig ist.

Sei jetzt (x,,)n eine beschrinkte Folge in ker(S). Da A kompakt ist, existiert eine Teilfolge
(Tn, )k, S0 dass

Az,, —y inX (4.35)
fiir ein gewisses y € X (vgl. Bemerkung, Punkt 2 zur Definition eines kompakten Ope-
rators).

Weiter gilt wegen z,, € ker(S)
Smnk =0+ Ty, — Amnk =0 T, = A.’Enk fiir alle k.

Somit ist

T
T, £ y in ker(9),

da ker(S) abgeschlossen ist.
Damit ist gezeigt, dass jede beschriinkte Folge in ker(.S) eine konvergente Teilfolge besitzt.

Nach Satz [4.11] ist schlieflich
dim(ker(5)) < oo.

Zu (ii): Da dim(ker(S)) < oo, existiert nach Lemma ein abgeschlossener Untervektor-
raum V von X mit

X =ker(S)ad V.
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Es gilt also insbesondere
ker(S) NV = {0}. (4.36)
Betrachte nun die Einschriankung von S auf V, d.h.
Sy = S|y.
Dann gilt
e Sy ist injektiv auf V: Aus Syx = 0 fiir z € V folgt ndmlich wegen gerade x = 0.
e Es gilt R(Sy) = R(S5):
Es ist trivial, dass R(Sy) C R(S), denn Sy ist Einschrinkung von S.

Die andere Implikation R(S) C R(Sy) folgt fiir x = u + v mit u € ker(S) und v € V
aus

Sz = S(u+v)=Su+ Sv=_5v.

Es geniigt daher zu zeigen, dass R(Sy ) abgeschlossen ist.

Sei dazu y € R(Sy ). Dann existiert eine Folge (z,), C V mit

Svaxy, =Sz, —y inX. (4.37)
——

Tp—Ax,
Angenommen, (z,), ist unbeschrinkt. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass
|zn || — +oo. (4.38)

(Sonst gehen wir zu einer Teilfolge iiber: Bsp.: a, = (1 + (—=1)")n).

Betrachte dann

Uy = HZH’ n € N.
Wegen (4.37) ist S, (z,) beschriankt und mit (4.38]) folgt dann
Sy (vn) = Hml 19v(zn) =0 in X. (4.39)
N—_—— "
Vp—Avy,

Da (vy,)n beschrinkt (denn |lv,|| =1 fiir alle n) und A kompakt ist, existiert eine Teilfolge
(vnk)k mit

Av,, — 2z inX (4.40)
Mit (4.39) folgt dann

Up, — 2 €V,

da V abgeschlossen ist und

[on,, = 2|l < |lon,, — Avn, || + | Avn,, — 2] — 0.

4.390 4.400

Weil ||lv,|| =1 fiir alle n € N, folgt auch
Il = 1,

also insbesondere z # 0.

Nochmaliges Ausnutzen von (4.39)) ergibt aber
Sv(Z) = O,

obwohl z # 0, d.h. Sy ist nicht injektiv. Widerpsurch!
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Die Annahme der Unbeschrinktheit von (), ist also falsch. Demnach ist (x,,), beschrénkt
und da A kompakt ist, existiert eine Teilfolge (2, ), mit

Az, — 2z in X.
Weil nach (4.37)
S\/xnk = Tpy, — Axnk - Y,
folgt so, dass
Ty, = Svn, + Az, my+z=12z inV
Da Sy stetig ist, folgt somit

@37
=Y

Sv(.’tnk) — Sy (x) € R(Sy).

Satz 4.12 (Fredholm’sche Alternative). Seien X ein Banachraum, A € K(X) und
S:=1—A. Dann sind dquivalent:

(i) S bijektiv.
(i) S injektiv.

(iii) S surjektiv.

Beweis. Zu (i) = (4i4): Sei also S injektiv. Angenommen, S ist nicht surjektiv, d.h.

X, := R(S) # X.

Dann ist nach Lemma X, ein echter, abgeschlossener Untervektorraum von X, d.h.
X; ¢ X.

Definiere nun induktiv die Folge (X,,),, von Untervektorriumen mit
Xpt1:=5(X,) fiirallen eN.
Dann gilt:
e X, ist invariant unter S, d.h. S(X,) C X,, und dann auch unter A:
a) Aus der Invarianz unter S folgt die Invarianz unter A, denn

reX,—= Az=_z — Sr € X,.
N =~
€eXn €Xn

b) Invarianz unter S: Induktiv.
n=1: Ausz € X; = S(X) folgt Sz € S(X) = X;.

n—n+1:Sei v € X411 = S(X,,). Dann gibt es ein y € X,, mit 2 = Sy. Nach
Induktionsvoraussetzung ist X, invariant unter S, also

x=Sye X, = Sz € Xpt1=5(X,).

e X, ist ein abgeschlossener Untervektorraum von X fiir alle n € N (Das folgt wieder
mit Lemma [4.6)).

e X, 11 C X, firallen € N.
a) X,41 C X, folgt sofort aus der Invarianz von X,, unter S, denn
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b) X411 # X,: Da R(S) # X, existiert ein y € X mit
Sx £y firalle x € X.
Da S injektiv ist (denn S(Sz) # S(y) fiir Sz # y), folgt induktiv
Sty #* Sy fiir alle z € X,
—~ ~~
€SI (X)=Xnt1  €S7(X)=X,
also Xp41 # X
Nach dem Lemma von Riesz (Lemma existiert fiir alle n € N ein u,, € X,, mit
lunll=1 und  d(up, Xpn+1) > 1/2. (4.41)
Sei m > n. Dann ist X,,, C X, 41 und daher
Stn, +  Um — Supym € Xy
~ —_
€EXnt1 =Aum€XpmCXnp1
und
[Awy, — Aup|| = |Jun — (Stp, + tm — Sum)|| = 1/2  fiir alle m > n.

Somit ist (Au,), keine Cauchy-Folge und enthilt daher auch keine konvergente Teilfolge.
Widerspruch, da (uy), beschrinkt und A kompakt ist und deshalb (Au, ), eine konvergente
Teilfolge besitzt. Also folgt die Surjektivitdt von S.

Zu (4ii) = (i) : Nun sei S = I — A surjektiv. Dann ist nach Korollar S’ injektiv.

Nach dem Satz von Schauder (Satz[3.19)) ist mit A auch A’ kompakt. Die schon bewiesende
Implikation angewendet auf

S'=r-A
liefert somit, dass S’ surjektiv ist. Also ist S’ bijektiv und somit invertierbar. Mit Satz [£.10]
folgt dann, dass S invertierbar ist, also ist S injektiv. O

Beispiel 4.8 (Anwendung der Fredholm’schen Alternative). Sei k € C([a,b]?). Dann
ist

b
A: Cla,b] — Cla,b], uw / k(. t)u(t)dt
kompakt (vgl. Beispiel [3.18]). Daher gilt:
Die Integralgleichung
b
u@)—/’M&ﬂMﬂﬁ:f@L s € lab] (4.42)

besitzt eine eindeutige Losung u € Cla,b] fir alle f € Cla,b] genau dann, wenn (4.42)) fiir
jedes f € Cla, bl mindestens eine Losung u € C|a, b] besitzt (Surjektivitit) bzw. genau dann,
wenn die homogene Gleichung

b
u(s) —/ k(s,t)u(t)dt =0, s¢€ [a,b]

nur die triviale Losung u = 0 besitzt (Injektivitit).
O

Satz 4.13 (Spektralsatz fiir kompakte Operatoren). Sei X ein unendlich-
dimensionaler Banachraum und sei A € K(X). Dann gilt

(i) 0 € o(A).
(i) o(A)\ {0} C op(A).
(i1i) o(A) ist endlich oder es gibt eine Nullfolge (An)n C C\ {0} mit

o(A) = {An | n € N}U{O}.
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Bemerkungen.
1. Im endlichdimensionalen Fall braucht () nicht gelten.

2. Es gilt nicht immer o(A) \ {0} = 0,(A), da eventuell 0 € o,(A).

Beweis. Zu (i): Angenommen 0 ¢ o(A). Dann ist (vgl. Eigenschaften von kompakten Ope-

ratoren ((3.26)):
I=A"1'0o A €K(X).
~~ ~~

€L(X) €eK(X)

Somit besitzt dann jede beschriankte Folge in X eine konvergente Teilfolge. Mit Satz
folgt dim X < oco. Widerspruch.

Zu (i7): Sei A € C\ {0} mit A ¢ 0,(A). Dann ist (Al — A) injektiv. Aber

M—A=\I- 1a)

A
EK(X)

und aus dem Satz der Fredholm’schen Alternative (Satz ) folgt somit, dass I — %A
invertierbar ist, d.h. aber auch, dass A\I — A invertierbar ist. Also ist A ¢ o(A).

Zu (i4i): Sei € > 0. Angenommen,
Ae{a(A) ||\ >¢€}

ist unendlich. Dann existiert eine Folge von Eigenwerten (\,), von A und zugehorige Ei-
genvektoren (), mit

A Ay firallem#n und  |jz,||=1 fiir allen € N.

Zwischenbehauptung: Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear un-
abhéngig. Das heif3t hier konkret:

{@ | n € N} ist linear unabhéingig.
Wir beweisen das induktiv:
n = 1: Trivial, da x; # 0, denn x; ist Eigenvektor.

n — n + 1: Angenommen,

n
an:E oy, o, €C,i=1,...,n.
i=1

Auf der einen Seite ist

n

A(anrl) = )\n+1xn+1 = )\nJrl E ;4
i=1

und auf der anderen Seite
A($n+1) == A(Z Ozi.’EZ‘) = Zaz)\zxz
i=1 i=1
Zusammenfassend heifit das N
Z ai()\n+1 — )\Z)xz =0.
i=1
Die z; sind nach Induktionsvorausetzung linear unabhingig. Also folgt

a; (Apgy1 —A) =0 fiir alle 4
—_———
#0
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und so
a; =0 fir alle t = x,,41 = 0.

Widerspruch, da z,11 Eigenvektor und Eigenvektoren # 0 sind.
Weiter im eigentlichen Beweis: Sei nun
X, =lin{zy,...,z,}, neN

Dann ist X,,_; C X,. Nach dem Lemma von Riesz (Lemma [4.5)) existiert zu jedem n € N
ein u, € X, mit

lunll =1 und  d(un, Xn-1) >1/2. (4.43)
Fiir die (uy), gilt:
e Au, € X,,, denn
Up = Zaixi — Au, = Zai)\ixi e X,.
i=1 i=1
e \yu, — Au, € X,,_1, denn:

n—1

Ay — Auy, = Ay, i ;T — iai)\ixi = Z()\n — )\z)azxz € Xn_1.
=1 i=1 i=1

Damit folgt fiir alle m < n:
| Auy, — Aty ||

At — (At + Apuy — Auy)||

An#0

e

ol [t = 3 (At + Aty — Auy )|
Wir bemerken, dass Au, € X,_1 und Au,, € X,, C X,,_1, da m < n. Also folgt
| Avpn, — Aum || > [An| d(un, Xn—1) > €/2,
~ — ——

>e @Ea3)

d.h. (Au,,) enthilt keine Cauchy-Folge und somit keine konvergente Teilfolge. Widerpsurch,
da (uy )y beschrinkt und A kompakt. O
Riickblick. Sei A € K(X) und sei A € C\ {0}. Dann bedeutet die Fredholm-Alternative:
(M — A)u = f ist eindeutig 16sbar in X fiir alle f € X (4.44)
oder dquivalent dazu:
(M — A)u = 0 besitzt nur die triviale Losung u = 0. (4.45)

Wenn
ker(A — A) # {0},

d.h. nicht-triviale Losungen besitzt, dann gilt

ist 16sbar (aber nicht eindeutig) fiir ein f € X
oder dquivalent dazu

fe RO — A) = RO — A) B8 peerar — A7),
Das wiederum ist gleichbedeutend damit, dass

o(f)=0 fiir alle ¢ € ker(A\I" — A")
bzw. dass fiir alle Losungen der homogenen adjungierten Gleichung
A=A =0

gerade
o(f) =0
gilt.
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4.4 Quotientenrdume
Aus dem endlichdimensionalen ist Thnen die Dimensionsformel
dim(X) = dim(ker(S)) + dim(R(S))
fiir S € L(X) wohlbekannt. Umstellen dieser Gleichung ergibt
dim(X) — dim(R(S)) = dim(ker(S5)).
Oder anders ausgedriickt
dim(X/R(S)) = dim(ker(5))

Der linke Ausdruckt stellt dabei ein Maf fiir die Nicht-Surjektivitét von S dar. Dagegen ist
dim(ker(5)), die so genannte Codimension von R(S), ein Ma$ fiir die nicht-Injektivitét. Wir
werden nun den unendlichdimensionalen Fall untersuchen:

Sei jetzt also dim X = oo und sei (X, ||.]|) ein normierter Vektorraum. Weiter sei U ein
abgeschlossener(!) Untervekltorraum von X. Dann definiert man eine Aquivalenzrelation:
Fiir z,y € X definiere

r~yy=zx—yecl

Die Menge
XU ={z+U]zeX}

ist die Menge aller Aquivalenzklassen modulo U.

In der linearen Algebra lernt man, dass ein Quotientenraum eine Vektorraumstruktur besitzt:

(x+U)+@w+U)=(x+y+U),
Mz +U) =M+ U.

AuBlerdem definiert man die Quotientenabbildung

q¢: X —->X/U, z—ax+U.

Satz 4.14 (Eigenschaften.).
1. q ist linear.
2. q st surjektiv.
3. ker(q) =U.

Beweis. Zu 1.: Fir z,y € X und A\, p € K gilt
Az + py) = A+ py) + U = Nz + U) + w(y + U) = Aq(z) + pg(y).
Zu 2.: Sei [b] € X/U. Dann gibt es ein z € X, so dass
b=x+U,

also ist g surjektiv.

Zu 3.: Die Behauptung folgt aus

qu)=u+U=0<=u~0<=uecl.

Wir definieren nun eine Norm auf X/U durch

la(@)llx/p = d(z,U) = nf{ ||z —ul [uc U}
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Beweis. Zu (i): Ist g(x) = 0, d.h. z € U, so folgt ||¢(x)|| = d(x,U) = 0. Auf der anderen
Seite folgt aus ||g(x)| = d(x,U) = 0 gerade x € U = U, also g(z) = 0, denn angenommen,
x ¢ U. Wir zeigen, dass  Randpunkt von U ist, also

VE>OE|yEU Yy S B(E,l’),
und erhalten so einen Widerspruch.

Wenn also x kein Randpunkt ist, so gibt es ein ¢ > 0, so dass fiir alley € U gilt y ¢ B(€, ).
Doch dann ist d(z,y) > € fiir alle y € U und somit

d(z,U)=inf{ ||z —u|| |[lue U} >¢€ >0.

Widerspruch, da d(z,U) = 0 nach Voraussetzung. Also ist  doch Randpunkt und wegen
U=UistxeU.
Zu (ii): Wir miissen zeigen, dass [|[g(Az)|| = |A] ||¢(x)]|-

1. Fall: A = 0. Dann ist
1g(0-z) = [lg(O)[|]| = d(0,U) = inf{ [|ul| [u € U } =0,

da U Untervektorraum ist und so 0 € U gilt.
2. Fall: A # 0. Mit @ ist auch % € U, da U Untervektorraum ist. Daraus folgt

laAz)l| = d(Az,U) = nf{ | Az —a| |2 € U}
= [Ainf{|jz — 4[| |a€ U} = |Ninf{||z —u| |ue U}
= [Ald(z,U) = Al {lg(2)]l

Zu (iii): Wir miissen die Dreiecksungleichung

la(z) + a@)l < llg(@)Il + lla ()l

zeigen. Seien dazu x,y € X. Wéhle zu € > 0 Elemente w1, us € U mit

e —uill < llg(@)[[ + ¢ [ly — w2l < [la@)] +e
Dann folgt
la(@) + q()ll = lla(z + Il < [[(z +y) — (w1 + u2) ||
——

U
< lz —wll + lly = w2 < llg(@)]| + lla(¥)|] + 2¢.

Da € > 0 beliebig war, folgt so die Dreiecksungleichung.

Zu (iv): Wir miissen noch die Wohldefiniertheit zeigen. Fiir 21, x2 € X sei also ¢(z1) = g(z2).
Dann gibt es ein v € U mit

xr1 = T2 + u.
Also folgt
la(z)|| = d(z,U) = inf{ [lzy —al |a € U}
=inf{|lze+u—d|| |t €U} =inf{|zs—v|||veU}
= d(x3,U) = [lg(w2)]l
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Satz 4.15.
1. Beziiglich der Norm ||.|| xy; ist g € L(X, X/U).
2. Ist X ein Banachraum, so ist auch X /U ein Banachraum.
3.

U'=X')JU+ (4.46)
Ut = (x/UY (4.47)

1

4. q ist eine Quotientenabbildung im Sinne der Definition (siche Beispiel.

Beweis. Zu 1.: Dass g linear ist, haben wir schon oben gesehen. ¢ ist aber auch stetig, denn

u=0
lall = sup llqg(z)|| = sup inf{|lz —ul [ueU} < sup |z] <1
r€EBx r€EBx r€EBx

Wir zeigen sogar
llall = 1. (4.48)
Nach dem Lemma von Riesz (Lemma gibt es némlich zu jedem 0 < § < 1 ein 25 € X
mit
lzsll =1 und lg(zs)l| = d(xs,U) = 1 —4.
Damit folgt

lgll = sup [lg(2)[| = [la(zs)l] =1 — 0.
r€EBx

Da ¢ beliebig war, folgt schlieBlich ||¢|| > 1.
Zu 2.: Sei also (q(zy,))n eine Cauchy-Folge in X/U. Dann existiert eine Teilfolge q(zy, )i mit

lla(zn,) = a(@niy)]] < 27%  fiir alle k € N. (4.49)

Definiere

Ynp = Ty, — Ty

Wegen der Linearitiat von g heifit (4.49) gerade
||Q(xnk) - Q(xnk+1)’| = [lg(yn )|l < 27%  fiir alle k € N. (4.50)

Da
la(yn, )|l = d(yn,, U),

existiert zu jedem k ein u,, € U mit
—k
1Y = tng | < lla(yn, )l + 275 (4.51)

Also gilt wegen (4.50) und (4.51)
as 1» > 3 1» <
Z Y, — tn—k]| Z(HQ(ynk)H +2 k) 22 M < oo,

Also ist (Zszl(ynk — up, )N eine Cauchy-Folge in X und da X ein Banachraum ist, kon-
vergiert die obere Reihe, d.h.

Z(ynk — Up, ) < 00.

k=1
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WEeil q stetig ist, folgt

[eS) N N N
q linear .. .
Z ynk unk - hm q Z ynk unk = ]\}gnoozq(ynk - unk) = ]\}EHOOZQ(ynk)
k=1 k=1 k=1 Y k=1
cU
N Telesk
. eleskopsumme ..
= ngnoo ; q(x’ﬂk) - q(xnk+1) = I&Tlm(q($nl) - q(an+1))a

d.h. aber gerade, dass

lim q(zn,)

k—oo

in X/U existiert. Da (q(x,))n eine Cauchy-Folge in X /U ist, konvergiert die gesamte Folge
in X/U.

Zu 3. (4.46)): Betrachte die Abbildung

o:U = X'JUL o—¢+UL, (4.52)

wobei ¢ eine beliebige Fortsetzung von ¢ auf ganz X sei (diese existiert nach dem Satz von
Hahn-Banach immer).

Wir miissen zeigen, dass (4.52)) ein isometrischer Isomorphismus ist:

a)

Wohldefiniertheit: Sind @1, g2 € X’ zwei Fortsetzungen von ¢, so gilt

(P1 — @2)lu =0,
denn
G1lu = ¢ = @2lu.
Es folgt daraus
P1— P €Ut = @1 + U+ =5 + U™

Linearitdt und Stetigkeit: Klar.

Surjektivitit: o ist surjektiv, denn fiir alle ¢p € X' (d.h. v +U+ € X' /UL) ist ¢|y € U’
und

o(Yly) =¥ +U*
Isometrie: Zunsichst gilt fiir v € U+ und ¢ € U’
le =llx = lle =l = llelly: = 1¥lly = llelly-
——
=0

Daraus folgt

lo(@)lx: o = nf{ o = ¢llx | €U} > ol
also
el < llo(@)llxr o

Auf der anderen Seite existiert nach dem Satz von Hahn-Banach (Satz (3.3]) eine Fort-
setzung @ € X’ von ¢ mit

el = llellx-
Weiter gilt
lo@lxjve =12+ Ullx e = 4@ x ve < lallx/vy 1@l x
= [12llx = llelly-

Insgesamt folgt also
lellyr = llo@llx ue-
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Zu 3. (4.47): Betrachte dazu die Abbildung
T (X/U) = UL, p—ypoq.
Wir miissen wieder zeigen, dass 7 ein isometrischer Isomorphismus ist.

a) 7 ist linear und stetig: Um die Linearitét nachzuweisen, seien ¢, ¢ € (X/U)" und p, A €
K. Dann gilt

T(Ap +pp) = (A + pp) o g = ANpoq) + p(@oq) = Atp + ur(p).

T ist auch stetig, denn

||T||L((X/U)’,Ui) = sup 7@y = sup fpodly
PEBx vy eeBx/vy
< sup ellxoyldlxmy < lallixey =1
SaeB(X/U)’

b) 7 ist wohldefiniert: Es ist 7(p) € U, denn fiir u € U gilt

linear
= 0.

7(p)(u) = (poq)(u) = p(u+U) = ¢(0)
c) Surjektivitit: Sei € X. Fiir ¢ € U~ setze
pla+U) =), e (X/U).
Dann gilt
p(z+U) T E og(a) = 7(0)(@) = ¥ ().

d) Isometrie: Es gilt fiir alle u € U

lp(z + U)| = le(q(2)] = Im(0)(@)| = [T(p)(x) + T(¢)(u) |

[T(P)(x +u)| < |7(P)l x NIz + ull /0y

und daher
||<P||(X/U)/ < Ir(@)llx-
Auf der anderen Seite gilt

7@l x = llp e allx: < llellx/vyllallx/vy = 1l x/y-

Insgesamt folgt so
I @)x = el x /vy -

Zu 4: Sei dazu z € X mit ||z|] < 1. Dann folgt

lq(x)|| = d(=,U) < |lz| < 1.

Nach dieser getanen Arbeit nun endlich der entscheidene

Satz 4.16 (Dimensionsformel fiir kompakte Operatoren). Seien A € K(X) und
A € C\ {0}. Dann gilt

dim(ker(A\ — A)) = dim(X/R(M — A)) = dim(ker(A\I' — A")) = dim(X'/R(\I' — A")).

Insbesondere sind alle Dimensionen < oo, da nach Lemmal[4.6 dim(ker(A — A)) < oo gilt.
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Beweis. Um Schreibarbeit zu sparen, setze

a = dim(ker(Al —A4)), [ := dim(X/R(A—A)),
o = dim(ker(A\ ' — A")), B = dim(X'/R\' —A)).
Wir miissen also zeigen:
a=p=ad =4
Nach (4.46) mit
U :=ker(A] — A)
gilt

(4.46) atz |3.20)(iv — v
kerO — A)) = X'/ker(AT — A)- 5 ' X' RO — A7)

bemmaB8 s RO - A,

wobei zur Anwendung des Lemmas auch noch der Satz von Schauder (Satz [3.19)) eingeht,
wonach mit A\J — A auch A\I' — A’ kompakt ist. Es folgt

a = dimker(A — A) = dim[ker(Al — A))’ = dim X'/R(\I' — A') = 3.
Analog folgt mit angewendet auf U = R(A\ — A)
ker(AT' — A7) S B2 povr _ 4yt 5= (x/ROM — A)).
Also
o' = dim(ker(AI" — A")) = dim(X/R(A\ — A))' = dim(X/R(\ — A)) = 3.
Wir zeigen jetzt
a<p (4.53)

Mit den gleichen Argumenten folgt dann auch o < ', da mit A auch A’ kompakt ist nach
dem Satz von Schauder (Satz[3.19). Somit wire dann gezeigt

a<pf=d<f =a (<o)
und wir sind fertig.
Nun zum Nachweis von : Angenommen,
B<a (<o)
Dann existiert nach Lemma [3:3] abgeschlossene Untervektorrdume U,V C X mit
X =kerAN -A)oU=RMN-A)aV
und dimV = § < co. Wegen (3 < « gibt es eine stetige, lineare, surjektive Abbildung
¢ ker(A\ — A) =V,
die nicht injektiv ist, d.h. es gibt ein z¢ € ker(A — A) \ {0} mit
¢(zo) = 0.

Betrachte die stetige, lineare Projektion P auf ker(Al — A) aus dem Beweis von Lemma
Es ist
ker(A\] — A) = R(P) wund U = ker(P).

Betrachte nun den Operator
T:=A+¢oPec K(X).
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Tatséichlich ist T € K(X), denn A € K(X) und P € L(X), also po P € F(X) C K(X).
Auflerdem ist wegen zg € ker(AI — A)

(AL = T)(z0) = (A — A)(z0) —6 0 P(x0) = (x0) = 0,
=0

d.h. AT —T ist nicht injektiv. Nach dem Satz von der Fredholm’schen Alternative (Satz[4.12)
ist A\I — T auch nicht surjektiv.

Auf der anderen Seite gilt aber fiir alle x € U wegen U = ker P
Pz =0.
Damit folgt

MN-TYU)=(M-A)U - (¢poP)(U)= (M — AU = RN — A),
—_————
=0
weil X = ker(A — A) ®U. Weiter gilt fiir x € ker(AI — A) nach dem Beweis des Lemmas
Px=x

und somit

(M = T)(ker(AM — A)) = (M — A)(ker(A] — A)) —¢ o P(ker(A — A))
=0

= p(ker(\ — A)) ? I

Also ist
M-T)X=M-T)ker(\ ] —A)aU)=RMN -A)aV =X.

Doch das ist ein Widerspruch zur Nicht-Surjektivitit von Al — T'. Also gilt (4.53)). O
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5 Hilbertraume, Orthonormalbasen und kompakte
Operatoren

e Hilbertraume und ihre Eigenschaften: (Stetiges) Skalarprodukt, Prahilbertraum, in-
duzierte Norm, Parallelogrammgleichung und Polarisation, Dreiecksungleichung, Phy-
tagoras, Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

e Projektionssatz

e Orthogonalprojektion auf abgeschlossene Untervektorraume
e Darstellungssatz von Riesz-Fréchet

e Jeder Hilbertraum ist reflexiv

e Orthonormalsysteme- und Basen: Gram-Schmidt Orthonormalisierungsverfahren, Bes-
selsche Ungleichung, Parsevalsche Gleichung, Fourierentwicklung sowie unbedingte und
absolute Konvergenz

e Jeder separable Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis
e Hilbert-Adjungierte, unitére, selbstadjungierte und normale Operatoren
e Spektralzerlegungssatz fiir komnpakte, normale Operatoren

e Wurzeln aus Operatoren

5.1 Hilbertraume

Definition 5.1 (Skalarprodukt, Prihilbertraum, orthogonal). Sei X ein K-
Vektorraum. Eine Abbildung
(4 ): XxX—>K

heifit Skalarprodukt (oder inneres Produkt), falls
(i) Linearitét: Fiir alle z,y,z € X und A € K gilt
(@ +y,2) = (2,2) + (y,2),  (Az,y) = Az, y).
(ii) Symmetrie: (z,y) = (y,z) fiir alle z,y € X.
(iii) Positive Definitheit: (x,2) > 0 fiir alle 2 # 0.
Das Paar (X, (.,.)) nennt man dann einen Prdhilbertraum.

Zwei Vektoren x,y € X heiflen orthogonal, falls (z,y) = 0. Notation: z_Ly.
Wenn U,V C X, dann schreib man

UlV = ulv firalleuw e U und v e V.

Man bezeichnet
Ut :={zre X |zlufiraleuecU}

als den Orthogonalraum von U.

Auf natiirliche Weise definiert fiir x € X

] = (z,2)"/?

eine Norm auf X.
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Die ersten beiden Eigenschaften einer Norm sind leicht einzusehen. Die Dreiecksungleichung
zeigen wir in Satz [5.1]

Wenn (X, |.|) vollstindig ist, dann heilt X Hilbertraum.
Beispiel 5.1. Aus der linearen Algebra sind die Hilbertriume KV mit dem Skalarprodukt

N
(xay) 322%‘?3% J}7yEKN
i=1

bekannt.

Beispiel 5.2. Sei X := C([a, b],K) und sei

b
(f,9) ::/ f®gt)ydt, f,geX.

Dann ist (X, (.,.)) ein Prihilbertraum, aber kein Hilbertraum unter der natiirlichen asso-
zierten Norm

b
1o =/ [ 7ol ae.

Um das einzusehen, sei a = —1 und b = 1. Definiere f,, : [-1,1] — R durch
0, -1<t< -1
falt) = 3(nt+1), —+<t<d
1, L<i<t

Dann ist f, € C(]—1,1],R) sowie stiickweise affin und monton, wobei die Werte von f,
zwischen 0 und 1 liegen.

Nun gilt fiir n <m
fal(t) = fim(t) =0, wenn [t| > 1.
Folglich ist
1 1/n
= fnll* = [ (= g0t = [ (fu = (0

-1 —1/n

1/n 1/n 1/n
=/' ﬁumvg/ f%@ﬂ—zj' Fult) ()t

—1/n —1/n —1/n
Da f,, firn > 0 und da
1/n 1/n 1/n
/ fm(t)dt,/ fn(t)dt g/ idt =1
—1/n —1/n —1/n
ist

”fn*mezS%, wenn m > n.

Daher bilden die f, eine Cauchy-Folge in (C[—1,1],R,(.,.)). Wenn es nun eine stetige(!)
Funktion f : [-1,1] — R gébe, so dass
Tim [If = full = 0,

so miisste wegen der Eigenschaft von f, der Ausdruck

—1/n 1/n 1
/ ﬁmm+/ u—nfwﬁ+/<ﬂ4fwﬁ

-1 —1/n 1/n
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fiir n — oo gegen 0 gehen. Weil alle Integranden positiv sind, folgt bei gegebenem 0 < € < 1
und fiir n > %, dass

.
lf@ﬁé/

-1

—1/n 1 1
P, [ (-1pwds [ 7 -1
€ 1/n
Die rechten Seiten dieser Ungleichungen streben aber gegen 0. Folglich gilt fiir alle 0 < € < 1,
dass

Pyt = /E(f C12(t)dt = 0.
1 1
Daher ist (in den Réumen C([—1, —¢],R) bzw. C([¢, 1], R)
f‘[_L_E] = O und (1 - f)‘[e,l] = O

Fiir ¢ — 0 folgt dann aus der angenommenen Stetigkeit von f der Widerspruch

0= f(0) aber 1-— f(0)=0.
Beispiel 5.3. Sei X := L?(]a,b[,K) und wie in Beispiel

b
(f,9) ::/ fgtydt, f,geX.

Dann ist (L?(a,b), |.||,) ein Hilbertraum. Die Vollstindigkeit folgt aus dem Satz von Fischer-
Riesz (vgl. Analysis 3).

O
Beispiel 5.4. Sei X :=[? ausgestattet mit dem Skalarprodukt
(oo}
(J?,y) :Z'rigia xvyGX (51)
i=1
Dann ist X ausgestattet mit der Norm
2
lzlle = | D l@il®, zeX
i=1
ein Hilbertraum.
Beachte, dass die Konvergenz der Reihe (5.1]) aus der Holderschen Ungleichung folgt.
O

Satz 5.1. Seien (X, (.,.)) ein Prdhilbertraum und x,y € X. Dann gilt:
(i) Parallelogrammgleichung:
@+ yl” + o —y* = 2|z +2|y*.
(i) Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:
(2, )] < 2| [yl

(#ii) Dreiecksungleichung:
[z +yl < |z[+ [yl

(iv) Satz von Phytagoras:
2 2 2
rly = |z +y|" =|z|"+ |y|".

(v) Es gilt fir alle A € K
rly <= |yl < |dz+y|.
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Beweis. Zu (i): Nachrechnen ergibt

z+y +lz -y’ =@+ya+y) +(@-yz—y)
= (z,2) + (z,y) + (v, 2) + (v, 9) + (z,9) — (=,9) — (y,2) + (y,9)
=2|z* + Jy*.

Zu (ii) bis (v): Es gilt fir A € K
0< x4y = Me+y, Az +y) = A 2] + A, y) + Ay, z) + [y
= N J2l* + Mz, y) + M, y) + [yl
Also ist
0< Az +yl" = A2’ + 2Re(A(x, ) + [y (52)
Mit A =1 folgt aus sofort (iv).

Bemerke, dass fiir z = 0 sdmtliche Behauptungen trivial sind. Sei also im Folgenden = # 0.
Setze dann

N _(y,ﬂg)
]

Einsetzen in ([5.2)) ergibt

()" ()] 2 > @yl
0= 20—+l =y - 3 (5.3)
] || |z
Damit folgt dann
|(x,y)|2 2 2 20 2
FEEE < = @) < jof' iy

und damit ist (i) gezeigt.

Wir zeigen nun die Riickrichtung von (v): Angenommen, (z,y) # 0. Dann wihle das oben
definierte A, so dass mit (5.3)

(2. )|’

2 2 2
Az +yl” = [y|” — e <lyl”.

Das ist aber ein Widerspruch zu |Az + y|* > |y|*. Also gilt (z,y) = 0.

Aus (5.2) folgt aber auch die Hinrichtung von (v), denn aus (x,y) = 0 folgt
e +yl” = A fl” + [yl > [yl

(ii7) folgt schliefllich aus (5.2)), denn fiir A = 1 ist

ii)

(
@+ yl” = |2 + 2Re((z + 1)) + ly* < o +2|(z, )| + yI* < (2] + [y])*.
O

Bemerkung. Die Paralellogrammgleichung charakterisiert genau die Normen, die von einem
Skalarprodukt induziert werden, d.h. ist ||.|| eine Norm auf einem Vektorraum X, dann
existiert ein Skalarprodukt ((.,.)) auf X x X mit

lz]| = ((x,2))'/?, weX

genau dann, wenn ||.|| die Parallelogrammgleichung erfiillt. Anders gesagt: Ein normierter
Raum X ist genau dann ein Pré&hilbertraum, wenn die Paralelogrammgleichung gilt.

Fiir einen Beweis brauchen wir die Tatsache, dass in einem Pré#hilbertraum nicht nur die
Norm durch das Skalarprodukt ausgedriickt werden kann, sondern auch das Skalarprodukt
durch dir Norm:
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1. Fir K =R gilt
(@.9) = 11z +y|* = = — ). (5.4)
2. Fiir K = C gilt
(@.y) = §(e+yl* = o -yl + il +iy]* —ilz —iy*). (5.5)
Diese Polarisationsformeln zeigt man durch leichtes Nachrechnen.

Beweis der Bemerkung. Wir behandeln nur den Fall K = R. Fiir K = C geht das genauso.

Die Richtung ,,=* haben wir schon mit Satz[5.1] gezeigt. Um ,,<—=* zu zeigen, setze wie in

4 2 2
(z,y) = 3(lz +y” = [ —y[*).
Zu (i): Fir 1,29,y € X gilt nach Parallelogrammgleichung

|21+ 22+ y° = 2|2y +y + 2] — |21 — 22 +y* = q

w1 + 22 + y|* = 2[ws + yl* + | = |—21 + 22+ 9 = 8.
Folglich ist

o+
a1+ w2 4yl = = &

o1+ y* + |21+ o+ y” + [2of® = 2|1 — 22 + y| + |—21 + 22 + y[?).

Analog ergibt sich

|21 + 22 —y” = o1 — yI* + |21 + |22 — y* + w2 — S22 — 22—yl + [—21 + 22— y).

Es folgt
(x1 +22,y) = i(\xl + z2 '|‘Zl/|2 —|z1 + 22 — y|2)
= 1z 4y + o+ y* — o1 —y* — o2 —y[*)
= (z1,y) + (22,9).
Zeige nun
(Az,y) = A, y). (5.6)

Eben haben wir schon gesehen, dass dies fiir A € N gilt. Nach konstruktion gilt ([5.6)) auch
fiir A = 0 und A = —1, also auch fiir A € Z. Weiter gilt (5.6) auch fiir A = ™* € Q, denn

n(Az,y) = n(mg,y) = m(z,y) = nA(z,y).
Die (wegen der Stetigkeit von |.| nach Lemma [5.1]) stetigen Funktionen (von R nach R)
A= (Az,y), A= Az,y)

stimmen auf @ daher iiberein und sind deshalb auf R gleich.

Zu (ii): Das ist klar.

Zu (iii): Das folgt aus (z,z) = |z|*. O

Lemma 5.1. Das Skalarprodukt eines Prdhilbertraums X ist eine stetige Abbildung von
X x X nach K.

157



Beweis. Seien (xy)n, (yn)n C X Folgen mit z,, — = und y,, — y. Dann folgt

CSU
|(@n, yn) — (2, 9)] = [(@n — 2, 90) + (@90 — )| < |2n — 2| lyn] + 2] [Yyn —y| — 0.

Bemerkungen.

1. Genauso zeigt man, dass auf einem Prahilbertraum die Abbildungen = — (z,y) und
y — (z,y) stetig sind.

2. Ist (X, ].|) ein Préhilbertraum und ||.|| ein #quivalente Norm auf X, so braucht (X, ||.||)
kein Préhilbertraum sein.

3. Ist X ein Préhilbertraum, U C X ein dichter Unterraum und z € X mit (z,u) = 0
fir alle w € U, so ist z = 0.

Beweis. Sei x € X beliebig. Betrachte die Menge

YVi={yeX|(z,y) =0}

Dann ist Y aufgrund der Stetigkeit von y — (z,y) abgeschlossen und es gilt U C Y C
X. Daraus folgt -
X=U2Y=YCX=Y=X.

Speziell ist also x € Y und das heif3t
z)* = (z,2) =0 = z = 0.
O
4. Unterrdume von Prahilbertrdumen sind Pré&hilbertraume. Das folgt, indem man das
Skalarprodukt einschrankt.

5. Sei X die Vervollstiindigung des Prithilbertraumes X . Da die Parallelogrammgleichung
in X gilt, iibertréigt sie sich aus Stetigkeitsgriinden auf X. Mit der oberen Bemerkung
folgt dann, dass X ein Hilbertraum ist.

Bevor wir zum groflen Projektionssatz kommen, noch einige niitzliche Eigenschaften:
1. At ist stets ein abgeschlossener Unterraum von X.
2. Ac (AH)*t
3. At = (linA)*.

Beweis. Zu 1: Die Unterraum-Eigenschaft ist klar. Um die Abgeschlossenheit zu zeigen, sei
(an)n C At eine Folge mit a,, — a € X. Dann folgt wegen der Steteigkeit von x — (z,v)

0= (an,z) — (a,x) =0 fiir alle x € A,

also a € A*.
Zu 2: Sei also a € A. Dann gilt fiir alle z € A+ gerade (z,a) = 0, also
ac (ANt ={yeX|(y,z)=0 fiirallexzc At}

Zu 3: Um D zu zeigen, sei ¥ € (linA)*, d.h. (x,a) = 0 fiir alle @ € linA. Dann gilt fiir alle
a € A Clin(A) erst recht
(SC, a) =0,

also z € AL,

Jetzt zur Implikation C: Sei dazu x € AL. Sei @ € linA. Dann gibt es eine Folge
(an)n C lin A, so dass |a, —a| — 0. Es folgt

(z,a) =lim(z, a,) = lim(x Z)\nlan = Zj\ (x,an,) =
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Satz 5.2 (Projektionssatz). Sei (H,(.,.)) ein Hilbertraum und K C H eine nicht-leere
abgeschlossene konvexe Menge. Dann gilt

Vienuer : |f —ul = d(f, K) =inf{|f —v||ve K}
Das Element u ist eindeutig charakterisiert durch die Familie von Ungleichungen
Re(f —u,v—u) <0 fir allev € K.

Das Element u bezeichnen wir mit Py (f) und meinen damit die ,Projektion von f auf K “.

Bemerkung. Achtung: Die Abbildung
PK:H—>K, fHPK(f)
ist im Allgemeinen nicht linear. Es gilt aber stets

PkOPK:PK. PK(f

~

Beweis. Zur Existenz: Definiere
d:=inf{|f—v||ve K}
Weiter sei (v,,) C K eine Folge mit
dp, == |f —vn| — d.

Setze

l’::f_QUn? y:f_vm7 m7n€N

Mit der Parallelogrammgleichung folgt dann

_ 2
|f7vn§vm‘2+|vn2vm} :%di+%d

Bemerke, dass % € K, da K konvex ist. Also folgt
VUn+VUm 2 > d2
|f ) | =

und daraus
YUn —Um

2

2 2 2
o drn g

Somit ist (v,), eine Cauchy-Folge in H. Nun ist H vollstindig, d.h. es gibt ein v € H mit
v, —u in H.
Da K abgeschlossen ist, folgt v € K. Auflerdem gilt
d= lim d, = lim |f —v,| =1|f —ul.
n—oo n—oo

Zur Familie der Ungleichungen: Zeige nun, dass u die Familie der Ungleichungen erfiillt. Sei
dazu w € K und ¢ €]0,1[. Da K konvex ist, gilt

v=_1-thu+twe K.

Daher gilt
=l < [F = (1= huttw]] = [(f = u) — tlw — )]

Daraus folgt
If—ul> <|f —ul® = 2tRe(f — u,w —u) + 1 |w — ul”.
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Umstellen und teilen durch ¢ liefert
0< —2Re(f —u,w—u)+t|w—ul*.
Also haben wir fiir t — 0T
0< —2Re(f —u,w—u) = Re(f —u,w —u) <0.
Das zeigt ,,—*.
Um die umgekehrte Richtung zu zeigen, sei nun z € K und es gelte fiir alle v € K
Re(f —z,v—2) <0.
Dann folgt aber
=2l = 1f =P =1f =2 = |f — 2+ 2 =0
=lf =2 = ((f =)+ -0 (f-2) +(z-0)
=1f =2l = 1f =2 +2Re(f — 2,0 = 2) = [ - 2
= —Jv—2z"+2Re(f — z,v — 2) <0.
T
Somit gilt fiir alle v € K
[f =zl <v—1l.

Zur Eindeutigkeit: Dazu wéhle u, us € K, so dass diese die Familie der Ungleichung erfiillen.
Dann ist

Re(f —ui,v—u1) <0 firallewv € K.
Also speziell auch fiir v = uo:
Re(f —uy,ug —up) <0. (5.7)
Analog gilt
Re(f — ug,u1 —uz) = Re(uzs — f,us —uy) <O0. (5.8)
Nun berechne + (5-8):

Re(ug —ug,us —uq) <0,

d.h.
|’LL2 —’LL1|2 <0= us = us.
O
Bemerkung. Pk ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L = 1.
Beweis. Seien f1, fo € H. Weiter setze
uy := Pg(f1) und wug:= Pr(f2).
Dann gilt fiir alle v € K
Re(f1 —ug,v—wuy) <0.
Speziell gilt wieder, da us € K
Re(f1 — U, Uz — ul) S 0
bzw. analog
Re(fz — ug,u1 —ug) < 0.
Addition ergibt dann
Re(f1 — fo + (u2 —u1),uz —uy) <0.
Daraus folgt
9 csu
lug —u1|” < Re(f1 — fa,ur —u2) < |fi — fal Jur — uzl.
Also folgt schlielich, (da u; # us wegen der Eindeutigkeit)
lur —up| < 1-[f1 = fol.
O
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Satz 5.3 (Orthogonalprojektion auf abgeschlossene Untervektorriume). Seien
(H,(.,.)) ein Hilbertraum, {0} C U C H ein abgeschlossener Untervektorraum sowei Py
die Bestapprozimation auf U aus Satz[5.2 Dann gilt

PUEL<H)7 ||PUHL(H):17 R(PU):U7
ker(Py)=U*+ H=UgU".

Das Element Py(f), f € H, ist eindeutig charakterisiert durch
Py(f)eU, (f—Pu(f),w)=0 [firaleweU. (5.9)
d.h. Py(f) ist das eindeutige Element aus U, so dass
f—Pu(f)eU".

Py wird in diesem Fall Orthogonalprojektion auf U genannt.

Beweis. Nach Satz ist Py(f), f € H, charakterisiert durch
Re(f — Pu(f),v— Py(f)) <0 fiir allev € U.

Das ist gleichbedeutend mit

Re(f — Py(f),w) <0 fir alle w € U.
Das gilt aber auch fiir alle —w € U, so dass

Re(f — Py(f),w) > 0 fiir alle w € U,
also folgt

Re(f — Py(f),w) =0 fir alle w € U, (5.10)

Ist U C C, so gilt auch fiir ein rein imaginéres w, also gilt insgesamt

(f—Py(f),w)=0 firalleweU

und damit ist (5.9)) gezeigt.

a) Linearit#t: Seien fi, fo € H und A\;, A2 € K. Dann gilt, weil U+ ein Untervektorraum
ist

M(fi = Pu(f1)) + da(fo = Pu(f2)) € UL
Das ist gleichbedeutend mit

(Afi+ Ao fo) = (MPu(fi) + AePu(f2) € U (5.11)
Wegen der Charakterisierung der Bestapproximation ist aber
w:= Py(Mfi+ A2 f2)
das eindeutige Element w € U mit
Mf1+Xafo—weUL.
Mit folgt damit
(AMfi+A2f2) = (M Pu(fi) + AePu(f2) = (Mfi + Az fa) — w,

also
M Py(f1) + A2 Pu(f2) = Pu(Mfi + A2 fa),

d.h. Py ist linear.
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b) Stetigkeit und Norm: Nach der obigen Bemerkung ist Py Lipschitz-stetig mit Kon-
stante 1, d.h.

[Pyl <1

Fiir Projektionen gilt stets || Py|| > 1. Damit ist die Stetigkeit und ||Py|| = 1 gezeigt.
Es ist also Py € L(H).

¢) R(Py)="U: Das ist trivial.
d) ker(Py) = U*: Es gilt in der Tat
_ _ 1
feker(Py) <= Py(f)=0<=f 0 eU~.
=Py (f)
e) X =U @y Ut:

* Zunichst ist UNU+ = {0}: Klar dabei ist {0} C UNU>. Zeige jetzt {0} D UNU*.
Angenommen, es gibt ein u € U N U+ mit u # 0. Dann gilt

ue Ut < (u,i) =0 fiir alle @ € U.
Also insbesondere auch fir @ = u:
(u,u) =0= u=0.

Widerspruch!

* Fir ¢z € H gilt
x=Pyx+ (I — Py)x,

denn Py € U und (I — Py) € ker(Py) = U+, da Py — Py o Py = 0.

Die Zerlegung
X=UsU*

ist eine topologische direkte Zerlegung in dem Sinne, dass

Up, —mu nU
Ty =Up +Vp =T =U+ V< . N
v, = v inU-—.
Beachte, dass U und U+ abgeschlossen(!) sind.
O

Bemerkung. Ist X ein Banachraum, U ein abgeschlossener Untervektorraum und existiert
eine stetige, lineare Projektion P auf U, so gilt auch in diesem Fall

X = U ®yop ker(P).

Im Allgemeinen existiert eine solche Projektion nicht in jedem abgeschlossenen Untervek-
torraum U eines Banachraumes X. Man sagt in diesem Fall

U ist nicht projezierbar.

Lindenstrauss-Tzafiri haben gezeigt, dass ein Banachraum X, in dem jeder abgeschlossene
Untervektorraum projezierbar ist, eine dquivalente Norm besitzt, die von einem Skalarpro-
dukt induziert wird.

Korollar 5.1. Se: U ein Unterraum des Hilbertraumes H. Dann gilt

U= U+t
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Beweis. Sei V ein abgeschlossener Unterraum von H. Aus Satz [5.3] folgt zunéchst
I—Py=PFPy..
Setze V := U. Dann folgt
Ut=vt und I—-Py.=Py..,

also -
Py :PvLL — UZULJ_.

Satz 5.4 (Darstellungssatz von Riesz-Fréchet). Sei (H, (.,.)) ein Hilbertraum. Dann
gilt
Vocr N sem () = (v, f)  fir allev e H
und es gilt
= lelu
Die Abbildung
¢:H—H, [fr¢(f)=0dr=0(.f)

ist ein kongjugiert linearer isometrischer Isomorphismus.

Beweis.

a) ¢ ist wohldefiniert: In der Tat ist (., f) linear und stetig:

cSuU
07 (@) = [(@, N < |2l [fl = opl g < [l - (5.12)

b) ¢ ist konjugiert linear: Fiir alle f, f1, fo € H und alle A € K gilt

O(f1 4 f2) = o(f1) + &(f2),  S(Af) = Ap(f).

c¢) Isometrie: Nach (5.12) gilt
Dsl e < |l -

Auf der anderen Seite definiere fiir f # 0
g:= I
|f]
Dann ist |g| =1 und

61(0) = (0. 1) = (£, F) = |f].

A
also insgesamt
|bplgr = 1flp -
d) Surjektivitéit: Sei ¢ € H'. Wenn ¢ = 0, dann ist f = 0 der gesuchte Kandidat, denn
$(0) =0=¢.
Sei also ¢ # 0. Dann ist
U :=ker(p)

ein echter, abgeschlossener Untervektorraum von H (denn ¢ stetig) und somit

Ut #{0}.
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Sei dann w € U+ mit p(w) = 1, also insbesondere w # 0. Wir werden zeigen, dass

w

p=¢r=0(f) mitf=—s7. (5.13)
|wl

Sei dazu v € H. Dann ist
denn

Da w € U+, folgt somit
(0= (v) - w,w) = 0 <= (v,w) — p(v) [w]* =0,

also
o) = —5(,w) = (v, f) = ¢y(v) fiirallev e H.

Damit ist (5.13)) gezeigt.

Bemerkung. Die Riume H und H’ koénnen mittels ¢ miteinander identifiziert werden.

Korollar 5.2. Jeder Hilbertraum ist reflexiv.

Beweis.
e Zunichst ist H' ein Hilbertraum unter dem Skalarprodukt

(9(2), 0(y)) = (y,2) fiir alle z,y € H.

Zu (i): Fiir o, %,y € H gilt

(¢(x) + o(2), o(y))

Il
S
8
_|_
5]
:—/

= o
—~
&
Il
—~
b
8
+
8
N—

|
—~
=
&
_|_
—~
=
S

Weiter gilt fiir A € K

(Ap(x), d(y)) = (d(A\x), (y)) = (¥, Az) = Ay, @) = M d(x), d(y)) .

Zu (ii): Fiir 2,y € H gilt

(0(2), ¢(y)) = (y,7) = (z,y) = (¢(y), ¢(2)) -
Zu (iii): Fiir alle z # 0 gilt
Zu (iv): Dass (H',(.,.)) vollstandig ist, ist klar.

e Es gilt

o2, S B 01 ()2 = (671 (0), 0L (9) = (g, ) fiir alle o € H,

d.h. die duale Norm |.|,;, wird von (.,.) induziert.
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e Also kann nach Satz H' mittels des kanonischen konjugierten linearen iosometri-
schen Isomorphismus ¢’ mit H” identifiziert werden:

H
b1 J\ Kanonische Abbildung: jg = ¢’ o ¢.
Vil 4 H"

Zunéchst ist klar, dass jg tatséchlich die kanonische Abbildung ist. Wir miissen noch
zeigen, dass jy : H — H" surjektiv ist, d.h.

VyenrJo,en 1 P(9) = ju(2y)(p) = p(zy)  firalle p € H'.
Sei also ¢ € H”. Dann existiert nach Satz ein x4 € H mit
¥ = ¢'(¢(zy))-
Fiir alle ¢ € H’ gilt dann zunichst
P(p) = ¢'(d(zy))(9) = (¢, d(xy)) -
Nun gibt es nach Satz zu ¢ ein z,, so dass ¢ = ¢(z,) und somit folgt weiter

V(p) = (p(zp), p(24)) = (T4, Ty)
= (24,07 () = d(¢~ " p(xy)) = p(xy).

Bemerkungen
1. Eine Folge (z,,), C H konvergiert genau dann schwach gegen x € H, wenn
(xn, —x,y) = 0 fiir alley € H.
Das folgt leicht aus dem Satz von Riesz-Fréchet (Satz [5.4).

2. In Hilbertraumen gilt
Ty — T,
Ty — T <
{m — Ja].
Die Richtung ,==* ist klar. Zeige nun <=: Aus 1. folgt insbesondere fiir y = x
(Tn, —z,2) = 0 <= (Tp,2) — (z,2).
Also
(#n —2)* = (2p — 2,20 — 2) = |xn|2 — (@, 2n) = (#n, @) + |m|2
= |za|” — 2Re(zn, x) + |z|* — |2|* — 2Re(z,2) + |2|* = 0.
——
=|z|*
3. Das Symbol ,, 1 “ ist nicht zufillig so gewéahlt fiir den Orthogonalraum, denn es gilt
Othogonalraum im Hilbertraum 2 Annihilator im Banachraum.
Ist ndmlich U C H, so ist
Ut ={veH]|(uv)=0 firaleuecU}.

Hier ist das der Orthogonalraum. Auf der anderen Seite ist
Riesz
Ut = {o(v) e H | p(v)(u) =0 firalleuecU}={pecH |ply =0}
und das ist der wohlbekannte Annihilator.

4. Jede beschrinkte Folge in H enthélt eine schwach konvergente Teilfolge, denn H ist
reflexiv und die Behauptung folgt so aus Satz [3.15]
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5.2 Orthonormalbasen

Eine Familie (e;)ier heiflt Orthonormalsystem (kurz ONS) in (H, (.,.)), falls
(61', ej) = 51'3' fiir alle Z,] el.

Beispiel 5.5. Im K" ist (ey,...,ex) ein Orthonormalsystem.

Beispiel 5.6. In (I2(N), (.,.)2) mit dem Skalarprodukt

((xn)na (yn)n)2 = Z TnYn, (xn)7 (yn) e l?

ist (e, )nen ein Orthonormalsystem.

Beispiel 5.7. In (L4(0,T;dz),(.,.)2) mit dem Skalarprodukt

(f.9)2 = / f@)g(x)de,  f,g € L2(0,T;dx)

ist (en)neN mit

en(z) = — T g €]0, T, neZ

ein Orthonormalsystem.

Eigenschaften.
1. Ist (e;)ier ein Orthonormalsystem, so ist (e;);es linear unabhingig.

2. Seien dimU = n < oo und {ey, ..., e,} ein Orthonormalsystem. Dann ist die orthogo-
nale Projektion auf
U, :=lin{e;,...,en}

gegeben durch

n

Pyx = Z(m, €k)ek.

k=1

3. Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren: Seien {u1, ..., u,} linear unabhéngige
Vektoren in H. Dann kann induktiv daraus ein Orthonormalsystem {ey,...,e,} mit

lin{uy,...,un} =lin{er,...,e,}

kostruiert werden: u
1
e = —.
|ua
Wenn e, ..., e, schon konstruiert sind, dann setze

k

ferr = ups1 = Y (kg1 €)e

=1
Sfrt1
€k = .
T e

Insbesondere hat jeder endlichdimensionale Hilbertraum ein Orthonormalsystem.
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Beweis. Zu 1: Sei 0.E.
T = Aep+ ...+ \ep,.

Dann folgt
(e;,z) =X =0 firalleie{l,...,n}.

Zu 2: Zunéichst ist

n
ZmekekGU
k=1

und
n n
(x — Pyx,e;) = (z,€;) E x,ex)er, e;) = (z,e;) E x,er) (e, e;) =0
=1 k=1 ~
=dik
fir alle : = 1,...,n. Daraus folgt

(x — Pyxz,u) =0 fiir alle u € U,,.

Zu 3: Die Behauptungen sind alle klar und in der Tat gilt (e;,e;) = 0, denn

1—1
(fi,er) = (ui,er) g (us,e;5) (€5, e1) = 0.
— ——
J=1
_6Ll

Definition 5.2. Ein Orthonormalsystem {e; | ¢ € I} in einem unendlichdimensionalen
Hilbertraum (H, (.,.)) heiBt Orthonormalbasis (kurz: ONB) in H, wenn

lin{e; |[icl}=H

Satz 5.5. Jeder separable Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Da H separabel ist, gibt es eine Folge (z,,), C H mit
lin{a, [n €N} =H
Extrahiere aus (z,), eine Folge linear unabhéngiger Vektoren (u,),:
up =1
Wenn x5 linear unabhéngig von 21, dann setze
Ug := Ta,

andernfalls fahre mit x3 fort usw.

Wende nun das Gram-Schmidt Orthonormalisierungsverfahren an. O

Lemma 5.2 (Bessel’sche Ungleichung). Sei {e, | n € N} ein Orthonormalsystem.
Dann gilt

Z z,en)]> <|z|®  fir alle z € H.
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Beweis. Sei N € N und

Uy :=lin{e,...,en}.
Dann gilt
N
= (z,en)en € UN,
n=1
denn

——

=0nk

(xn,er) = (z,ex) — Z(m,en) (en,exr) = 0.

Mit dem Satz von Phytagoras folgt

] = K39 2+ Z en)en |* = lon|” + (2 e1)er + ...+ (z,en)en?
eUi \_,—/
eUn
Phyt a
TEIE Jan P+ ) (@)l Jeal®.
- =1
Es folgt

N
Z x,en)| 2 fir alle N € N.

Fiir N — oo folgt schlielich die Behauptung. O

Satz 5.6 (Fourierentwicklung). Sei {e, | n € N} eine Orthonormalbasis des Hilber-
traumes (H, (.,.)). Dann gilt fir alle x,y € H

(1)

o0

T = Z(x,en)en.

n=1

Das ist die Fourierreihe von x beziiglich der Basis {e, | n € N} und (x,e,) ist der
n-te Fourierkoeffizient von x.

(i)

(59) = 3 (@ en)ens ).
n=0
(i1i) Parsevalsche Gleichung:
2> = I, en) .
n=1

Beweis. Zu (i): Sei

U, :=lin{ey,...,en}, neN
Es gilt

H=|]JU,. (5.14)
neN

Sei n fest. Dann gilt fiir alle x € U,, und N > n

N

PN(x):Z(m eje ZZx]e],el e; ZZ:@ emel i ijej—x

i=1 i=1 j=1 =1 j=1 6L_]
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Das heif3t also

N
Jim Py) = Jim 3o een =
Somit gilt folglich
lim Py(x) =z firalle s € | Un. (5.15)

N—o0
neN

Da U, dicht in H liegt und die Operatoren (Py)x in L(H) beschrénkt sind, folgt

lim Py(z) =z furallexz € H. (5.16)

— 00

Sei némlich € > 0. Wegen (5.14)) gibt es zu « € H ein u € |JU,, so dass

|z —ul < 5. (5.17)
Wegen (|5.15)) gibt es dann ein Ny € N, so dass fiir alle N > Ny
|Pa(e) - ul < £ (5.18)
Es folgt schliefflich fiir alle N > Ny
[Py (z) — x| < |Py(z) —u|+ Ju—z| <e
—_————  ——
(5.18) G179
< e/2 < e/
Damit ist (5.16)) gezeigt und somit auch (z).
Zu (ii): Nach Lemma ist (.,.) stetig auf H x H. Daher
N N
(z,y) = A (Pnz, Pny) = 1; T, ey €k,2 Y, ei)e;)
N N N
= A}Enoo (z,eg Z Y, €ei) ek,ez = hm Z z,ex) (e, y).
k=1 =1
,57k
Zu (iii): Folgt aus (i) mit x = y. O

Die Parsevalsche Gleichung besagt, dass die Fourierkoeffizientenfolge

((z,€n))n € lE(N).

Davon gilt auch die Umkehrung:

Lemma 5.3. Sei (o), € I%(N). Dann konvergiert

oo
T = g Qnen
n=1

in H und es gilt
oy = (z,e,)  fir allen € N.

Beweis. Fiir m < n betrachte

n 2
E QR€r| =
k=m

n

(O awer, Y aies) = > ol (5.19)
k=m i=m

k=m
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Da (O‘k)k S l%((N), ist

n

(D lewl)n

k=1
eine Cauchy-Folge in K. Aus (5.19) folgt, dass

n
> arer)n
k=1
eine Cauchy-Folge in H ist. Nun ist H vollstindig, also konvergiert
oo
Z Qg€ —: T
k=1

in H. Weiter gilt fiir alle i € N

N
(z,e;) = A}Enoo(z agek, e;) = ;.
k=1

Bemerkungen.

1. Nach der Parsevalschen Gleichung und Lemma [5.3] ist die Abbildung
U:H—EN), xw ((z,en))n

linear, bijektiv und isometrisch. Das heifft aber gerade

=)
x = i(m,ek)ek

2. Die Fourierreihe

k=1
konvergiert unbedingt, d.h.
Z(»T? eﬂ(k))eﬂ'(k‘)
k=1
konvergiert gegen z fiir jede beliebige Permutation
m:N—N.

Im Skalarenkorper K ist nach Analysis 1 die unbedingte Konvergenz von Reihen dqui-
valent zu ihrer absoluten Konvergenz.

Im unendlich-dimensionalen Fall ist das nicht richtig (Vergleiche das Beispiel un-
ten):

Absolute Konvergenz impliziert unbedingte Konvergenz, aber nicht umgekehrt.

Das ist die Aussage des Satzes von Dwvoretzky-Rogers.

Beispiel 5.8. Sei (o)), € [§(N) \ [k (N). Zum Beispiel liegt (a, = #)x in diesem Raum.

Weiter sei { ey, | k € N} eine Orthonormalbasis. Nach Lemma konvergiert die Reihe

oo
E QLEL
k=1

unbedingt in H, aber eben nicht absolut, da
o0 oo
Z |aker| = Z |k |ex| = +oo,
k=1 k=1 1

weil oy, & 11 (N).
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5.3 Operatoren im Hilbertraum

Definition 5.3 (Adjungierte, unitir, normal, selbstadjungiert). Sei A € L(H) und
¢ : H — H der kanonische Isomorphismus aus dem Rieszschen Darstellungssatz (Satz.

(i) Dann heifit

H' i’> H'
A*=¢toA o o 1 | ¢t
H 2. H

die Hilbertraum-Adjungierte zu A.
A* ist charakterisiert durch
A(¢)(x) = d(y)(Az) = (Az,y) = (x, A"y) = ¢(A"y)(x) fiir alle z,y € H.
(ii) A heiBt selbstadjungiert, wenn A = A*.
(iii) A heifit unitdr, wenn AA* = A*A =1.
(iv) A heiBt normal, wenn AA* = A*A.

Bemerkungen.
1. Unitére und selbstadjungierte Operatoren sind offensichtlich normal.

2. Selbstadjungierte Operatoren sind charakterisiert durch (Az,y) = (x, Ay) fiir alle
z,y € H.

3. Unitére Operatoren sind charakterisiert durch (Az, Ay) = (z,y) fir alle z,y € H.

4. Normale Operatoren sind charakterisiert durch (Az, Ay) = (A*x, A*y) fir alle z,y €
H.

Beispiel 5.9. Seien H = L%(a,b), k € LZ((a,b)?) und

b
(Au)(s) = / (s, t)u(t)dt, s €la,b] f.ii. und fiir alle u € LZ(a,b).

Dann ist A € L(H) und A* ist definiert durch

b
(A*0)(t) = / k(s,t)v(s)ds, t €]a,b|f.i. und fiir alle v € LZ(a,b),

denn

Fubini / bu(t) ( /a bk’(s,t)u(s)ds) dt
- [ ( /abk(s,@u@dS) .

=A*v

Wir sehen hieran auch, dass A selbstadjungiert ist, wenn

k(s,t) = k(t,s) f.i. auf ]a,b[x]a,b[.
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Solche Kerne heiflen symmetrisch. Ein Beispiel fiir einen solchen Kern ist
k(s,t) = h(t —s)

mit rellwertigen und geradem h.
Beispiel 5.10. A*A und AA* sind stets selbstadjungiert.

Eigenschaften. Seien A, B € L(H) und X € K. Dann gilt
1. (A+ B)* = A* + B*.
2. (AA)* = \A*.
(Ao B)* = B*o A*.
1A ey = 1A 2y = [ ANl L)+ also insbesondere A* € L(H).
A = A
IAA | Loy = IA*All ey = N ANZ 11y

Ist A selbstadjungiert oder unitér, so ist A normal.

® N e ooe W

Fiir A € L(H) ist aquivalent:

(i) A unitér.
(ii) A surjektiv und isometrisch.
(iii) A surjektiv und A ist winkelerhaltend, d.h.

(Az, Ay) = (z,y) fir alle z,y € H.

9. Ist A € L(H) normal, so gilt
|Az| = |A*z| fir alle z € H,

d.h. insbesondere
ker(A) = ker(A").

10. Ist A € L(H) normal, so ist auch A™ normal fiir alle n € N.

11. ker A = R(A*)* und ker A* = R(A)*. Insbesondere ist A genau dann injektiv, wenn
R(A*) dicht liegt.

Beweis. Zu 1 bis 3: Folgen direkt aus der Definition.

Zu 4: Es gilt
* _ ¢ Isometrie Satz 318
[A* [ = [l¢™ o Ao g|| " =T (AT TTET AL

Zu 5: Es gilt fir alle x,y € H

(Az,y) = (z, A%y) = (A*z,y) = (y, A¥*x) = (A2, y).
Zu 6: Zunichst gilt fir alle x € H
|Azf? = (Az, Az) = (z, A" Az) = |2] |4 A .
Nach Supremumsiibergang folgt

* * 4.
1A < A Al < [|A*[I]1 Al = 1A]1%,
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also

14)* = [|A*A].

SchlieBlich ist .
AP & A P e 2 4a7)

Zu 7: Trivial.
Zu 8: Zu ,,(i) = (41)“: Sei A unitér, d.h.
AA* = A*A = 1.
Dann gilt
1=||7]| = |A*A] & A = 4] = [|4*] =1.

Daraus folgt
[Az[| < [[Allllz]] = [l=]| = [[A"Az] < [[A™[[[Az]| = || Az]].

Also ist
[Az[| = [|=]].
d.h. A ist isometrisch.
Sei nun y € H. Dann setze
x:= A"y.
Es folgt
Ax = AA™y =y,

also ist A surjektiv.

Zu ,,(ii) = (i4i)*: Zeige nur den Fall K = R. Der Fall K = C geht analog mit der entspre-
chenden Polarisationsformel. Fiir alle x,y € H gilt

(Az, Ay) =

1

4

A isometrisch
- 4

(|Az + Ay|* — |Az — Ay*) = (| A(z +y)|* = |A(z —y)*)
(|2 +yl* = |z —y*) = (2,).

Zu ,,(i7i) = (i)*“: Zunichst gilt fiir alle z,y € H

(Az, Ay) = (z, A" Ay) = (z,y),

woraus

A*A=1
folgt. Weiter gilt fiir alle z,y € H
* * k% A% 5. *
(A%z, A%y) = (z, AW A%y) = (z, AA™y) = (2,y),

also

AA* =1.
Zu 9: Fiir alle z € H gilt
|Az|? = (Az, Az) = (z, A*Az) "2 (2, AA ) = (A*z, A*z) = |A*2)?.
Zu 10: Per Induktion:
n = 1 : Trivial.
n — n + 1: Betrachte
An+1(An+1)* _ AOAnO(AOAn)*:AOAnO(An)*OA*
Y Ao(AM) oA 0 A" E (A" 0 Ao A% o A"
Y (A" 0 A% 0 Ao A" = (A"T)*(A™TL),
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Zu 11: Zuniichst gilt ker A = (R(A*))*, weil
Az =0<<= (Az,y) =0 firalleye H
— (z,A"y)=0 firalleye H
— x € R(A*)*L.
Daher gilt auch
ker A* = (R(A)*™)* = (R(A))™*.
Zum Zusatz: Sei zunéchst R(A*) = H. Aus Korollar folgt dann

H = R(A%) = (R(A)1)™,
also
R(A)* = {0} = ker(A4) = {0}
und daher ist A injektiv.

Ist umgekehrt A injektiv, also ker(A) = R(A*)+ = {0}, so folgt erneut mit Korollar
schliellich

R(A*) = (R(A")")* = ({0})" = H.
Also liegt R(A*) dicht in H. O

Satz 5.7 (von Hellinger-Toeplitz). Seien H ein Hilbertraum und A € L(H) mit der
Eigenschaft
(Az,y) = (x, Ay)  fiir alle z,y € H.

Dann ist A stetig und damit insbesondere selbstadjungiert.

Beweis. Aufgrund des Satzes vom abgeschlossenen Graphen (Satz miissen wir zeigen:
z, — 0, Az, > z=— 2z =0.
Und tatséchlich gilt
(z,2) = (lim Az, z) = lim(Az,, z) = lim(z,, Az) = 0.

Satz 5.8. Seien K = C und A € L(H). Dann ist A genau dann selbstadjungiert, wenn
(Az,x) € R fir alle z € H.

Beweis. Zu ,—*“: Fiir x € H gilt
(Az,2) = (z, A*x) = (z, Az) = (Ax, x).
Zu ,<=": Sei A € C. Dann betrachte die reelle(!) Zahl
(Al + Ay), @+ Ay) = (Az,z) + My, Az) + Mz, Ay) + [\ (Ay, y).
Die komplex Konjugierte davon ist
(Al + Ay), @+ Ay) = (Az,x) + Ay, Az) + Mz, Ay) + [\ (Ay, y).
Setze A =1 und A = —i ein. Dann folgt

(Az,y) + (Ay,x) = (y, Az) + (v, Ay)
(A.’E, y) - (Ayvx) = —(y,Ax) + (vay)

Also ist tatséichlich (Az,y) = (z, Ay). O
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Lemma 5.4. Seien A € L(H) selbstadjungiert und K = R. Dann gilt

[A|l = sup |(Az,z)|.

lz]=1

Beweis. Zu ,>“: Es gilt fiir alle x € H

csu 2
((Az,2)| < |Az| |z < [ Al |2["

Fiir |z| = 1 gilt also stets
|(Az, )| < [|All

d.h.
sup |(Az, z)| < || A].

|z|=1

Zu ,<“: Fiir alle x,y € H gilt

(Az,z) + (Az,y) + (Ay, =) + (Ay,y)
—(AJ?,JZ) + (AJ?, y) + (Aya J)) - (Ayvy)
= 2(Az,y) + 2(Ay,z) = 2(Az,y) + 2(y, A*x)

Azt 2(Ax,y) + 2(y, Az) K=R 4(Ax,y).

(Al +y),z+y) — (Al —y),z —y)

Daraus folgt

1](Az,)| < |(Alx + ). +9)] + (Al ~ y),o —y)
= o+ yl* (AR, )+ o — o | (A=Y, =

lz+y|” |z+y] lz—y[’ |z—y|
< 2 12 Axty  ady e T
< (ja+yl” + |o — yf?) max { (ALY, 5|, [(AL2Y, =)

Nach der Parallelogrammgleichung bedeutet dies

1w, < 20ef” + ) - swp (42,2

Es folgt schliefflich

[All = sup |(Az,y)| < sup [(Az,2)|.
ol vl <1 |21=1

Daraus folgt nun leicht

Korollar 5.3. Seien A € L(H) selbstadjungiert und K = R. Auflerdem gelte (Az,z) =0
fiir alle x € H. Dann ist A = 0.

Beweis. Nach Lemma[5.4ist [|A]| = 0, also 4 = 0. O
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Lemma 5.5. Sei A € L(H). Dann gilt:
(i) o(A*) ={X| X €a(A)}.
(i1) Ist A selbstadjungiert, so gilt o,(A) C R.

(i4) Ist A normal und x Eigenvektor von A zum Eigenwert X, so ist x Eigenvektor von
A* zum Eigenwert A.

(iv) Ist A normal und X\, p Figenwerte von A mit A # p, so gilt

ker(A — A) L ker(ul — A).

(v) Ist K = C und A normal, so gilt

Ineo(a) : 1A = [ A]l-

(vi) Ist K =R und A selbstadjungiert und kompakt, so ist |A| oder —||A|| € o(A).

Bemerkungen.
1. Man kann in (4¢) sogar o(A) C R zeigen, doch das ist viel schwieriger.
2. Wegen (v) und Satz gilt speziell fiir den Spektralradius

A) = Al =4].
r(4) = max 3| = 4]

Beweis des Lemmas. Zu (i): Das folgt aus

A € p(A) <= (M — A) bijektiv <= (M — A)' bijektiv * "R (X1 — A4)* bijektiv
< \[* — A" bijektiv <= X € p(A*).

Zu (ii): Ist A € 0,(A), so gibt es ein z € H \ {0} mit

Ax = Az,
d.h.
2 w \ A=A
AMz|” = Mz, z) = Az, z) = (Az,z) = (z, A%z) "= (x, Ax)
= (xﬂ /\I) = S\(xﬂx) = ‘$|2

Nun ist & # 0, da = Eigenvektor ist. Daher ist auch |z| # 0 und wir kénnen beruhigt dadurch
teilen, so dass

A=A,
also A € R folgt.

Zu (iii): Ist A normal, so ist auch A\I — A normal, denn

(M — A)(M — A)* = MXI(AI)* — AIA* — A(A)* + AA* = MAI* — AA* — NAI* + A*A
= (A)*M — A*AXI — (\)*A+ A*A = (A — A)*(\I — A).

Nach Eigenschaft 9. ist daher
ker(Al — A) = ker(A — A)* = ker(\[* — A*).

Zu (iv): Seien z € ker(Al — A) und y € ker(ul — A) mit « # 0 # y. Betrachte

MNz,y) = (Az,y) = (Az,y) = (2, A"y) 2L (2, iy) = p(w,y).
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Wegen A # p folgt (x,y) =0, also x_Ly.
Zu (v): Zunichst existiert nach Satz ein A € 0(A), so dass
r(A) = Al
Zeigen wir also
r(A) = ||l (5.20)
so sind wir fertig.
Zunichst gilt
HA2H2 Eigens:chaft 6 HAQ(AQ)*H Eigens:chaft 3 HA2(A*)2H _ ||(AA*)2H _ ||(AA*)(AA*)||

Eigens:chaft 6 ||AA*||2 Eigens:chaft 6 (HAH2)2

also
HA2H = ||A||2 fiir A normal.

Da nach Eigenschaft 10. mit A auch A™ normal ist fiir alle n € N, gilt fiir alle k € N

2k k
1Al =[1 A% |- (5.21)
Mit Satz [4.8] folgt

k. k
m [|A|* Y =4

li
k—oo

P(A) = T A7 = G | 4% /2 B2
n—oo — 00

Das zeigt ([5.20)).

Zu (vi): Nach Analysis 1 gibt es eine Folge (z,/)ns C By mit

Lemma [5.4]
|(A$n’7$n’)| — Sup ‘(AZ7’Z)| = ||A||

|2|=1

Da A kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (z,,)n C (n)ns, so dass die Grenzwerte

A= lim (Az,,2,), y:= lim Az, (5.22)
existieren. Es gilt
|Az,, — /\ann|2 =  (Az, — \zp, Az, — Ay)
K=R

=% Az — 2MAzy, ) + A 2|
=1
< AP |#a]? —2X(Azy, ) + N2
N——

=1

= 2)\% = 2)\(Az,,z,) — 0. (5.23)
——
—A
Also ist
y= lim Az,,
denn

Az, —y| < | Az, — Azp| + |Azy — y| — 0.
—_—

GE=23) (=22)
0 0

Weiter folgt wegen der Stetigkeit von A
Ay = A(lim Azp,) = Alim Az,, = Ay.

Ist also y # 0, so ist A Eigenwert von A und die Behauptung wegen |A| = | A|| gezeigt.
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Ist y =0, so gilt Az, — 0. Daraus folgt

. Csu 2 2
|A]| = lim(Axy, z,) < lim|Az,|” ||z.|° =
N——

=1

also ||A]| = 0 und so A = 0, woraus ebenfalls die Behauptung folgt. O

Satz 5.9 (Spektralzerlegungssatz fiir kompakte, normale Operatoren). Sei
A : H — H linear im unendlichdimensionalen, separablen Hilbertraum H. Dann sind

dquivalent:
(i) Ae K(H) und A ist normal (falls K = C) bzw. selbstadjungiert (falls K =TR).
(i) Es existiert ein Orthonormalsystem aus Eigenvektoren von A

{en|nel}, I=N oderl endlich

mit Figenwerten { A, |n € I'} C C\ {0} bzw. R\ {0} mit A\, — 0, falls I =N und
so dass

Az = Z)\n(x, en)en  firallex € H
nel

und fiir x € H ein h, € ker(A) exsitiert mit

x=hg+ Z(x, €n)En. (5.24)
nel

Beweis. Zu ,,(i1) = (i)“: Nach der Besselschen Ungleichung (Lemma gilt fiir alle x € H

(2, en))n € 12(I).

Somit ist auch
An(2,en))n € 12(I)  fiir alle z € H,

denn A, — 0, falls I = N. Weiter gilt fiir alle x € H und m,n € I mit m <n

| Z )\k(x CL €k| <Z )\k Z, ek €k, Z )\l(w,el)el>
l=m

k=m k=m

= Z)\k CL‘ ek Z)\l {E el ek,el)

—5kl
—Z)\k)\kxek xek Z|)\k||xek 2.
k=m
Deswegen folgt daraus auch die Konvergenz der Reihe

Z)\n(ac,en)e

nel

Wegen
[Az|* = ) (2, en)en]® < 00

nel
ist A beschrénkt. Offensichtlich ist A auch linear, also A € L(H).

Wir zeigen jetzt
ker(A) C ker(A™) (5.25)
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Sei dazu z € ker(A), also
Ar =0= (Ax,e,,) =0 fiir alle m € I.

Daraus erhalten wir
(Az,epn) E An(z,en) (en,em) =0,
——

nel o
also
Am (T,em) =0= (z,e) =0 fiir alle m € I.
~
#0
Es folgt

(Az,em) = (z, Aem) = (2, Amem) = Am(z,em) =0

und schlie3lich
(A*z,y) =0 fiir alle y € H.

Das heifit aber gerade
Az =0

und demnach ist z € ker(A*) und somit (5.25]) gezeigt.
Wir berechnen jetzt die Darstellung von A*: Fiir alle z € H gilt

Az = A" he + s En)Cn :A*hw+ A*n
x ( Z(xe)e) Z e

nel 5f50 nel
= Z(x7 en)j\nena
nel
also
Az = A(wen)e, fiiralle x € H. (5.26)
nel

Wir zeigen jetzt, dass A normal bzw. selbstadjungiert ist:

a) Falls K = R, dann ist nach Voraussetzung \,, = \,, fiir alle n € I und so wegen (5.26))
A*x = Ax  firallex € H.

Demnach ist A* = A, also A selbstadjungiert.
b) Falls K = C, dann gilt

Z)\ (z,en)en) ZA (x,en)Aen,

nel nel
= Zj‘")‘” = A*Az fiir alle z € H,
nel
also
AA* = A A.

Demnach ist A normal.
Es bleibt damit zu zeigen, dass A € K(H):
a) Ist I endlich, soist A € F(H) C K(H).
b) Ist I =N, so gilt fiir

N
Ay = Mz ex)er € F(H) C K(H)
k=1
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die Abschitzung

o0 o0
ie ob
|Az — Ayz|® = | > Melaer)er? =T N IXel? (2, ex))]?
k=N+1 k=N+1

< sup |\l |z* — 0.
k>N+1 —~—~
—0
Daraus folgt
|A— Ay| =50,

Somit ist

Ae F(H)C K(H).

Zu (i) = (i1)“: Fir A = 0 ist die Behauptung trivial. Sei daher A # 0.

Konstruktionsschema:
1) n=1: Nach Lemma [5.5] existiert ein A; € o(A4) \ {0} mit
M= +IAl oder A= -],
wobei in der Tat || A|| # 0 wegen A # 0.
Nach dem Spektralsatz fiir kompakte Operatoren (Satz gilt
o(4)\ {0} € 0, (A),
also ist A\; Eigenwert von A und es gibt ein e; € H mit
ler] =1 und Aey = A\ey.

Setze
H; = (lin{el})J‘.

Dann gilt
A,A* : H1 — Hl,

denn fiir alle hy € H; gilt
(Ahy,e1) = (h1, A1) = (h1, Aer) = Ay (hy,e1) = 0.
Analog zeigt man das fiir A*.
Betrachte jetzt die Abbildung
Ay :=Alpg, : H — H;.

Dann ist Ay € K(H) und A; ist normal (falls K = C) bzw. selbstadjungiert (falls
K=R), da
(A1)* = (Alu,)" = A%,

Jetzt gibt es zwei Moglichkeiten:
a) A; = 0: Die Konstruktion bricht ab. Es gilt ndmlich H; C ker(A), ja, es gilt sogar
Hy = ker(A), (5.27)
denn fiir x € ker(A) ist
0= (Ax,e1) = (z,A%1) = (z, \1e1) = A1 (2, e1)
und wegen \; # 0 folgt

(z,e1) =0 fiir alle x € Hy,
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also ker(A) C Hy, was (5.27)) zeigt.

Setze nun fiir x € H;
hy :=x — (x,e1)e;.

Dann ist h, € Hy = ker(A) und
x=h; + (z,e1)e1

sowie
Az = Ahg +(x,e1)Ae; = N (z,e1)eq.
~—~
=0
Damit sind wir fertig.

b) A; # 0: Die Konstruktion wird fortgesetzt. Weiter bei 2).
2) n =2 : Es existiert wieder ein Ay € o(4;) \ {0} mit
[Az| = [|A1]| # 0.

Wieder folgt mit dem Spektralsatz (Satz [4.13)), dass Ao Eigenwert von A; ist, da A;
kompakt ist. Also gibt es ein e; € H; mit

‘€2| =1 und Alez = )\262.

Nach Konstruktion gilt
€1 J_eg.

Auflerdem ist
[Ao| = | Arll = | Al || < [JA[l = [Aa]. (5.28)

Setze
H2 = (lin{el,eg})l7 A2 = A|H2 . H2 — HQ.

Wieder folgt die Wohldefiniertheit von Ay und Ay € K(Hs). Aulerdem ist A wie-
der normal (falls K = C) bzw. selbstadjungiert (falls K = R). Erneut gibt es zwei
Moglichkeiten:

a) Az = 0: Die Konstruktion bricht ab. Wieder ist Hy = ker(A). Setze fiir x € H
he i =x — (z,e1)e1 — (z,e2)es.
Dann gilt h, € ker(A) = Hy und damit auch

Az = Ahg +M1(z,e1)er + Aa(z, e2)es.
~—
=0

b) Az # 0: Die Konstruktion wird fortgesetzt...

Wir bemerken, dass es fiir das Konstruktionschema zwei moglich Ausgéinge gibt:

a) Die Konstruktion bricht nach endlich vielen Schritten ab, d.h. es gibt ein N € N, so

dass
I:={1,2,3,...,N}
und
N
T =hy+ Z(m, er)ex, hg € ker(A) = Hy
k=1
sowie
N
Az = Z)\(x,ek) k-
k=1



b) Die Konstruktion bricht nie ab: Dann erhalten wir eine Folge von Eigenwerten
(M) € K\ {0} mit

[Al = M) > (el > [Ao] > ..,
|An| = HAn—lH fir allen € N

und eine Folge von Eigenvektoren e, € H, so dass fiir alle n € N.
Aen, = Apen, |en| =1,
A, =Alg, #0, H, C ker(A)
Nun ist A kompakt. Also gilt \,, — 0 nach Satz

Fiir x € H setze

n

Tp =T — Z('T’aek)ek C HN = (lin{el7 . '76n})L7

k=1
denn
(Tn,e;) = (z,e;) — (z,e;) =0 firallej=1,...,n
Weiter gilt
Ap:Hp—Hp,

| Az, | |[Anzn| < | Anll|zn] = Anya| |70l

und

n

Daraus folgt
|Az,| — 0,

denn
|Az,| < [Ansal[2n] < [Anga]]2] — 0.
N——

—0
Schliefllich folgt
Ax = A:L‘On + 2::1 )\k(.’b, ek)ek,

also nach Grenziibergang
(o)
Az = Z M (T, ex)ek
k=1

Setze nun fir xt € H
oo

hy ==x — Z(a@7 ek)ek-

k=1

Dann ist wie gewiinscht h, € ker(A), denn

Ah, = lim Az, = 0.

182



Bemerkungen.

1. Die Folge der (A,), kann so geordnet werden, dass

(An) = (,U/17"'a/j/la,u27"'a/j/Qa,U/?)w"a/jBa"')a
—— ——— Y——
dq-viele da-viele ds-viele

wobei (u) die paarweise veschiedenen Eigenvektoren von A sind und die d; die Di-
mensionen des jeweiligen Eigenraums (geometrische Vielfachheiten) darstellen, d.h.
dy = dim(ker(pu I — A)),
do = dim(ker(uI — A)),

2. Sei
E, = Pker(p,nl—A)
die orthogonale Projektion auf den Eigenraum ker(u,I — A), d.h.

dn
E,x = Z(m, erer
i=1
Dann gilt
Az =) pnEpr  falls I =N, (5.29)

n=1
N
Ar = ZM,LEnx falls I = {1,...,N}.
n=1
Die Reihe (5.29) konvergiert punktweise, d.h.

N
|A:I? - Z lfannx| N;)oo 0.

n=1
Sie konvergiert sogar in der Operatornorm, denn

N

B k 2
A=Y B ||=ll D B = g;ajgglukl — 0.
k=1 k>N

Daher ist auch die Schreibweise

0o
A= Z pnEn
n=1

gerechtfertigt.

Satz 5.10. Sei A € K(H) selbstadjungiert und postitiv, d.h.
(Az,z) >0  fir allex € H.

Dann existiert genau ein positiv, selbstadjungierter Operator B : H — H mit B2 = A.

Notation: B := A'/2,
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Beweis. Zur Existenz: Nach Satz [5.9] gilt
Ar = Z An(z,en)e, fir alle x € H.
nel

Daraus folgt
(Az, x) Z)\\xen >0 firallexze H
nel

und insbesondere
(Aeg,ex) = A\, >0 firalle k € I.

Definiere B : H — H durch
Bx = Z An(z,en)en, x€ H.
nel
B ist wohldefiniert, da A, > 0 und B ist auch wieder positiv, denn
(Bz,x) Z\/ |xen >0 fiir alle z € H.
nel
Auflerdem ist nach Satz B € K(H) und selbstadjungiert, denn (v/A,), C R* \ {0} und

Bek = Z \/ ekaen €n = \/7616)

nel
—6kn

also ist v/ Ar Eigenwert von B zum Eigenwert ey.
Weiter gilt B2 = A, denn

B%x = Z \/E(Z m(x,en)en,em)em

mel nel

= Z Z V A'm V An(l‘, en) (ena em) €m
melnel R

= Z )\m(Ia em)em = Ax.
mel

Zur Eindeutigkeit: Angenommen, es existiert ein weiterer positiver und selbstadjungierter
Operator C' € K(H) mit

C? = A
Dann gibt es nach Satz [5.9] eine Darstellung
C= Zuk(m, er)ek
kel

Weil C' positiv ist, gilt
ur = (Ceg,ep) >0 fir alle k € I.

Weiter folgt

Az =C?%z=C Zuk:z:ek ek ZmZukISk €k,€l)l

kel lel kel
= E E papik(z, e) (e, er) e = E 1 (2, e )ex.
lel kel D kel
=0kl

Nun ist (47); die Folge der Eigenwerte von A, denn

2 2
Ae; = E uy (e, ex) ex = pie;.
kel )
=01

Daher gilt
ui =Aoky und e = eﬁ(k)

fiir eine bestimmte Permutation o(k). Aus der unbedingten punktweisen Konvergenz der
beiden Reihen fiir B und C folgt daher B = C' (vergleiche die Bemerkung 2. zu Lemma.
O
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6 Ausblick: Nichtlineare Funktionalanalysis

6.1 Fixpunktsitze

Im ersten Abschnitt hatten wir den Banachschen Fixpunktsatz rekapituliert. Das ist
natiirlich nicht der einzige Fixpunktsatz in der Welt der Mathematik. Es gibt noch viele
mehr, so wie zum Beispiel

e der Fixpunktsatz von Brouwer oder
e der Fixpunktsatz von Schauder,

die wir in diesem Abschnitt studieren wollen. Der wohl einfachste , Fixpunktsatz® ist der
Folgende:

Sei f : [a,b] — [a,b] stetig. Dann besitzt f in [a, b] mindestens einen Fixpunkt.
Der Beweis nutzt den Zwischenwertsatz aus der reellen Analysis aus: Setze
6(@) = f(z) - 2.
Da f eine Selbstabbildung von [a, b] nach [a, b] ist, gilt
fla)>a und f(b) <b.

Damit folgt
gla)=f(a)—a>0 und g(b)= f(b)—b<0.

g ist auch stetig. Also folgt aus dem Zwischenwertsatz die Exsitenz eines xzq € [a, b] mit
9(z0) = 0= f(z0) — 20 = f(0) = wo.
Damit ist xg der gesuchte Fixpunkt.

Wir bemerken, dass dieser Satz insbesondere fiir das Einheitsintervall [—1, 1] gilt. In dieser
Situation gilt ein analoges Resulatat in beliebig endlich-dimensionalen Rdumen:

Satz 6.1 (Fixpunktsatz von Brouwer, 1912). Jede stetige Abbildung
¢ : B1(0) c RN — B;(0)

besitzt mindestens einen Fixpunkt.

Hierbei bezeichnet
B1(0) :={z eRY | [lz] <1}

die abgeschlossene Einheitskugel im RN, N > 1.

Beweis. Siehe Anhang. O
Bemerkungen.

1. Ein analoges Resulatat gilt in endlich-dimensionalen Banachrdumen fiir Mengen M,
die homéomorp@ zur Einheitskugel sind.

Dies sind zum Beispiel alle nicht-leeren konvexen kompakten Mengen des RN sowie
alle nicht-leeren kompakten Mengen im RY, die sternférmig bzgl. einer abgeschlossenen
Kugel sind.

12Ein Homdomorphismus ist eine stetige bijektive Abbildung mit stetiger Umkehrabbildung
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Beweis. Sei T : M — M eine stetige Abbildung und

h: Bl (0) — M
ein Homo6omorphismus. Setze
¢:=h"toToh:B(0) — Bi(0).

Dann ist ¢ stetig und mit dem Satz von Brouwer folgt die Existenz eines Fixpunktes
o von ¢, d.h.

¢(Io) = Zo

bzw.

h™H(T(h(o))) = wo.
Wende h auf beiden Seiten an:

T(h(i[:o)) = h(l‘o)
Also ist h(xg) der gesuchte Fixpunkt von 7' O

2. Der Fixpunktsatz gilt nicht in unendlich-dimensionalen Raumen (vergleiche das néchs-

te Beispiel !

Beispiel 6.1. Betrachte den unendlich-dimensionalen(!) Banachraum X = [?(N) ausgestat-
tet mit der Norm

Betrachte die Abbildung

definiert durch

() := $(@a)n) = (1= |22, 20, 21, 22, ..)

fiir alle € B1(0). Bemerke, dass fiir alle € B1(0)

2 2 2
(@)l = (1= alliz) + D leal* = 1. (6.1)
n=0
——
=[lz%,

Dies zeigt, dass ¢ in der Tat wohldefiniert und eine Selbstabbildung der abgeschlossen Ein-
heitskugel von [2 in sich selbst ist (tatsichlich bildet ¢ sogar in die Sphiire {z € I*(N) |
22 = 1} ab).

¢ ist auBerdem stetig, denn ist (z(™)),,, x C [?(N) mit
120 — 2 [la— 0,

so folgt

1 6(™) = o) = (/1= 112 [ = /1 el 2)2+ | ) — 2 3" 0.

Die Abbildung ¢ besitzt aber keinen Fixpunkt. Angenommen, das ist doch der Fall, also
gibt es x € B1(0) mit

x = ¢(x).
Wegen (6.1)) ist also
Jall = 1. 62)
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Folglich erhalten wir fiir die Komponenten von x die Gleichungen

2o = (6(x))o = /1 = [|z];2 = 0,
=1z0=0

z1 = (¢(

Sukzessive erhalten wir so z, = 0 fiir allen € N, d.h. ||z[[,» = 0 und somit einen Widerspruch

2 (63).
([

Im weiteren Verlauf wird sich das folgende Lemma als sehr niitzlich erweisen:

Lemma 6.1 (von Mazur, 1930). Sei X ein Banachraum und M C X relativ kompakt.
Dann ist auch co M relativ kompakt.

Beweis. Nach Satz[I.9ist die relative Kompaktheit von M gleichbedeutend mit der Prikom-
paktheit von M.

Sei also € > 0. M ist prikompakt und daher gibt es z1,..., 2, € M mit
McC U B(Zm %)7
i=1
d.h. fiir alle z € M existiert ein j € {1,...,n} mit
lz— 2] < 5. (6.3)
Definiere jetzt die Funktion
v:M—{1,...,n}, v(z):=j,

wobei j der kleinste Index ist, der (6.3)) erfiillt.
Ist y € co M, so gibt es eine Darstellung

m
y= Z Y
i=1

mit m =m(y) €N, a; € [0,1], y; € M, i=1,...,mund Y ., o; = 1. Es folgt

|y — iaizv(yi) 151 iai(% — Zy(yn)) |IS iai 1y — 2o 1< 5
i=1 i=1 i=1
Wegen .
Z QiZy(y,) € K :=co(z1,...,2n)
i=1
gilt daher
coMc | J Bz, §). (6.4)

reK

Betrachte jetzt die Funktion

V0,1 = X, (a1,...,04)— Zaizi.
i=1
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Offensichtlich ist i stetig. Setze
A:={(oq,...,0n €[0,1]") | Zai =1} clo,1]™.
i=1

Dann ist A abgeschlossen, denn sei (o), C A eine Folge mit o* — a € [0,1]". Es folgt

n

n n n
IS =<l e =Sk [+ ak — 1] =0,
=1 =1 =1

=1

=0

also

und damit ist das Grenzelement wieder in A. Die abgeschlossene Menge A ist auch be-
schrinkt und daher ist A kompakt. Weiter ist ¥(A) = K und weil ¥ stetig ist, ist auch K
kompakt, d.h. es gibt kq1,...,kxy € K mit

N
K c | B(ki, %),
i=1
d.h. fiir alle x € K existiert ein ¢ € {1,..., N} mit
o — kil < 5. (6.5)

Sei nun y € co M beliebig. Wihle dazu 2 € K , so dass nach (6.4) gerade y € B(z, §) gilt.
Weiter wihle ein ¢ € {1,..., N}, so dass (6.5) gilt. Es folgt

ly = kill < lly — 2|l + [l = Kl <e,

also ist
N
coM C U B(k;,€)
i=1
und somit co M prikompakt bzw. relativ kompakt. O

Als néichstes wollen wir geeignete Stetigkeitsbegriffe fiir nicht-lineare Operatoren einfiihren:

Definition 6.1 (Beschrinkt, stetig, kompakt). Seien X,Y Banachriume, M C X
eine nicht-leere Teilmenge und A : M — Y ein Operator. Dann heifit A

(i) beschrinkt, wenn A beschrénkte Teilmengen von M in beschrinkte Teilmengen von
Y abbildet.

(ii) stetig, wenn
{ (Tn)n,x C M } — Az, — Az in Y.

T, — xin X

(iii) kompakt, wenn A stetig ist und aulerdem A beschriankte Teilmengen von M in relativ
kompakte Teilmengen von Y abbildet.

Bemerkungen.

1. Falls A: X — Y linear ist, dann gilt nach Satz

A ist beschrinkt genau dann, wenn A stetig ist.
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Fiir nicht lineare Operatoren gilt diese Aquivalenz nicht: Beschriinkte nicht-lineare
Operatoren sind natiirlich nicht notwendigerweise stetig.

Aber auch die umgekehrte Implikation gilt im Allgemeinen nicht (vergleiche Sie dazu
das Beispiel unten).

2. Falls dim(Y) < oo, dann gilt:

A ist stetig und beschréankt genau dann, wenn A kompakt ist.

Beweis. Zu ,—“: Diese Richtung gilt immer.

Zu ,<=*: A ist stetig nach Voraussetzung. Es bleibt zu zeigen, dass A beschrinkte
Mengen in relativ kompakte Mengen abbildet. Sei dazu E eine beschrénkte Teilmenge
von M. Da A beschrinkt ist, ist A(FE) eine beschriankte Teilmenge von Y. Dann ist
aber A(FE) beschrinkt und abgeschlossen in Y. Da Y endlich-dimensional ist, ist A(E)
nach dem Satz von Heine-Borel somit kompakt. O

3. Falls dim(X) < oo und M eine abgeschlossene Teilmenge von X ist, dann gilt:

A ist stetig genau dann, wenn A kompakt ist.

Beweis. Zu ,,<="*: Diese Richtung ist trivial.

Zu ,,=—*: Wir miissen nur zeigen, dass A beschriinkte Teilmengen in relativ kompakte
Mengen abbildet, d.h. dass aus der Bildfolge jeder beschrankten Folge eine konvergente
Teilfolge ausgewiihlt werden kann. Sei dazu N C M beschrinkt. Fener sei (y,,), eine
beliebige beschrinkte Folge in A(NN). Dann gibt es eine Folge (z,,), C N, so dass

Yn = Az, fir alle n € N.

Weil N beschrinkt ist, ist auch die Folge (x,,), beschrinkt und wegen dim(X) < oo
enthélt (z,,), daher nach dem Auswahlprinzip von Bolzano-Weierstrass eine konver-
gente Teilfolge (z,, )k. Sei x der Grenzwert dieser Teilfolge. Da M abgeschlossen ist,
gilt € M. Weil A stetig ist, folgt Az,, — Az, und somit enthilt die Bildfolge
(yn = Ax,)y eine konvergente Teilfolge. O

4. Falls dim(X) = dim(Y) = oo gilt, dann gibt es stetige beschrinkte Abbildungen, die
nicht kompakt sind.

Beispiel 6.2. Sei X = [? ausgestattet mit der Norm

) ok
flu) = (]; m,o,o,...).
Wir zeigen zunéchst, dass
> —k
; H;Tuk < 0. (6.6)
Es ist ndmlich
92—k : 9~k 1 14+37F i
143~k —qp g " 143 k-ue | 2|1 43 k=1 gy oy N
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denﬂuk — 0, da up € 2. Aus dem Quotientenkriterium folgt also in der Tat .

AuBlerdem gilt
Z 1+ 3 14+3F—uy g oo

also f(u) € 2. Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass die Abbildung f wohldefiniert ist.
f ist auch stetig, aber f ist unbeschrinkt. Betrachtet man ndmlich die beschréinkte Menge
{en | n € N} von Elementen

1)z =

en:=(0,...,0,1,0...,) € B1(0) C I?,

so gilt

2™ 3\" ,
||f€nHz2—2::1+3k nk21+3”—1:(2> — o0 fiir n— oo.
Also ist das Bild f((e,)) unbeschrinkt.
(Il

Anhand von Beispiel haben wir gesehen, dass der Brouwersche Fixpunktsatz nur in
endlich-dimensionalen Radumen funktioniert. In unendlich-dimensionalen Rdumen X kann
die Existenz eines Fixpunktes einer stetigen Selbstabbildung ¢ : M C X — X nur unter
einer zusétzlichen Kompaktheitsbedingung nachgewiesen werden:

Satz 6.2 (Fixpunktsatz von Schauder, 1. Version (1930)). Es seien (X, |.||y) ein
Banachraum sowie M C X eine nicht-leere konvexe und kompakte Menge. Dann besitzt
jede stetige Abbildung ¢ : M — M mindestens einen Fixpunkt in M.

Bemerkung. Der Satz von Brouwer ist quasi ein Spezialfall des Satzes von Schauder, da die
abgeschlossene Einheitskugel in einem endlich-dimensionalen Banachraum stets nicht-leer,
konvex und kompakt ist.

Alternativ kann die Kompaktheitsbedingung nicht in die Menge M, sondern in den ,,Ope-
rator gesteckt werden“:

Satz 6.3 (Fixpunktsatz von Schauder, 2. Version). Es seien (X, ||.||y) ein Banach-
raum sowie M C X eine nicht-leere konveze, beschrdnkte und abgeschlossene Menge. Dann
besitzt jede stetige kompakte Abbildung ¢ : M — M mindestens einen Fixpunkt in M.

Bemerkungen.

1. Falls dim(X) = oo, dann sind abgeschlossene und beschriinkte Mengen nach Bei-
spiel nicht notwendigerweise kompakt.

2. Beide Versionen des Schauderschen Fixpunktsatzes sind dquivalent!

Beweis. Zu ,,=—“: Das ist leicht, denn eine stetige Abbildung ¢ : M — M mit kom-
pakten M ist eine kompakte Abbildung.

Zu ,<=": Zunichst ist M beschrinkt und ¢ kompakt, so dass ¢(M) kompakt ist.
Nach dem Lemma von Mazur ist dann auch

N :=cop(M)

13Ist up, € 12, so ist ey |uk\ < oo und wegen der absoluten Konvergenz dann auch 72 ; uk < oo.
Daher muss notwendigerweise uk — 0 und so auch ugp — 0
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kompakt.
Weiter ist cop(M) C M. Das zeigen wir per Induktion:
n=1:Dann ist x; € ¢(M) C M.

n —n+1: Seien x1,...,2p41 € ¢(M) C M und aq,...,apt1 € [0,1] mit > a; = 1.

Dann gilt
a1 + o Qi 1Tpt1 = aqry + (1 —aq) [13"31 To+ ...+ f_;i Tpt1) -
=p
Da M konvex ist, reicht es also zu zeigen, dass p € M: Es ist
Q2 To+ .ot =y

p= ag+...t+Qpt1 ag+...+Qpt1
———

€[0,1] €[0,1]
und
2 +..+ Gndl

az+...tant1 ag+...tQant1 =
Nach Induktionsvoraussetzung ist also p € M.
Damit haben wir co¢(M) C M gezeigt, aber es gilt sogar N C M, denn

N=co¢p(M)C M= M.

Weiter bildet ¢ die Menge N in sich ab, denn

NCM= ¢(N)Cod(M) = ¢(N) Ccop(N) Ccop(M)=N.

Die Abbildung ¢ : N — N ist stetig, denn Einschrinkungen stetiger Abbildungen sind
immer stetig. Weiter ist N kompakt, konvex und nicht-leer, denn M = ().

Nach Satz besitzt ¢|y mindestens einen Fixpunkt & € N. Damit ist & auch Fix-
punkt von ¢. O

Um die 1. Version des Fixpunktsatzes zu beweisen, bendtigen wir die Tatsache, dass man
kompakte Operatoren durch ,,endlich-dimensionale“ Operatoren approximieren kann:

Lemma 6.2 (Schauder-Operatoren). Seien (X, |.||y) ein Banachraum, M C X nicht-
leer und beschrinkt sowie ¢ : M — X kompakt. Dann existiert fiir allen € N ein kompakter
Operator ¢, : M — X mit folgenden Eigenschaften:

(i) |¢(x) — dn(2)|| < & fiir alle x € M.
(i) dim(lin(¢n(M))) < +oo.
(iii) dn(M) C cod(M).
Die Operatoren ¢,, heifien Schauder-Operatoren.

Beweis. Da M beschriinkt und ¢ kompakt ist, ist ¢(M) relativ kompakt, also nach S%tzm
priakompakt, weil X ein Banachraum ist. Folglich enthélt, fiir beliebiges n € N, die Uberde-
ckung von ¢(M) durch die Familie der offenen Mengen

U B(4(), 1)

reM
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eine endliche Teiltiberdeckung, d.h. es existieren 1, ..., Zy,, € M mit

Definiere nun fiir alle n € N die Abbildung ¢,, : M — X durch
ey (@) (i)

(bn T) = My ’ T e M?
(=) > i ai()
wobei

ai(z) = max{; — [|¢(z) — ¢(xs)[|, 0}
firallet=1,...,m,.
Dann gilt:

e ¢, ist wohldefiniert, da wegen mindestens ein a;(z) > 0 und somit

Lz
Zai(x) >0 fir alle z € M.
i=1

e ¢, ist stetig, da ¢ und alle o; stetig sind und gilt.

e Offensichtlich gilt
d(M) Clin{o(z1),...,d(Tm, )}

Daraus folgt
dim lin ¢, (M) < m,, < 00

fiir alle n € N und damit ist (i) gezeigt.
e Fiir alle z € M gilt

Emn az($)¢(mz) ||

[60(2) = 6(a)] =l i) ~ St

¢(zi) — ()|l Y@y

Damit ist auch (i) gezeigt.

e Fiir alle z € M gilt nach dem eben Gezeigten:

[¢n (@)l < llén(2) = d(@)]| + o) < & + l¢(@)]l-

) iz oila) Srai(r)

Weil ¢(M) realtiv kompakt, d.h. insbesondere beschrinkt ist, folgt sofort, dass auch

¢n (M) beschrankt ist.

Da ¢, (M) eine Teilmenge des endlich-dimensionalen Raumes lin{¢(x1), ..., ¢(2m, )}

ist, folgt sofort, dass ¢, (M) relativ kompakt ist. Damit ist ¢, kompakt.
o Weil .
On(z) = Xi(z)o(x:)
i=1
mit
o;(z)

Milo) = m
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und \;(z) € [0, 1] sowie

folgt sofort
On (M) C cop(M).
Damit ist schlieflich auch (#ii) gezeigt.
0

Beweis von Satz[6.3 Weil ¢ : M — M stetig und M kompakt ist, ist ¢ kompakt, denn
abgeschlossene Mengen von kompakten Mengen sind wieder kompakt.

Nach Lemma kann ¢ also durch endlich-dimensionale kompakte Operatoren ¢,, appro-
ximiert werden. Diese seien wir im Beweis des Lemmas definiert. Fiir n € N sei nun

Mn = CO{¢($1), ey ¢(xmn)}

Wieder, da M konvex und abgeschlossen und ¢ : M — M eine Selbstabbildung ist, folgt

M, Cc M fiir alle n € N.

Da M beschrankt ist, ist dann auch M, fiir alle n € N beschrinkt. Weiter ist M,, konvex.

Weil M,, C lin{¢(x1),...,d(xm, )}, also M, in einem endlich-dimensionalen Teilraum von
X liegt, folgt weiter, dass M,, kompakt ist.

Wieder ist ¢, (M,) C M, nach Lemma [6.2] (iii).

Zusammenfassend ist M,, also konvex, nicht-leer, kompakt und endlich-dimensional. Nach
der Bemerkung zum Satz von Brouwer ist daher M,, homGomorph zur abgeschlossenen Kugel

B1(0).

Es folgt mit dem Satz von Brouwer, dass die stetige Abbildung ¢,, : M,, — M,, mindestens
einen Fixpunkt x,, € M,, C M besitzt, d.h.

(Tn) = Tn.

Da M beschrinkt ist, ist die Folge (z,), C M beschrinkt. Nun ist ¢ kompakt und daher
existiert eine Teilfolge (z,, )k, so dass

k—o0

¢(rp,) — y in M.

Daher
Lemma [6.2] 1 koo
< artllo(@n,) —yl—0,
d.h.

k—oo
Tn), = On,, (xnk) - Y.
Somit folgt aus der Stetigkeit von ¢
$y) = lim ¢(zn,) =y,

also ist y Fixpunkt von ¢. O
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6.2 Anwendungen des Schauderschen Fixpunktsatzes
e Anwendungen des Fixpunktsatzes auf Integralgleichungen und Differentialgleichungen

e Leray-Schauder-Prinzip

Beispiel 6.3. Seien k € C([a,b]? x R), A € RT und f € CJ[a, b]. Betrachte die nicht-lineare
Integralgleichung

b
u(zx) — /\/ k(z,y,u(y))dy = f(z), x € la,b] (6.10)

Fiir alle R > 0 existiert dann mindestens eine Losung u € Cfa, b] von (6.10]) mit

[ulloo = sup fu(@)] < R+,

z€la,b]
falls

Ab—a) max |k(z,y,7)|] <R, (6.11)
(zy)€[a,b]?
<B4l o

d.h. A > 0 muss klein genug sein.
Beweis. Schreibe das Problem als Fixpunkgleichung:

u=¢(u), ué€Cla,b,

wobei )

o(u)(x) := f(z) + )\/ k(x,y,u(y))dy, x € [a,b], u € Cla,b].

a

Sei R > 0 und A gemif (6.11)) gewéhlt. Definiere
M= {ue Cla] | Jul, < R+ |f].. )

Zunichst ist M # (), denn f € M. Offensichtlich ist M auch beschrinkt. Aber M ist auch
abgeschlossen, denn ist (ug)r C M mit ugp — u, so folgt ndmlich

Jull o < llukllo + lue —ull o £ B+ (1 flloo + lur — ull

—_———
—0
alsou € M.
Weiter ist M konvex: Seien dazu u,v € M und A € [0, 1]. Dann gilt
I+ (1= Aol < Ml + (1= Mol
SAMEA(flloe) + A =R+ [ flo) =R+ I fllo:

also uwv C M.

Die Abbildung ¢|as : M — M ist in der Tat eine Selbstabbildung, denn auf der einen Seite
gilt

b
|wwmwznf+A/Amww@»@uw

Sl + A0 —a) max |k(z,y,7)] <|fllo+R
(z,y)€la,b]
<R+ fllo

und auf der anderen Seite ist ¢(u) € Cla, b]. k ist néimlich auf der kompakten Menge [a, b]? x
[—R — ||fllos R + I fll] gleichmiBig stetig. Gleiches gilt fiir f auf [a,b]. Daher kann man
zu € > 0 ein 6 = §(¢, R) > 0 wihlen, so dass

max{|ry — x1|, |y2 — y1|, |v2 — v1] <0}, 1], |v2| < R+ f]l
= [k(z1,y1,v1) — k(22,y2,v2)| < 5555y und | f(21) — f(22)| < 5. (6.12)
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Ist also w € M und ||z1 — 22| < 4, so folgt sofort
b
[(Pu) (1) = (du)(z2)| < [f(21) — f(22)] +/ Ak(zr, v, u(y)) — k(za,y, uly))| dt <e.

Damit ist ¢(u)|p stetig. Dieses Argument zeigt uns auBerdem, dass fiir eine beschrinkte
Teilmenge K C M die Teilmenge ¢(K) gleichradig stetig ist. Wegen ¢(K) C M ist klar,
dass ¢(K) punktweise beschrénkt ist. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli ist also ¢(K) relativ
kompakt.

Um die Kompaktheit von ¢|y nachzuweisen, ist nur noch die Stetigkeit von ¢ zu zeigen.
Es geniigt dafiir zu zeigen, dass die gesamte Abbildung stetigrEI ist. Dazu seien € > 0 und
u € Cla,b]. Wahle R > 0 so, dass |jul|, < ||f]lo + R — 1 und wihle 6 = d(e, R) wie oben.
Sei

¢ :=min{d,1} und |u—v| <d".

Dann ergibt sich fiir alle z € [a, b]

b
|wwu»—wmwns/WMa%u@»—ML%wmnws;s@

denn
Ju—olly <8 <5

sowie [ull, < R+ f]|,, und
0]l < llv = ullg +llulle <6+ R+[flo = 1< 1+ R+ (fllo =1 =R+ |fll

Da z beliebig war, folgt schliellich

lpu —dvll, <€
und das zeigt die Stetigkeit von ¢.

Mit der 2. Version des Fixpunktsatzes von Schauder folgt nun, dass ¢|y; einen Fixpunkt
u € M besitzt. Damit ist (6.10) gelost.

Bemerkungen.

1. Falls k beschrinkt auf [a,b]? x R ist, so folgt nach dem eben gezeigten, dass fiir alle
R > 0 die Gleichung (6.10]) eine Losung u € C|a, b] besitzt, falls nur

R
P L —
(b —a)|lk]

Gilt jetzt sogar R — oo, so folgt, dass (6.10)) eine Losung u € Cla,b] fiir beliebiges
X € RT besitzt. Speziell ist also

u € Cla,b]
u(@) — A [Csin(u(y))dy = f(z), = € [a,0]
16sbar fiir alle f € C[a,b] und A € RT.

2. Der Hammerstein-Operator ist gegeben durch

b
ww@:/mewmmw

Sind k € C([a,b]? x R) und f € C([0,1] x R), so handelt es sich um einen Spezialfall
von Beispiel
O

14Wir zeigen hier gleich die Stetigkeit der ganzen Abbildung. Eigentlich folgt die Stetigkeit von ¢|as schon
aus der oberen € — J-Geschichte
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Beispiel 6.4. Eine weitere Anwendung des Schauderschen Fixpunktsatzes ldsst sich in der
Lehre der Differentialgleichungen finden. So wird der Fixpunktsatz etwa dazu benutzt, um
die Existenz von gedhnlichen Differentialgleichungen ¢y’ = f(z,y) bzw. Anfangswertproble-

men
y' = f(z,y)
y(xo) = o
mit stetiger rechter Seite f nachzuweisen. Man kommt so zum Satz von Peano. Wer mehr
dariiber erfahren mochte, sollte den Kurs Differentialgleichungen 1 besuchen.
O

Korollar 6.1 (Leray-Schauder-Prinzip). Seien (X,|.||y) ein Banachraum und
¢ X — X kompakt mit der Eigenschaft, dass es ein R > 0 gibt, so dass fir alle
t € [0,1] und fir alle Lésungen u € X von

u = tg(u)

die Abschditzung
lulx <R

gilt. Dann besitzt ¢ einen Fixpunkt.

Bemerkungen.

1. Die Eigenschaft an die Abbildung ¢ bedeutet, dass man nur zeigen muss, dass eine
etwaige Losung von u = t¢(u) der Abschitzung ||u| < R geniigt, falls eine solche
existiert. Man muss nicht zeigen, dass eine solche existiert.

2. Dieses Beweis-Prinzip heif3t a-priorie-Abschdtzung.

Beweis. Definiere
M:={ueX||ully <2R}#0.

M ist abgeschlossen, beschrankt und konvex. Setze

S K (%) falls [|¢(u)| < 2R,
olu) = 2R - % sonst.

Dann ist q~5 : M — M wohldefiniert, stetig und beschrankt. Ja, q/; ist sogar kompakt, denn
ist (un)n C M eine beschriinkte Folge, so existiert entweder eine Teilfolge (uy, ) mit

a) ||é(un, )|l < 2R fiir alle k € N. Wegen der Kompaktheit von ¢ folgt die Existenz einer
Teilfolge (uy,, ) mit

(ZS(Unkl) = ¢(unkl) Y
Oder aber

b) ||¢(un, )]l > 2R fiir alle & € N. Weil ¢ kompakt ist, existiert wieder eine Teilfolge
(unkl ); mit

¢(unkl) —y#0.
Beachten Sie, das in der Tat y # 0, weil ||¢p(un, )| > 2R > 0. Es folgt dann

) = T3t 1~ Tl
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Zusammenfassend besitzt g?) nach dem Schauderschen Fixpunktsatz einen Fixpunkt u € M.
2 Falle sind moglich:

1. Fall: ||¢(u)|| < 2R. Dann ist

u=¢(u) = ¢(u)

und wir sind fertig.

2. Fall: ||¢(u)|| > 2R. Dann folgt

o _2Re(u) _ 2R
== gl = Jletwl,
=:t€[0,1]
Es folgt
lu|| = 2R. (6.13)

Auf der anderen Seite folgt aus
u=tp(u), telo,1]

geméf der a-priori-Abschétzung gerade ||u|| < R. Doch das ist ein Widerspruch zu (6.13]),
d.h. der 2. Fall taucht gar nicht erst auf. O
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6.3 Weitere Fixpunktsitze
e Kuratowski-Maf3 der Nicht-Kompaktheit einer Menge

Verdichtende Abbildungen

Uniform konvexe Riume

Fixpunktsatz von Darbo-Sadovskii

Fixpunktsatz von Browder-Gohde-Kirk

Fixpunktsatz von Krasnoselskii
Der Durchmesser einer Menge S C X ist gegeben durch

diam(S) = sup{ ||z —y|| | z,y € S }.

Lemma 6.3. Sei S C X beschrinkt. Dann gilt

(i) diam(S) = diam(S5).
(i) diam(co S) = diam(5).

Beweis. Zu (i): Wegen S C S gilt zunichst diam(S) < diam(S). Wir miissen also nur noch
diam(S) < diam(S) zeigen. Angenommen, diam(S) < diam(S). Dann gibt es Z,7 € S, so
dass

e := ||z — || — diam(S) > 0.

Seien nun z,y € S mit
2 -z <5 wnd [ly—yl <3

Dann folgt
le—yll=lle—2+z2-g+y—yll = Iz -7l - lz— 2| — lly = ¥l
> €+ diam(S) — € = diam(S).
Doch das ist ein Widerspruch.

Zu (ii): Wegen S C co S gilt zunéchst diam(S) < diam(co S). Wir miissen also nur noch
diam(co §) < diam(S) zeigen. Dazu seien z,y € co.S. Dann gibt es folgende Darstellungen

p T
T = Z Airi, und oy = Zukyk-
i1

k=1

Damit folgt

Iz —yll = =

P P
dDAi—yd N
=1 =1

p
Ay
lzl ., -
Z Ai(zi —y) Z Ai ) (i — Yk)
i=1 =1 k=1

p T P r
i=

i Z/%H% —yil < Z)‘i Zyk diam(S) = diam(55).
k=1 k

i=1 = i=1

<
=1
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Definition 6.2 (Kuratowskisches Nichtkompaktheitsmaf}). Seien (X, |.||y) ein Ba-
nachraum und M C X eine beschriankte Menge. Dann heif3t

(M) :=inf{e>0| M C UBi’ n €N, diam(B;) <e¢, i=1,...,n}
i=1

das (Kuratowski-)Maf der Nichtkompaktheit von M.

Bemerkungen.

1. Ohne Einschréinkung kann man annehmen, dass die iiberdeckenden Mengen aus der
Definition abgeschlossen sind, denn es gilt nach Lemma stets diam A = diam A.

2. Fiir kompaktes M gilt v(M) = 0. Die offene Uberdeckung |, ¢, B(z, §) besitzt
namlich eine endliche Teiliiberdeckung. Eine Menge M ist also umso weniger kompakt,
je groBer v(M) ist. Das gerechtfertigt auch den Namen , Nichtkompaktheitsmaf* fiir

Y-

Beispiel 6.5. Sei X ein unendlichen-dimensionaler(!) Banachraum. Nach Satz ist dann
die abgeschlossene Einheitskugel Bx nicht kompakt. Es gilt v(Bx) = 2.

Beweis. Da sich jede Menge selbst tiberdeckt, gilt
’)/(Bx) < diamBX =2

Um die Gleichheit zu zeigen, brauchen wir ein Resultat aus der Topologie, ndmlich den Satz
von Lyusternik-Shnirelman-Borsuk: Angenommen, es gilt (M) < 2. Dann gibt es endlich
viele abgeschlossene Mengen Ay, ..., A, mit diam A; < 2, so dass

B, CAU...UA,.
Sei jetzt £ C X mit dim E = n < co. Setze

Aj = Aj NSg.

Offensichtlich sind die flj abgeschlossene Teilmengen der Sphéire Sy und iiberdecken die-
selbe. Der Satz von Lyusternik-Shnirelman-Borsuk impliziert nun, dass eine dieser Mengen,
sagen wir leo, einen Punkt xg samt —xg (Antipode) enthilt. Daraus erhalten wir den Wi-
derspruch 3

2 = ||z — (—z0)|| < diam(A4;,) < diam(4;,) < 2.

Eigenschaften des Mafles.
1. v(0) =0.
2. v(M) = 0 genau dann, wenn M relativ kompakt (=prikompakt) ist.
A(BM) = 8] 7(M) fir alle § € K.
Y(My + Ma) < ~y(My) +v(Ma).
Ist N C M, so folgt v(N) C v(M).
V(M1 U Mz) = max{y(M),y(M2)}.
V(M) =y (M).
Y(M) = ~(co(M)) = y(co(M))

Fiir eine absteigende Folge abgeschlossener Mengen M; D My D ... # () mit
¥(M,) — 0ist (), M, kompakt und nicht-leer.

© ® N e oA~ W
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Beweis. Zu 1: Trivial.

Zu 2: Zunichst gilt wegen 7. (M) = (M) und mit der oberen Bemerkung folgt die Be-
hauptung.

Zu 3-6: Das iiberlass ich Thnen.
Zu 7: Klar nach Lemma (i).

Zu 8: Wegen 7. und 5. miissen wir nur y(co M) < (M) zeigen. Sei also €9 > (M ). Dann
gibt es eine endliche Uberdeckung

M C U Aj
j=1
durch Mengen A; vom Durchmesser
diam Aj < €0-

Nach Lemmal6.3] (ii) konnen wir sogar die A; als konvex annehmen. Nun bemerken wir, dass

n n
coM C co A1UUAj C co A1UcoUAj
=2 =2

n
Cco| AjUco AQUCOUAJ' C usw.
=3

Zwischenbehauptung: Fiir konvexe Mengen C; und C3 und deren konvexe Hiille
C = co(C1UCQCs) gilt

Y(C) < max{y(C1),7(C2)}- (6.14)

Dann folgt ndmlich aus der obigen Implikationskette gerade y(coM) < ¢, und daher
v(co M) < y(M).

Beweis von (6.14): Weil C und Cs beschriinkt sind, gibt es ein R > 0 mit
lz]| < R fiir alle x € Cy U Cs.

Jedes z € C kann als
x=Ar1+ (1 =Nz

mit geeigneten 1 € C', 9 € Cy und 0 < A < 1 dargestellt werden.
Sei jetzt N € N beliebig und A, := % Waéhle dann zu A ein \; mit
A — A < %
Setze
z:= (A= Ap)z1 + (A — Nzs.

Dann kann x als
= gz1+ (1 —Ag)za+ 2

geschrieben werden, wobei ||z|| < 22 gilt. Daraus folgt weiter

N 2R
1- “By.
Cc gO(Akcl + (1= M)C) + ~ Bx

Schliellich gilt

N

1) (U0 + (1= MG + e By)
k=0

3 N 2R

= AU OwCr+ (= M)k + 7 2(Bx)

k=0 SN——

Bsp_%

N (€ (L= M (C2) + < max{2(C1) 2 (€} +
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Nun war N € N beliebig und damit ist (6.14]) gezeigt.
Zu 9: Wegen M,, C ;o M}, gilt nach 5.

() My) < 7(My,) — 0
k=1

und das heiit nach 2., dass ();—; M}, kompakt ist, denn ein beliebiger Durchschnitt von
abgeschlossenen Mengen ist wieder abgeschlossen.

Wir miissen noch zeigen, dass der Durchschnitt nicht leer ist. Wéhle dafiir zu n € N Punkte
z, € M,,. Da
{xn|n>m} C Ky,

folgt

Y{zn [0 >1}) Emax{y({z1}), {zn [ n > 2}} =9({zn | n>2}) = ...
=v{zn|n>m}) <vy(Kp) — 0.

Daher ist die Menge { z,, | n > 1} relativkompakt und es gibt eine Teilfolge (z,, )k C (Tn)n
mit z,, — «. Da der Durchschnitt abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert & im Durchschnitt
und deswegen ist dieser auch nicht leer. O

Definition 6.3 (Verdichtend). Sei (X, ||.| ) ein Banachraum. Eine stetige Abbildung
¢: M C X — X heif3t verdichtend oder kondensierend, wenn

7(¢(4)) <~(4)

fiir alle beschriinkten Teilmengen A C X mit v(A) > 0.

Beispiel 6.6. Kompakte Abildungen ¢, sind verdichtend, denn es gilt stets v(¢1(A)) =0
fiir jede beschriankte Menge A.

O

Beispiel 6.7. Strikte k-Kontraktionen sind verdichtend, denn fiir jede beschrankte Menge
A ist
V(92(4)) < ky(4) < y(A).
O

Beispiel 6.8. Summen von kompakten und strikten k-Kontraktiven Abbildungen sind ver-
dichtend, denn ist ¢; kompakt und ¢ kondensierend, so folgt fiir jede beschréinkte Menge
A:

Bsp [6.7]

A1 (A) + B(A2)) < Y(61(A)) +7(d2(A) < k() < A(A).
——

=0

Satz 6.4 (Fixpunktsatz von Darbo-Sadovskii, 1955). Seien (X, |.| i) ein Banach-
raum und M C X eine abgeschlossene, nicht-leere, konvexe, beschrinkte Teilmenge. Dann
besitzt jede stetige verdichtende Abbildung ¢ : M — M mindestens einen Fixpunkt.
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Beweis. Die Idee des Beweises besteht darin, eine konvexe, kompakte Teilmenge McM
zu finden, die invariant unter ¢ ist, so dass der Fixpunktsatz von Schauder in der ersten
Version angewendet werden kann.

Sei also y € M. Betrachte die Menge
K:={K C M | K ist abgeschlossen und konvex, y € K und ¢(K) C K }.

Offensichtlich ist M € IC, also K # 0.

Definiere jetzt
M = ﬂ K.
KeK

Zuniichst sehen wir, dass M als Durchschnitt abgeschlossener konvexer Mengen wieder ab-
geschlossen und konvex ist. Weiter ist M # ), denn K # () und y € K. Auflerdem sehen wir
leicht, dass fiir alle K € IC die Implikationskette

(1) = () K) C o(K) C K
KeK

gilt. Also ist
¢(M)cC (] K =M.

KeKk

Damit miissen wir nur noch zeigen, dass M kompakt ist: Dazu bemerken wir zunéchst, dass

~ d(M)CM - yEM - -
N:=co(p(M)U{y}) C ©c(MU{y}) C =co(M)= M. (6.15)

Auf der anderen Seite ist N abgeschlossen, konvex, y € N und

6(N) 2 G(NI) < w(6(M) U {y}) = N.

Zusammenfassend ist also N € K und daher ist

M = ﬂKcN.
Kek

Wir haben damit gezeigt, dass

N = N = ao(6(M) U {g}).

Es folgt
V(M) = A(@(d(M) U {y}) = +(6(M) U {y})
< max{y(6(N1)), ({y})} = 1(6(31)).
=0

Angenommen, y(M) > 0. Dann folgt, weil ¢ verdichtend ist:

V(N1) £ A(6(N1)) < 7(8D).

Widerspruch, also gilt doch 'y(M ) =0, d.h. M ist relativ kompakt und da M abgeschlossen
ist, somit kompakt.

SchlieBlich konnen wir jetzt die 1. Version des Schauderschen Fixpunktsatzes auf
Ol M — M

anwenden und sind fertig. O



Bemerkung. Der Darbo-Sadovskiische Fixpunktsatz enthélt als Spezialfall sowohl den Fix-
punktsatz von Banach als auch den von Schauder. Beachten Sie, dass letzterer in den Beweis
einging.

Korollar 6.2 (Fixpunktsatz von Krasnoselskii). Seien X ein Banachraum und M C
X abgeschlossen, konvex, beschrinkt und nicht-leer. Weiter seien ¢1 : M — X kompakt,
o2 : M — X eine strikte Kontraktion und ¢ := ¢1 + ¢o : M — M eine Selbstabbildung.
Dann besitzt ¢ einen Fixpunkt.

Beweis. In Beispiel [6.8 wurde gezeigt, dass ¢ verdichtend ist. Fertig. O

Wir wollen noch weitere Fixpunktsétze studieren und betrachten zunéchst nicht-ezpansive
Abbildungen. Das sind Lipschitz-stetige Abbildungen mit Lipschitz-Konstante 1. Unser Ziel
ist es, die Kompaktheitsvoraussetzung an ¢ fallen zu lassen. Wir machen das wieder gut,
indem wir zusétzliche geometrische Eigenschaften des Banachraumes voraussetzen. Bevor
wir dazu kommen, vorerst noch ein kleines

Lemma 6.4. Seien (X, |.||yx) ein Banachraum, M eine abgeschlossene, konvexe, nicht-
leere Teilmenge von X und ¢ : M — M nicht expansiv. Dann existiert eine Folge (x,,), C
M mat

n—oo

[p(2n) _*TnHX — 0.

Beweis. Sei y € M und 0 < A < 1. Betrachte die Abbildung
O M — M, or(x):=Ay+ (1= N)o(z).

Diese Abbildung ist wohldefiniert, d.h. ¢x(x) € M, weil y,¢(z) € M und M konvex ist.
Offensichtlich ist ¢, stetig. Weiter gilt fiir alle x, 2 € M die Abschéitzung

[@a(2) = oa(D) | = (1 = A)[(z) = ¢(@)[| < (1 = A) [l — ]|,
——

<1

d.h. ¢, ist eine strikte (1 — \)-Kontraktion. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gilt dann:

v)\e]O,l[E”;cAEM : (ﬁ)\(.r,\) = Tx-

Weiter ist
A—0
[p(z2) — zall =[] 25 (Dalzr) —Xy) — zx ||= 25 llza —yl = 0.
——
=x)

Beachten Sie beim Grenzwertiibergang, dass x) tatséchlich beschréankt ist, weil x) € M.
1

Wihlen wir nun A := -, so sind wir fertig. O

Nun zum versprochenen Fixpunktsatz:

Satz 6.5. Seien (H,(.,.)) ein Hilbertraum sowie M C H abgeschlossen, beschrinkt, konvex
und nicht-leer. Dann besitzt jede nicht-expansive Abbildung ¢ : M — M mindestens einen
Fizpunkt.
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Beweis. Nach Lemma [6.4] existiert eine Folge (2,,), C M mit

Da M beschriinkt ist, ist auch die Folge (z,,) beschrinkt. Auflerdem ist H reflexiv und daher
gibt es nach Satz eine Teilfolge (xy, )r mit

ZTp, — o in H.

Nun ist M konvex und abgechlossen und deswegen ist M nach Satz schwach abgeschlos-
sen, d.h. z € M. Ferner gilt

(@0, = $(@)]” = (20, —2) + (@ = $(@))|”
= |2n, = 2|* + 2Re(@n, — 2,2 — $()) + o — d(2)[*.

Nach Voraussetzung ist (x,, — ) eine schwache Nullfolge, so dass der mittlere Term gegen
0 strebt. Es folgt

(@0, = ¢(@)° = |2, —2|” = |z — $(2)|*. (6.17)
Auf der anderen Seite gilt
[T, —0(@)] < |on, — @(@n,)] + [¢(zn,) — ¢(@n, )]

*

< |xﬂk - ¢(xnk)‘ + |xnk - {L‘| )

wobei an der Stelle (%) eingeht, dass ¢ nicht-expansiv ist. Wir bemerken, dass nach (6.16])
der vorletzte Summand gegen 0 geht. Daher folgt

—~
N

limsup(|zy,, — ¢(x)| — |zn, —z]) <O0.

k—oo

Bemerke, dass der Limes wegen der Beschrénktheit von z,,, tatséchlich < oo ist. Daher gilt
ebenso
0 <limsup(|zy, — ¢(z)| + |Tn, — x|) < 00.

k—oo

Wir kénnen damit die obere Ungleichung multiplizieren und erhalten

limsup(n, — 6(2)] — [, — ]) - limsup(|an, — 6(2)] + [2n, —2]) < 0.

— 00 — 00

Ein Satz aus der Analysis sagt, dass

limsup f, - g, < limsup f, -limsupg,, falls f, >0 f.4.

Daher folgt

limsup(|n, — ¢(@)[* = [n, —2[*) <0, (6.18)
k— o0
Nach Vergleich von (6.18)) mit (6.17) sieht man schlielich ¢(z) = . O

Definition 6.4 (Gleichmiflige Konvexitidt, Konvexititsmodul). Ein Banachraum
(X, []l| x) heiBt gleichmdifig konvex oder uniform konvex, wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0
mit der Eigenschaft

T+y
Izl Iyl < 1, Jlz —yll 2 e = | —

v

gibt. Man nennt

r+y
2

dx :e—inf{1—

H el gl < 1, flo =yl = €}

das Konvexitdtsmodul von X.
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Bemerkungen.

1. Uniform konvexe Riume sind strikt konvex.

2. Die Einheitskugel in einem uniformen Raum ist ,,rund®. Die ,Rundheit* kann sogar
quantifiziert werden.

3. Hilbertrdume sind uniform konvex. Nach der Parallelogrammgleichung gilt ndmlich
2 2 2 2
[z +yl” + |z —yl" = 2] +2]y[".
Daraus folgt
Tty |2 2 2 2
|52 = 52l + [yl) = F e —l”
Sei 0 < € < 2 beliebig. Setze dann § :=1— /1 — %. Fir z,y € H mit [jz|, |y < 1
und ||z — y|| > € gilt dann nach der oben umgeformten Parallelogrammgleichung
z+ €
=] <12
Beachte, dass € hochstens den Wert 2 annehmen kann, denn
€ < [l —yll < [lefl + [lyl < 2.
Fiir e = 2 wihlt man einfach ¢ €]0, 1] beliebig.

4. Die Réume [P und LP sind uniform konvex fiir 1 < p < co. Dagegen sind [!, [*°, L!
und L nicht uniform konvex, denn sie nicht mal strikt-konvex.

5. Der Satz von Milman sagt, dass jeder uniforme konvexe Banachraum reflexiv ist. Der
Beweis ist sehr aufwendig und ist bei Yosida, p. 127 zu finden. Der Beweis wird aber
einfacher, sobald man Mittel der Funktionalanylyis 2 zur Verfiigung hat. Daher tragen
wir den Beweis im néchsten Semester nach!

6. Die uniforme Konvexitiit bleibt beim Ubergang zu einer dquivalenten Norm i.A. nicht
erhalten.

7. X ist genau dann uniform konfex, wenn fiir alle € > 0 auch dx(e) > 0 ist.

8. Die Abbildung dx ist monoton wachsend. Aulerdem gilt stets dx € [0, 1], denn
0 < [ =32 < (el + llwl) < 1.
Auflerdem ist € €]0,2], denn
0<e<|z—yll <l + Iyl <2
Mit der Monotonie folgt daher weiter

0x(2) < 1.

Satz 6.6 (Fixpunktsatz von Browder-Gohde-Kirk, 1965). Seien (X, ||.|| ) ein uni-
form konvexer Banachraum sowie M C X eine abgeschlossene, beschrinkte, konvere und
nicht-leere Menge. Dann besitzt jede stetige nicht-expansive Selbstabbildung ¢ : M — M
mindestens einen Fixpunkt.
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Beweis. 1. Schritt: Existenz einer Funktion ¢ mit ¢(e¢) — 0 fiir ¢ — 0, so dass fir z,y € M:

o= ol <elly -0l <e= |52 -6 (ZF)| vl (o9
Wir bemerken, dass
z = < _2|— Y e M,
weil M konvex ist. Weiter sehen wir, dass
lp(z) — 2|l < [|6(2) = d(2)]| + ll¢(z) — =l < ||z — =l + e, (6.20)

wobei wir in der letzten Abschétzung ausgenutzt haben, dass ¢ nicht-expansiv ist.

Definiere jetzt

pi=p(z,y,€) = %le —yll+te=lz—zl+e=z—-yll+e (6.21)

Dann wird aus

[¢(z) —zl| < p
und analog erhélt man

l6(2) —yll < p.
Setze

o mE, #Ey

Dann gilt:

1
lzall< ey llgnll < 1 flzs =l = Zllz =yl

<1 (Lol
p

o =yl = 2p — 2¢

l6(z) —2ll < p (1 oy (2_2;)) |

1. Fall: p < y/e. Dann gilt wegen dx € [0, 1]

lp(2) — 2]l < Ve.
2. Fall: p > /e. Dann gilt 2 — 2L >2— 24/€ und wegen der Monotonie von §x folgt

Daraus folgt wegen der uniformen Konvexitit

lé() — =l _
P

T1+ Y1
2

Nach (6.21)) gilt nun

und daher folgt

5x(2—25) > 5(2 — 2//e).
Damit konnen wir nun abschétzen:

I6() — 2]l < p(1 = 6x(2 = 2v/&)) "< (4 diam(M) + €)(1 - 6x (2 — 2/e))

Setzen wir also zusammenfassend

2(6) i= e+ (& diam(M) + €)(1 — 31 (2 — 2/)).
so ist die Abschiitzung in (6.21)) gezeigt.
Es bleibt zu zeigen, dass lim._,o ¢(¢) = 0. Dazu reicht es

lim dx () @) sup dx () Y.
a—2 a<2
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einzusehen.

Zu b: Wegen dx(«) € [0,1], ist supyg dx () < 1 klar. Um ,,>* zu zeigen, machen wir die
Annahme, dass
sup dx (o) < 1.

a<2
Dann gibt es ein § > 0 mit
Oox(a) <1—p fir alle a < 2.

Auflerdem existieren zu jedem n € N Punkte x,,y, € Bx mit

|z — ynll ZQ—%a 1- ||MT+y” <1-3.
Setze 4, = —y,. Dann folgt
1= et c1oa-Ly=2 (6.22)
und
120 — Gnll > 26. (6.23)
Aus (6.22) erhdlt man
1—[|#5 ] > 6x(26) > 0,

wobei die letzte strikte Ungleichung gilt, weil X uniform konvex ist. Das ist aber ein Wider-

spruch zu (6.23)) fiir grofie n.

Zu a: Folgt aus der Monotonie von §x.
2. Schritt: Existenz des Fixpunktes. Setze dazu
n(r) = inf{|l¢(x) —zl| [z € M, |lz|| <7},
so=inf{r >0|n(r)=0}.

Nun ist M beschrénkt. Fiir hinreichend grofies r ist daher nach Lemma n(r) = 0, also
Sp < 0.

Sei (zp)n C M eine Folge mit
|znll = so und ||F(zn) — x| = 0.
Dann gilt

z:= lim z, (6.24)

n—oo

und z ist der gesuchte Fixpunkt, denn

0= lim ¢(z,) —x, = ¢(z) — 2 = ¢(x) = =.

n—oo

Angenommen, ((6.24) gilt nicht. Notwendigerweise ist dann sg > 0, denn sonst wiire (z,)
eine Nullfolge. Weiter gibt es eine Teilfolge (x,, ) mit

Hmnk‘-H o x”kH 2T
fiir ein geeignetes 7 > 0. Wir wéhlen jetzt
s < 51 < 259

mit
Sg 1= 81(1 - 5)((%)) < Sp.-

Ist k grofl genug, so gilt ||2,, | < s1 und deswegen

:an+1 ~ Yny
S1 S1

Ty
S1

z
i sl'

<1

— )

<1, ‘

Tngt1
S1
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Wegen der gleichméfligen Konvexitit folgt dann

Ty +Tn
k k+1

251 Sl_éX(é)a

und daher wegen der Monotonie von ¢ x

Ty +Tny g
2

< s1(1—0x(F5)) < 82 < so

fiir grofie k. Nun gilt aber H¢(l‘nk) — Ty H — 0 und Anwendung des Resulats aus dem
ersten Schritt ergibt

Tny +Tn, Ty +Tny,
Hd)( k2k+1)_ k2k+1 0.
Also ist n(s2) = 0. Widerspruch zur Minimalitit von sg, denn so < sq. O
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7 Anhang

7.1 Die allgemeine Version des Satzes von Arzela-Ascoli

In diesem Abschnitt wollen wir die allgemeine Version des folgenden Satzes beweisen:

Satz 7.1 (von Arzela-Ascoli: Allgemeine Version). Sei (K,dk) ein kompakter metri-
scher Raum und sei (X,dx) ein vollstindiger metrischer Raum. Weiter sei A C C(K, X).
Dann ist A genau dann relativ kompakt, wenn gilt

(i) Fir alle k € K ist A(k) :={f(k)| f € A} relativ kompakt in X.
(ii) A ist gleichgradig stetig auf A, d.h.

Veso3sso 1 [f(z) — f(y)] < € fir alle z,y € K mit d(z,y) <J§ Vyca.

Beweis. Zu ,,—>*“: Die gleichradige Stetigkeit zeigt man wie im Beweis des klassischen Satzes
(Satz [[.15)). Wir miissen also nur noch die relative Kompaktheit der Menge A(k) fiir jedes
k € K zeigen:

Da A relativ kompakt ist, ist A insbesondere nach Satz prakompakt. Es gibt also zu
€ > 0 endlich viele fy,..., f, € A, so dass

Ac | JB(fie/3).
i=1
Insbesondere gilt dann fiir alle k € K

n

A(k) € | BUfi(k). ¢/3).

i=1

pakt. Weil A(k) C X und X vollstiindig ist, folgt aus Satz |1.8| sofort, dass A(k) vollstéindig
ist. Insgesamt folgt so aus Satz dass A(k) kompakt, also A(k) relativ kompakt ist.

Zu ,,<=*“: Zunichst ist C(K, X) vollstindig, da X vollstindig ist. Nach Satz ist dann
auch A C C(K, X) vollstindig. Es geniigt daher die Prikompaktheit von A 7zu zeigen, denn
aus Satz folgt dann sofort, dass A kompakt ist.

Seien € > 0 und =z € K beliebig. Da A gleichgradig stetig ist, gibt es zu beliebigem f € A
ein § > 0, so dass

Damit ist A(k) fiir jedes k € K prikompakt und nach Satz ist dann auch A(k) prikom-
1.8

dx(f(x), f(y)) < i fiir alle y € K mit d(z,y) < 4.

Nun ist K kompakt und daher gibt es endlich viele Punkte x;, ¢ = 1,...I, und zugehorige
offene Kugeln B(z;,d;), so dass

I
X c | B, ).

i=1
Da nach Voraussetzung jedes A(x;), 7 = 1,..., 1, relativ kompakt ist, ist auch die Vereinigung
I
Vo= Az)
i=1

relaitv kompakt in X. Es gibt also endlich viele y; € V, j =1,...,J, so dass

J

VC UB(yj7€/4)7

Jj=1
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d.h.
VieaVie(1,...y3je{1,..7y  dx (f(zs) —y;) < /4.
Definiere ¢ als die Menge der Abbildungen
p:{1,..., I} = {1,...,J}.

Dann ist ¢ endlich. Weiter setze
Ly :={f € A| max dx(f(zi) = yom) <€¢/4}, ¢ €.

Offensichtlich ist nach Konstruktion

A=J L,

pEP

Zu beliebigen ¢ € ¢, f,g € L, und z € K gibt es i € {1,...,I}, so dass z € B(z;,;) und

dx(f(2), f(z:)) <e€/2 sowie dx(g(2),9(x;)) <€/2.

Nach Definition ist

dx (f(wi),9(x:)) < dx (f(%i), Yo(i)) + dx (Ypiys 9(:)) < €/2.

Zusammenfassend folgt fiir alle z € K

dx (f(2),9(2)) < dx(f(2), f(xi)) + dx (f(z:), g(2i)) + dx (9(2:), 9(2)) <€,

also
sup dy?(f,g9) <e fiir alle p € ¢.
fngLAp
Zu jedem f € A gibt es dann ein ¢ € ¢, so dass f € L,. Auflerdem existiert ein beliebiges,
aber festes g, € L, mit

d¥P(f,9,) < sup d&P(f,g) <e.

f.9€L,
Daher gilt
AcC U B(gy,€)
peP
und das zeigt die Prikompaktheit von A. O
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7.2 Schwache Konvergenz in /! = starke Konvergenz in [*

In Abschnitt haben wir gesehen, dass aus der starken Konvergenz stets die schwache
folgt. In ' gilt sogar die Umkehrung:

Satz 7.2 (Lemma von Schur). Eine Folge konvergiert genau dann stark in ', wenn sie
schwach konvergiert.

Beweis. Zu ,,—*“: Klar.

Zu ,,<=*“: Sei also 0.E. (z,), eine schwache Nullfolge aus I'. Konvergiert die Folge dann
stark, so konvergiert sie ebenfalls gegen Null. Angenommen, die Folge (x,), konvergiert
nicht stark. Dann gibt es ein € > 0 und eine Teilfolge - nennen wir sie wieder (z),, um
Doppelindizes zu vermeiden - so dass

lznll,y > €e>0 fir allen € N.

Wir konstruieren nun induktiv eine Teilfolge (y,,)n C (2)n und eine Folge (a(n)), C N mit
a(0) =0, a(n — 1) < a(n) und

a(n—1) 1 a(n) 9
Y. k)<~ und o lm@ = vl - (7.1)
k=1 k=a(n—1)—1

Beweis per Induktion:

Induktionsanfang: Fiir n = 1 wahle y; = x1. Wegen

N
i, 3l -
Jim ly1l = llyalln
k=1

gibt es ein a(1) € N mit
a(l

) 2
()] > [l —
k=1

Induktionsschritt: Seien yq,...,yn—1 und a(l),...,a(n — 1) gewihlt. Betrachte die stetigen,
linearen Funktionale

' - K, xe—axk), keN.

Nach Voraussetzung gilt « (2,) — 0 fiir n — oco. Ist etwa y,_1 = x; gewihlt, so gibt es ein
m > [ derart, dass mit y, := x,,

a(n—1) a(n—1) 1
S Bl = Y feklam)l <
k=1 k=1

Wie im Fall n =1 kann ein a(n) > a(n — 1) gewihlt werden, so dass

a(n) 1
Z lyn(B)| 2 llynllp — w (7.2)
k=1

Daraus erhalten wir nun zusammen

a(n) a(n) a(n—1) 9
k=a(n—1)+1 k=1 k=1

Somit ist der Induktionsbeweis gefiihrt.
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Um den Widerspruchsbeweis zu beenden, definiere nun

= o falls a(n — 1) < k < a(n)

und y(k) = 0, falls y, (k) = 0 fiir ein k& mit a(n — 1) < k < a(n). Dann ist y € I*° und die

Abbildung
=K oz Zx(k)y(k)
k=1

stellt ein stetiges Funktional auf ' dar. Fiir dieses gilt nun

a(n—1) a(n) oo

(oo}
)l = DowmByR)| = Y wmEyE) + D wmkyk)+ DY ya(k)y(k)
k=1 k=1 k=a(n—1)+1 k=a(n)+1
a(n) a(n—1) %)
k=a(n—1)+1 k=1 k=a(n)+1
a(n) a(n—1) L)
= S B = D B = D fya(k)]
k=a(n—1)+1 k=1 k=a(n)+1
[71) 1 s
A e e GG
k=a(n)+1
Weiterhin gilt wegen ([7.2))
00 a(n) 1
> ()] =l = X ) < 5
k=a(n)+1
und daher folgt insgesamt
/ - 4
k=1
Doch das ist ein Widerspruch zu y,, — 0! O
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7.3 Komplexe Analysis

Auch in der Funktionalanalysis braucht man ab und zu Hilfsmittel aus der Funktionentheo-
rie. Ich stelle hier die wichtigsten Sachen zusammen und folge dabei dem Fischer-Lieb. Fiir
detailierte Auskiinfte verweise ich auf dieses Werk.

7.3.1 Holomorphe und ganze Funktionen

Definition 7.1 (Holomorph). Seien G C C offen, f: G — C und 2y € G.

(i) f heiBit in zo komplex differenzierbar, wenn

OESIE)

zZ—20 Z— 20
existiert. Wir nennen dann f/(zp) := lim,_,, f(zz):ii‘o(m) die Ableitung von f in z.

(ii) f heiBt holomorph oder regulir analytisch auf G, wenn f in jedem Punkt von G
komplex differenzierbar ist.

(iii) f heifit holomorph oder requlir analytisch in zg € G, wenn f in einer Umgebung von
zo komplex differenzierbar ist.

(iv) f heifit ganz, wenn f auf ganz C holomorph ist.

Beispiele 7.1.
1. Konstante Funktionen sind komplex differenzierbar mit f/(z) = 0.
2. f(z) = 2" ist komplex differenzierbar mit f’(z) = nz""1.

3. f(z) = Z ist nirgends komplex differenzierbar, jedoch stetig. In der Analysis muss-
te man solch eine Funktion miihevoll konstruieren: Erinnern Sie sich an die Takagi-
Funktion?

O

Satz 7.3 (Liouville). Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Satz 7.4. Eine auf einer offenen Menge U holomorphe Funktion ist um jeden Punkt zqg € U
in eine Potenzreihe

f(z) = Z an(z — 20)"
n=0

entwickelbar.
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7.3.2 Laurantreihen

Kreisring: Sei 0 < r < R < oo und sei a € C. Defniere

‘KT,R(a) :z{zEC\r<|z—a|<R}‘.

Definition 7.2 (Laurant-Reihe).

(i) Eine Laurent-Reihe ist eine Reihe der Form

oo

Z an(z —a)"

n=—oo
auf K, g(a). Die Reihe konvergiert in zg € K, g(a) genau dann, wenn die Reihen

-1

Z an(z0 —a)™ und Z an(zo —a)”

n=-—o00 n=0
konvergieren.

(i) Die Reihe 3271 a, (2o — a)™ heiBt Hauptteil der Laurent-Reihe. Dagegen heift die

n=—oo

Reihe >0 an (20 — a)™ Nebenteil der Laurent-Reihe.

1
z

Beispiel 7.2. Betrachte f(z) = e 4+ e>. Dann gilt in Ko »(0) :

-1

1 n - 1 n
HOEEY i’ +1+7§mz.

n=—oo
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7.4 Der Satz vom abgeschlossenen Bild
Die folgenden Ausfithren stammen von PROF. DR. KARL-HEINZ FORSTER.

Bevor wir den groflen Satz vom abgeschlossenen Bild beweisen kénnen, brauchen wir einige
Hilfssédtze. Niitzlich wird folgende Menge sein:

Ryn:={y €Y |Fex :|ly— Az| <qllyll, llzll < nllyll }.

Lemma 7.1. Seien X,Y Banachriume, A € L(X,Y) und 0 < ¢ < 1 sowie n € N. Weiter
sei M CY ein Unterraum mit R(A) C M C Ry . Dann gilt R(A) = M.

Beweis. Sei also y € M. Wir miissen zeigen, dass y € R(A). Dazu sei w € R(A). Dann folgt
y—weM—-RA) CM-M=MCR,,. (7.3)
Nach Voraussetzung ist M C R, , und daher gibt es zu y € R, ,, ein ;1 € X mit

|y — Az [<qllyll uwnd [z < nyll.
~~

=w
Wegen ([7.3) ist y — Az1 € Rgp, d.hi. es gibt ein x5 mit
| (y — Az1) — Az |< qlly — Az || < ¢y
—_————
=y—A(z14+22)ERg,n

und
|22 < nllz — Az:|| < ngllyl-

Fiihre das Verfahren induktiv fort. Dann gibt es also eine Folge (x)) mit
ly — Azs + -zl < "Iyl

und
lzrll < ¢ Hyll, ¢<1.

Es folgt, dass der Grenzwert (geometrische Reihe)

o0
T = E Tk
k=1

existiert. Also ist Az =y und so y € R(A) gezeigt. O

Lemma 7.2. Seien X,Y Banachriume, A € L(X,Y), ¢ > 0 und M C X ein Unterraum
mit M ¢ Ry, fir alle n € N. Dann ezistiert (y,) C M mit ||y,|| = 1, so dass fir alle
reX

lyn — Az|| > q  oder |z|| > n.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es fiir alle n € N ein 4, € M mit ¢, & Ry, und g # 0.

Angenommen, es ist y := Hgl\ € Ry . Dann ist y, € M und |ly,| = 1. Dann gibt es ein
z € X mit
ly — Az| < qllynll =q¢ und  [lz]] < nlly| = n.

Ferner gilt
1Gn — Al Znll2)]| < nllgnl
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und
M7nllzll < nllgall,

also g, € Ry.. Widerspruch. Damit ist y,, & Ry, mit y, € M und ||y,|| = 1. Fir allex € X
gilt
lyn — Al > dllynll =q  oder |lz|| > nllyn|| = n.

Damit ist das Lemma bewiesen. O

Lemma 7.3. Seien X,Y Banachriume, A € L(X,Y) und 0 < ¢ < 1. Gilt R(A) ¢ Rqn
fir alle n € N, so folgt R(A") # R(A’).

Beweis. Zu n € N definiere
Ve ={(tz,Az) |z€e X} C X x Y.
Dann ist V,, C X x Y =: Z abgeschlossen beziiglich der Norm
@ y)llz =zl +llyl, zezyeY,

weil der Graph G(nA) =V, abgeschlossen ist.

Setze nun

M:=R(A) ¢ R,, firalleneN.

Wir wollen das Lemma |7.2| anwenden. Sei dazu (y,) C R(A) mit |ly,|| = 1 und
lyn — All >¢q oder |z|| > n. (7.4)

fiir alle x € X. Daher gilt

.
100, yn) = (G, Az)|| , = 2l + llyn — Az]| =" min(1, g).
Es folgt
dist((0,yn), Va) > ¢ > 0.
Nach Korollar [3.4] gibt es nun ein 2], € Z’ mit

Zalv, =0, lzpll=1 und  25,((0,4n)) = 1[0, yn]ll = dist((0, yn), Va) = q.
Daraus folgt
120 (0, g )1 < 1100, y0)] <1

Betrachte die Einbettung
PY:Y_>Z7 y'_)(oay)

und setze
Yy =zn0Py €Y’

Es ist

Yn(y) = 2, 0 Py (y) = 2,((0,%)). (7.5)

Sei y’ € ker(A’). Nach Satz gilt

yn € R(A) = (ker A') .

Ferner gilt

Y () = ' () = () & 20000, 90)) > ¢

=0
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und daher
Iyl —yll >q fiir alle y’ € ker A’

Daraus folgt
dist(y],, ker A") > q. (7.6)
Nebenrechung: Aufgrund von z/ |y, = 0 gilt
Zn((Ez, Az)) =0 = 2,,((22,0) + (0, Az)) =
also
2,((0, Az)) = —2,,((52,0)). (7.7)

Zuriick zum eigentlich Beweis. Fiir alle x € X gilt jetzt

Ay() = oy(Ar) B 22 (0, 42)) B —21 ((2a,0)),

also
Ay (@)] < [zl [[52]] < 5l
—~—
<1
Damit folgt schlieflich
[A"y, |l < & — 0. (7.8)

Angenommen, R(A’) ist abgeschlossen. Betrachte dann die Abbildungen A’ : Y’ — X’ und
A Y/ ker A" — R(A), A(y]) = Ay
Beide Abbildungen sind stetig und bijektiv. Nach Satz Korollar ist dann
(A1 R(A") = Y/ ker(A)

stetig. Betrachte ~ ~ R
(A)~H Ay, = (A) T A ([y]) = [yn).
——
—0

Aufgrund der Stetigkeit von (A’)~! folgt dann schlieBlich

Ilyalll = 0,
obwohl nach ([7.6)
[yl | = dist (gl ker ') >
Widerspruch! Also ist R(A’) nicht abgeschlossen und R(A’) ¢ R(A’) gezeigt. B

Satz 7.5 (vom abgeschlossenen Bild). Seien X,Y Banachrigume und A € L(X,Y).
Dann sind dquivalent:

()

R(
(i) R(A') ist abgeschlossen.
(
(

A) ist abgeschlossen.

(iii) R(A) = (ker A"), .
(iv) R(A’) = (ker A)~.
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Beweis. Zu (i) <= (iii)“: Das ist Satz (#i1).

Zu ,(iv) = (i1)“: Trivial.

Zu (i) = (iv)“: Wir beginnen mit ,D%. Sei also R(A) = R(A). Ferner sei 2’ € (ker A)~L.
Wir miissen zeigen, dass ' € R(A’), d.h. 2’ = T"y’ und das das heifit z’'(ker A) = 0.

Wegen ' € R(A’) gibt es ein v’ € (X/ker A)" mit

' = ogq,
wobei ¢ : X — X/U die Quotientenabbildung darstellt. Betrachte nun
A:X/ker A— R(A) = R(A), A([z]) = Az.
Dann ist A bijektiv und stetig und aus Korollar folgt die Stetigkeit von A~!. Setze

v = o (A)"! € R(A).

Nach Satz gibt es ein ¢’ € Y/ mit

Fir x € X folgt

(AY) (@) =y'( Az ) = Y (A([2])) = v'(A([z]) = v o (A) " o (A([a])) = o/ ([2]) = 2/ (=),
also

was zu zeigen war.
Nun zu ,,C“: Das folgt aus Satz (iv).

Zu (i) = (1)“: Jetzt kommen die Lemmata zum Einsatz. Betrachte also

Ryn i ={y €Y | Joex : [ly — Az[| < qllyll, [lz]| < nlly }-

Da R(A’) abgeschlossen ist, gibt es nach Lemma fir alle ¢ €]0,1[ ein ny, € N mit
R(A) C Ry, Daraus folgt

Aus Lemma [7.1] folgt schlielich
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7.5 Der Fixpunktsatz von Brouwer

In diesem Abschnitt mochte ich einen Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatz mittels Hilfs-
mitteln aus der Variationsrechnung geben, mit deren Methoden wir uns jetzt vertraut ma-
chen wollen.

7.5.1 Ein Ausflug in die Variationsrechnung
Notation. Seien m,d € N. Wir schreiben fiir
1. Matrizen: P = (p}) € R™*?, wobei obere Indizes Zeilenindizes bezeichnen.
2. Vektoren: z = (z%) € R™ und z = z; € R%.
3. Gradient von w = (w!,...,w™) : R? — R™: Vw = (9;w'); ;.
4. Ableitung von einer Funktion L(P, z) nach den einzelnen Komponenten:

DPL:(Lp%a“-aLpQ”) bzw. DZL:(Lzl,...,Lzm).

Definition 7.3 (Energiefunktional, Lagrangefunktion). Seien Q2 C R? ein glattes
Gebiet und

L:R™4xR™"xQ R, L=L(Pzzx)=Lp,.. . p0 2. .., 2" ..., zq)

eine glatte Funktion. Eine Abbildung der Form

E:R" >R, FEWw):= /QL(Vw(x),w(:r),o:)d:z: (7.9)

heifit Energiefunktional und L heifit die Lagrangefunktion des Energiefunktionals F(.).

Problem. Sei g : 92 — R™ eine glatte Funktion. Suche das Minimum des Energiefunktio-
nals (7.9) unter allen glatten Funktionen w : Q2 C R — R™ mit

w=g auf O (7.10)

Lemma 7.4 (Euler-Lagrange-Gleichungen). Sei u = (u',...,u™) ein glattes Mini-
mum von (7.9) unter allen glatten Funktionen, die (7.10)) erfillen. Dann ist u Lisung der

Euler-Lagrange-Gleichungen

d
L,«(Vu,u,x) = Zaj(ka(Vu,u,x)) inQ k=1,...,m. (7.11)
J
j=1
Beweis. Sei v = (v!,...,0™) € C§°(£2). Definiere

i:R—R, (1) :=E(u+Tv).

Weil v auf dem Rand verschwindet, erfiillt auch v + 7v die Randbedingung (7.10). Da u
Minimum ist, muss ¢'(0) = 0 sein. Nach Definition gilt

i(T)z/L(Vu—I—TVv,u—i-Tv,x)dx
Q
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und damit konnnen wir nun die 1. Variation berechnen:

d
gy
(r) = dr

-,

Aus ¢/(0) = 0 folgt dann

d
/L(VU—FTVU,U—FTU,I)CZZ‘:/ d—L(Vu—FTVU,u—FTv,z)dx
o ar

ZLP Vu + 1V, u + v, 2)0;0" +ZLkVu+TVv u+ v, )" | da.
j=1k=1 k=1

M&D

m m

d
O:/ Z k(Vuumav +ZLkVuuac)k dx.
2\ j=1k=1 " k=1

S

Partielle Integration ergibt

0 —/ ZZ —0;(Lyx (Vu, u, ))v" + Z (Vu,u, z)o" | da
Q\j=1k=1 ’ k=1
m d
:/ ka Z—aj(L v(Vu,u, ) + Lk (Vu,u,z) | do
Q=1 j=1
Diese Gleichung muss fiir alle v € C§°(Q2) gelten. Das geht aber nur, wenn
d
- Zﬁj(Lp@(Vu,u,:c)) + L (Vu,u,z)o* =0 inQ, k=1,...,m
j=1

Definition 7.4 (Null-Lagrange-Funktion). Die Funktion L heiit Null-
Lagrangefunktion, wenn die zugehérigen Euler-Lagrange-Gleichungen (7.11)) fiir alle
glatten Funktionen erfiillt sind.

Wir werden jetzt zeigen, dass der Wert des Energiefunktionals E(w) nur von den Randwerten
der Funktion w abhéngt:

Satz 7.6. Sei L eine Null-Lagrangefunktion und seien w,u zwei glatte Funktionen mit
u=1a auf 0.

Dann gilt schon

Beweis. Definiere j : [0,1] — R durch

Dann ist
d m
= / Z Z (TVu+ (1 —7)Va,7u+ (1 — 7)a, x)(@iuk _ al.ﬂk)dx
=

+ / Z w(TVu+ (1= 7)Va, ru+ (1 — 7)a, x)(u® — a%)dx
Qi
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Mit partieller Integration und wegen der Tatsache u = % auf 02 folgt

d

F =3 / (=S 0Ly (rVu + (1= 7) Vi, 7u + (1 — 7)i, 7))
k=172 =1
+ L (tVu+ (1 — 7)Vi,mu + (1 — 7)i, 2)) (u* — a*)dz.

Nun ist 7u + (1 — 7)@ eine Loésung der Euler-Lagrange-Gleichungen, d.h. es gilt j/(7) = 0
und somit ist j konstant. Es folgt sofort E(u) = E(4), wenn man 7 = 0 und 7 = 1 setzt. [

Definition 7.5 (Kofaktormatrix). Sei A € R4*? eine Matrix. Dann heifit
cof A

die Kofaktormatriz, deren (k,i)-ter Eintrag aus der Determinante der (d — 1) x (d — 1)
Matrix A¥ besteht, die man durch Streichen der k-ten Zeile und der i-ten Spalte erhiilt,
d.h.

(cof A)F = (=1)"** det AF.

Beispiel 7.3.

Weiter gilt

Auf der anderen Seite ist

T (-2 0
A”cof A= < 0 —9)°
also gilt
(det A)T = AT (cof A). (7.12)
Dieser Sachverhalt gilt ganz allgemein fiir Matrizen A € R?*? (vgl. lineare Algebra).
O
Wir bereiten mit einem Lemma den Satz von Landers-Ball vor:
Lemma 7.5. Seiu: R4 — R? eine glatte Funktion. Dann gilt
d
Z@i(cofVu)f =0, k=1,...,d.
i=1
Beweis. Nach (7.14)) gilt fiir P € R4 und i,j =1,...,d
d
(det P)d;; = > pf(cof P)¥. (7.13)
k=1
Daraus folgt fiir r,s = 1,...,d, wobei klar ist, dass i = j = s gewéhlt werden kann:
ddet P zd:(s (cof P)* + w0 cof P)k (cof PY” + Zd: k(_l)k+j8(detP)’§
op; = S ST op;
=0
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Also ist

Odet P
dp"

S

= (cof P)". (7.14)

Setze nun P = Vu = (V;u*); ;. Dann haben wir also

d
=) (0u")(cof Vu)¥  und M:(cofvu);. (7.15)

(det Vu)
et Vu) ARG

k=1

Differenziere nun den linkes Ausdruck von (7.15)) nach z;. Auf der einen Seite erhalten wir
so mit Zuhilfenahme des rechten Ausdrucks von (7.15])

d d

0y (det Vu)diy = S 5”Wa D" = 3 b5 (cof Vu)ld;0.u"

r,s=1 r,s=1

und auf der anderen Seite

0; Z@u cofVu Z@@u cofVu) + 0;u”0; (cofVu)

k=1 k=1
Summieren iiber j = 1,...,d ergibt zusammenfassend
d d
> Gij(cof Vu)[0;0.u" = > 0;0:u" (cof Vu)¥ + 9;u"9; (cof Vu)¥
j,r,s=1 k,j=1

Umstellen ergibt fiir i =1,...,d

d d
Z Oiu*d;(cof Vu)k = N 6ij(cof Vu)[0;0,u” — Y 9;0,u”(cof Vu)¥
,s=1

k,j=1 gr k,g=1
d d
Z cof Vu)9;0su” — Z 9;0;u (cof VU)? =
r,s=1 k,j=1

Folglich erhalten wir fiir i = 1,...,d

d

Z(‘?u Z(’?j cof Vu) =0.
j=1

Also ist der Vektor (Z?:l 0; (cof vu)?)k:l,...,d eine Losung des linearen Gleichungssystems
ATy =0 mit A = Vu. Sei 7o € R%.

1. Fall: det Vu(zg) # 0. Dann folgt sofort die Behauptung

d
Zaj(cof Vu(xo));‘? =0, k=1,...,d.
j=1
2. Fall: det Vu(zg) = 0. Wihle dann ¢y > 0, so dass det(Vu(xo)+el) # 0 fiir alle 0 < € < e.
Fiihre obige Rechnung mit 4 := u 4 ex aus. Nach Grenzwertiibergang ¢ — 0 folgt die
Behauptung. O

Satz 7.7 (Landers (1942), Ball (1976). Die Determinante
L(P)=detP, P eR¥

st eine Null-Lagrangefunktion.
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Beweis. Wegen den Euler-Lagrange-Gleichungen (Lemma miissen wir nur zeigen, dass
fiir jede glatte Funktion u : Q — R? gilt:

d
> 0(Ly(Vu) =0, k=1,....d

i=1
Aufgrund von (7.14) wissen wir aber, dass
Ly (Vu) = (cof V)i, ik=1,....d.
Die Behauptung folgt somit aus Lemma [7.5] O

Fiir den néchsten Abschnitt benotigen wir noch einige Begriffe:

Definition 7.6 (Glittungsoperator, Faltung). Gegeben sei eine nichtnegative Funk-
tion J € C§°(2) mit den Eigenschaften

(i) J(z) =0, falls |z| > 1,
(ii) fga J(2)dz = 1.
Fiir € > 0 ist der Gldttungsoperator definiert durch

Je(z) := e_dJ(%).

Je besitzt die Eigenschaft (i4) und es gilt supp(Je) C Bc(0).

Die Konvolution

(o la) = [ e =) i),
welche fiir Funktionen f definiert ist, fiir die die rechte Seite Sinn macht, heifit Regulari-
sierung von f.

Beispiel 7.4. Ein typisches Beispiel fiir J ist

J(z) = kexp(—ﬁ)7 falls |z| <1
0, falls |z| > 1,

wobei k eine Normierungskonstante ist

Wir werden im néchsten Abschnitt auch noch den folgenden Satz benétigen:

Satz 7.8. Sei Q ein gebiet des RN und sei w : RN — R auferhalb von Q identisch Null.
Weiter sei € > 0. Dann gilt fir w € C(Q) und realtiv kompaktes K C Q:

lim Jow(z) =w(x) gleichmiffig auf K.

e—0

Den Beweis verschieben wir ins néchste Semester, da wir diesen Satz noch im Zusammenhang
mit Sobolevriume bendtigen werden und diese Rdume sind gerade Bestandteil des Moduls
FUNKTIONALANALYSIS II.

223



7.5.2 Der Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes

Mit den Resultaten aus dem letzten Abschnitt haben wir nun endlich alle Werkzeuge zu-
sammen, um den entscheidenen Satz zu beweisen:

Satz 7.9 (Fixpunktsatz von Brouwer, 1912). Jede stetige Abbildung
¢ : B1(0) c RN — B1(0)

besitzt mindestens einen Fixpunkt.

Beweis. 1. Schritt: Es gibt keine glatte Funktion

w: B1(0) — 0B1(0),

so dass fiir alle z € 9B;(0) gilt
w(x) = x.

Angenommen, solch eine Funktion w existiert doch. Dann sei @ die identische Funktion auf
B;(0), d.h.

w(x) =2 fir alle x € B1(0).

Dann gilt auch

w(z) = w(z) fiir alle z € 9B;1(0).

Nun ist die Determinante nach Satz [7.7] eine Null-Lagrangefunktion und daher liefert der
Satz

/ det Vwdx = / det Vw dz = vol(B) # 0. (7.16)
B ~——

B 1

Wir erinnern uns daran, dass
w(x) € 0B1(0) = {y e RY | [y| =1}
und daher ist |w(z)|* = 1. Differentiation dieses Ausdrucks ergibt

(Vw)Tw =0,

d.h. 0 ist ein Eigenwert von (Vw(x))7 fiir alle € B;(0), denn w ist Eigenvektor, da |w| = 1,
also w # 0. Daher folgt

det(Vw(z) — 0w(x)) = det(Vw(z)) = 0.
Widerspruch zu (7.16)).

2. Schritt: Es gibt keine stetige Funktion

w: B1(0) — 0B1(0),

so dass fiir alle z € 9B;(0) gilt
w(x) = x.

Angenommen, solch ein w existiert doch. Dann setzen wir w durch w(x) = z fiir x €
R” \ B1(0) auf ganz RY fort. Daraus und wegen w(z) € 9B1(0) folgt |w(x)| > 1, also
insbesondere w(z) # 0. Sei € > 0. Definiere

we(x) = Je * w.

Wir kénnen sogar w, so wihlen, dass w.(z) # 0 auf ganz R™:
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e Fiir z € RY \ By(0) und € > 0 klein genug gilt

we() = /B et )y = / el = )y

€

— / Je(|yl)dy + / To(lyl)ydy = .
Be(0) B.(0)

e

=1 =0

(7.17)

Das eine Integral ist = 0, weil Je(|y|) eine radialsymmetrische Funktion und y eine

antisymmetrische Funktion ist.
Wegen
we(x) =z fiir alle z € R™ \ By(0)
gilt demnach fiir diese « die Abschitzung |we(x)| > 2.
e Nach Satz [7.3] gilt

lim we(z) = w(z) fiir alle x € By(0).

e—0

Wihle dann 6 = 3 [w(z)| > 0, da w(x) # 0. Dann gilt fiir alle z € By(0)

[w(z)| = [we(2)] < [w(z) —we(z)] <6 = |we(z)] = [w(z)

Es gibt also in der Tat ein geniigend kleines € > 0, so dass

|we(x)| > fiir alle z € R",

1
2
also insbesondere w,(z) # 0.

Betrachte nun die glatte(!) Abbildung

@ : B2(0) — 9B5(0), w(x) = fj(%ﬁ

Fiir alle x € 0B5(0) gilt dann

(I8 2% 2c89B:(0) 2
el 2

Widerspruch zu dem Resultat aus Schritt 1!
3. Schritt:

Angenommen, die stetige Funktion ¢ : B1(0) — B;(0) besitzt
keinen Fixpunkt. Definiere die Abbildung w : By (0) — 9B1(0)
dadurch, dass w(z) der Punkt auf 9B;(0) ist, der vom Strahl,
der aus ¢(x) startet und durch x geht, getroffen wird. Wir be-
merken, dass w wohldefiniert ist, da stets ¢(x) # z fiir alle
x € B1(0) gilt. Offensichtlich ist

w(z) =2 fiir alle x € 0B;(0).

Weiter ist w stetig. Widerspruch zu dem Resultat aus Schritt 2! Fertig.
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7.5.3 Der Satz von Kakutani

In Kapitel[6] bzw. in Beispiel[6.1] haben wir gesehen, dass der Brouwersche Fixpunktsatz nicht
in unendlich-dimensionalen Rdumen funktioniert. Selbst mit zusétzlichen Voraussetzungen
an den Raum bekommt man keine Verbesserung:

Satz 7.10 (Kakutani, 1943). Sei H ein unendlich-dimensionaler separabler Hilbertraum.
Dann gibt es eine stetige Abbildung f : H — H, die die abgeschlossene Einheitskugel in
sich selbst abbildet und keinen Fixpunkt besitzt.

Beweis. Da H separabel ist, gibt es nach Satz eine Orthonormalbasis (y,)nez von H,
d.h. es gilt

(Yn, Ym) = Opm  fiir alle n,m € Z. (7.19)
Definiere fiir alle n € Z die Abbildung
U:H*)Ha Yn = Yn+1-
Nach Satz [5.6] hat man fiir jedes € H die Darstellung
T = Z QiYi,
wobei
> = Parseval
> lail= Y7 (g E ol < oo, (7.20)
Wir kénnen daher die Abbildung U erweitern auf beliebige Elemente z durch

U(l‘) = Z QY541 (7.21)

Zuniichst ist U linear, denn fiir z,y € H und A\, u € K gilt
Uz + py) = U(X Z Qi+ [ Zﬂiyi) = U(Z()\ai + 1Bi)yi)
= Z(AO@ + 1Bi)yit1 = A Z OYit1 + ;LZ Biviy1 = AU (x) + pU(y).
Weiter ist U beschrankt, weil
U@)]? = (U(2),U(x)) = O aimir1, Y ajyss1)
i J
=D i) aj(Yit1,Yj41) = i < 0.
O WNBERES>
Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass U stetig ist. Auflerdem bildet U die Menge
Sp={xeH]||z|=r}, 0<r<oo,

in sich selbst ab, weil fiir z € S, gilt gerade

|U(x)|2 _ Z |a2|2 Pargval ‘x|2 _ T2.
%

Definiere jetzt
fz) = 5(1 = [z])yo + U(z).
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Offensichtlich ist f stetig und bildet die Kugel B;(0) in sich selbst ab, denn fiir alle z € H
mit |z| <1 gilt

[f(@)] < 51 =z]) Jyo| +|U(2)] = 31— |2]) + |2] < 1.
\:,1/ =|z|

Angenommen f hat auf B;(0) einen Fixpunkt, d.h. es gibt ein z¢ € B1(0) mit f(zo) = zo.
Das kann man schreiben als

zo — U(zo) = (1 — |zo])vo. (7.22)
Wir untersuchen drei Falle:
1. Fall: 9 = 0. Dann folgt aus der Widerspruch
0= 30,
denn yg # 0 als Basisvektor.
2. Fall: |zo| = 1. Aus ergibt sich dann
xo = U(xg) (7.23)

Fiir 2o = 3. oyy; gilt auBerdem Y |o;|* = 1, d.h. oy # 0 fiir mindestens ein i € Z. Mithilfe

von ([7.21)) ergibt sich (7.23)) zu
o0 o0
Z QY = Z QiYit1-
Jetzt bilden wir das Skalarprodukt mit y;, j € Z, und erhalten
aj =aj_q firalle j € Z.
Damit sind alle o gleich, also etwa a; =: @ # 0 und daher
2 2
Sl = laf’ =00 #1.
j€z JEL
Widerspruch!

3. Fall: 0 < |zo| < 1. Sei dazu 2o = 3. ayy;. Dann muss wieder 3 |oy|* < 1 gelten. Wir
setzen nun den Ausdruck fiir zg in (7.22)) ein und kriegen

> (e — aica)yi = $(1 = |ao|)yo-

i€
Daraus folgt
ag—a; = (1 —|zo|) >0,
a; =1, 1#0.
Insgesamt ergibt sich damit
=9 =a1<oq=01=...

und daher der Widerspruch

Z |l ]? = 0.

=Y/
Wir stellen fest, dass wir in allen drei Féllen einen Widerspruch erhalten. Damit muss die
Annahme falsch sein und f hat doch keinen Fixpunkt. O
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