Lésungsskizze zum 7. Ubungsblatt

2. Aufgabe (5 Punkte)
Sei X ein normierter R-Vektorraum und U,V C X Unterrdume. Zeige: Ist U abgeschlossen und
V' endlichdimensional, so ist W := U + V ein abgeschlossener Unterraum von X.

Hinweis: Induktion iiber die Dimension von V.

Beweis:
Offensichtlich ist W ein Unterraum, zeige also noch die Abgeschlossenheit von W.
Da dimV = n < oo, gibt es eine Basis {v1,...,v,} von V. Untersuche nun die folgenden rekursiv

definierten Unterrdume auf Abgeschlossenheit:
Wo:=U, W,;:=W,_1+span{v;} firi=1,...n.

Nach Voraussetzung ist Wy abgeschlossen.
Sei nun W;_1 abgeschlossen. Ist v; € W;_1, so ist W; = W;_1 bereits abgeschlossen.
Sei also v; € X \ W;_1, dann ist

Wi={s+ ;| s € W;_1, A € R}.
Zeige nun fiir eine Folge (wy,), € W; mit w, 2%, w, dass w € W;. Da wy, € Wi, ist
Wy, = Sp + A\yv; Vn €N
Da W;_; abgeschlossen ist und v; € X \ W;_1, gilt nach dem Satz von Hahn-Banach:
dpe X' @}Wi_l =0 und ¢(v;) = d(v;, Wi_1) > 0.

w(v)
w(v;)?

Setzt man nun ®(v) = so gilt

o e X/, @\W;l =0 und ®(v;) = 1.
Dann gilt aufgrund der Stetigkeit von ®

An = B(sn) A @(v;) = B(wy,) — B(w) =: A €R
=0 =1

und wegen der Abgeschlossenheit von W;_1, (s,)n C Wi

n—oo
Sp = Wy — ApUi —— w — Av; =: s € W;_1.

Folglich ist w = s + \v; € W;_1 + span{v;} = W; und somit ist W; abgeschlossen.
Also erhalten wir insbesondere die Abgeschlossenheit von W = W,,. O



