TUTORIUMSAUFGABEN

1. Aufgabe
Sei 1 <p<oound K C P. Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) K ist || - ||,-relativ kompakt.
(ii) K ist beschrankt und
oo
- 1P —
Jim 3 il =0
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gleichméBig fiir alle (x;); € K.
Beweis:
(i)= (i)

Da K relativ kompakt ist, ist K kompakt, also insbesondere beschrinkt. Folglich ist auch K C K
beschrankt. Sei € > 0. Zeige nun noch, dass ein N € N existiert, so dass

Z]wﬂp <e Vn>NundV(z;); € K.

=n

Da K relativ kompakt ist und in dem vollsténdigen Raum (€7, ||-||,) liegt, ist K auch prékompakt
(totalbeschrénkt) und folglich gilt:

D) e K C B9,
j=1

Sei nun (x;); € K beliebig. Dann existiert also ein j € {1,...,m}, so dass
@i = (=)illE < e.
Somit erhalten wir
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D, 290, = (@@, 0,0 )
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Daher existiert fiir jedes j € {1,...,m} ein N; € N, so dass » .~ \zl(j)]p < ¢ fiir alle n > Nj.
Wihle nun N = max{N; | j € {1,...,m}}, dann gilt:

Z‘Zz(j)’p <e Vn>NundVje{l,...,m}.

Eingesetzt in (1) folgt

[ee]
> il <3P ¥n > N.
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Da dieses N nur von € (und nicht von (x;);) abhéngt, folgt die gleichméssige Konvergenz

o0
Z ]a;z]p REmEN 0 V(a:z)I € K.
i=n
(if)= (i)
Wir wollen nun zeigen, dass K || - ||-relativ kompakt ist, d.h. dass jede Folge aus K eine (in 7,
nicht notwendigerweise in K!) konvergente Teilfolge besitzt.
(n)y

Sei also (x; ')nen eine Folge aus K, gliedweise Darstellung:

@) = @2 0 ek
(:L‘Ez))i = (:L‘§2), x§2),x§2), .
(xl(-r))i = (IL‘Y),:EgT),I'gT), .. EK
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Betrachte nun die vertikalen Zahlenfolgen (z7)nen, (xén))neN usw. und wende auf diese das
Diagonalfolgenprinzip an:
Da (mz(n))Z € K fiir alle n € N und K beschrénkt ist, gilt H(xgn))ZHg =32 \azgn)|p < oo fiir alle

n € N, also insbesondere ’$£n)| < oo fiir alle ¢,n € N. Da somit auch die Zahlenfolgen (:cgn))neN,

(azgn))neN usw. beschrankt sind, kénnen wir den Satz von Bolzano-Weierstrafl auf sie anwenden.
Wir erhalten also sukzessive:
(xgn))neN besitzt eine konvergente Teilfolge, d.h. es existiert ein z; € K und eine Indexmenge

My = {n" | k € N} mit o)
1
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lim x, =7.
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Betrachte nun (xg") Jne,cn- Mit gleichem Argument besitzt auch (xgn))ne M, eine konvergente
Teilfolge, d.h. es gibt ein z3 € K und eine Indexmenge My = {n,(f) | k € N} C M mit

(2)
lim :C2<nk ) = 29.
k—oo

Da M, C M, gilt aber auch

(2)
lim x1<nk ) = 2.
k—oo

Iteration dieses Verfahrens liefert fiir » > 2:
(a:,(nn))ne M,_, besitzt eine konvergente Teilfolge, also existiert ein 2z, € K und eine Indexmenge

M, = {n,(:) | k€ N} C M,_q, so dass
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lim z, =2z und lim xy =z fur alle m <.
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Darstellung der Ergebnisse des Verfahrens:
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Wahlt man nun die Diagonalelemente aus den obigen Indexmengen, also M := {nk | k € N},
so gilt offensichtlich
()

Wir haben somit eine Teilfolge von (:UE ))neN gefunden, die gliedweise gegen ein (z;); konvergiert.
Nun bleibt noch zu zeigen, dass

lim z, =z VieN.

k—o0
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(k)>
(2i); € €7 und H( Jken — (2i)illp — 0.

Sei also € > 0. Nach Voraussetzung existiert zu jedem k € N ein N € N, so dass

(k)
Z|x |p<e VYn > Np. (2)

Also gilt insbesondere fiir alle k € N:

(k)
|xl.("k )|P <e Vi> Ny,
d.h. also
(m7) _
lim x; =0 Vi>Ng

k—o00

Die Eindeutigkeit des Grenzwertes liefert dann z; = 0 fiir alle ¢ > Nj und daher sofort
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( p:Z|Zi|p:Z‘Zi|p<OO = (z;); € P
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Weiterhin liefert die gliedweise Konvergenz der Teilfolge zu jedem ¢ € N ein K; € N, so dass

|$(n§“k>> — Z4|P < _ & Vk> K (3)
i ? Nk _ 1 - 7°
Wihle nun K = max{K; | ¢ € {1,..., Ny — 1}}. Dann gilt nach (2) und (3) fiir alle k > K:
n§f>) 00 (n,(f) N1 (k) (k>
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Es folgt das gewiinschte Resultat

(k)
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keN — (2i)i ”p —0

und die relative Kompaktheit von K ist bewiesen. ]



