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1. Aufgabe (3 Punkte)
Sei X ein Vektorraum mit dquivalenten Normen || - ||; und || - ||2. Zeige, dass die durch diese
Normen erzeugten Topologien iibereinstimmen.

2. Aufgabe (7 Punkte)
Fiir 0 < p < 1 betrachte den Raum ¢P(N) = {(@p)nen | D peq [2n|P < 00}. Beweise die folgenden
Aussagen:

a) (P(N) ist ein Vektorraum.

b) Wird durch

dp((@n)ns (Yn)n) = Z [Tn = ynl” fr (zn)n, (Yn)n € L°(N)

n=1

eine Metrik auf ¢P(N) definiert, so ist ’(N) mit der von d, induzierten Topologie ein
topologischer Vektorraum.

c) P(N) ist kein lokal konvexer Vektorraum.

d) Der topologische Dualraum von ¢P(N) ist {0}, d.h. & : //(N) — R ist genau dann ein
stetiges lineares Funktional, wenn ® = 0.

3. Aufgabe (4 Punkte)
Sei (M )nen € €°° und 1 < p < co. Zeige, dass der durch

M((xn)nEN> = (mnxn)nENy (mn)neN e’

gegebene Operator M : P — (P wohldefiniert und beschrénkt ist. Bestimme weiterhin ||M||.

4. Aufgabe (6 Punkte)
Betrachte den Raum der reellen Polynome R[z] mit der Norm
[ [ Rlz] = [0,00), lpll:= sup |p(x)].
z€[—1,1]

Sei weiterhin zu jedem x € R die Punktauswertung f, : R[z] — R, f.(p) := p(x) gegeben.



a) Zeige, dass f, fiir alle z € [—1, 1] ein beschrénktes (und somit stetiges) lineares Funktional
ist und berechne ||p,|| fiir die Monome py(z) = 2™ (n € N).

b) Zeige, dass das lineare Funktional f, fiir alle # € R mit || > 1 nicht beschrénkt ist.

c¢) Sind die folgenden Operatoren beschrinkt? Beweise deine Aussage.

S :Rlz] — Rlz], p+ plx—1),
D :R[z] = Rlz], p—7,

[ Rl — R, I(p)(x) = /_ 1 p(t) dt.

(Gesamtpunktzahl: 20 Punkte)



