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1. Aufgabe (5 Punkte)
Seien X und Y Banachräume und A : X → Y eine lineare Abbildung. Zeige, dass die folgenden
Aussagen äquivalent sind:

(i) A : (X, ‖ · ‖X) → (Y, ‖ · ‖Y ) ist stetig

(ii) A : (X, σ(X, X ′)) → (Y, σ(Y, Y ′)) ist stetig

(iii) Für alle ϕ ∈ Y ′ ist ϕ ◦A ∈ X ′.

2. Aufgabe (5 Punkte)
Sei X ein normierter Raum. Eine Folge (xn)n∈N ⊆ X heißt schwache Cauchyfolge, wenn die
skalare Folge (ϕ(xn))n∈N ⊆ K für alle ϕ ∈ X ′ eine Cauchyfolge ist. Beweise die folgenden
Aussagen:

a) Jede schwache Cauchyfolge ist beschränkt.

b) Ist X ein reflexiver Banachraum, so ist jede schwache Cauchyfolge schwach konvergent.

3. Aufgabe (7 Punkte)
Sei 1 < p < ∞. Zeige, dass eine Folge (x(n))n∈N ⊆ `p genau dann schwach gegen ein x ∈ `p

konvergiert, wenn
sup
n∈N

‖x(n)‖p < ∞ und lim
n→∞

x
(n)
k = xk ∀ k ∈ N.

Zeige weiterhin anhand eines Beispiels, dass diese Aussage für p = 1 falsch ist.
Hinweis: Verwende die bereits bewiesene Tatsache (`p)′ ∼= `q mit 1 = 1

p + 1
q .

4. Aufgabe (3 Punkte)
Sei 1 < p < ∞ und S = {x ∈ `p | ‖x‖p = 1}. Beweise die folgenden Aussagen:

a) S ist abgeschlossen, aber nicht konvex in `p.

b) S ist nicht schwach abgeschlossen.

(Gesamtpunktzahl: 20 Punkte)


