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1. Aufgabe (7 Punkte)
Sei X ein Banachraum und (f,), € X’ eine Folge. Beweise die folgenden Aussagen:

a) Es gilt genau dann f,, —* f € X', wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Es gibt ein K > 0, so dass || f,| x < K fiir alle n € N.

(ii) Es existiert eine dichte Teilmenge A C X, so dass (f,(z)), fiir alle x € A eine
Cauchyfolge ist.

b) Ist (fn)n eine schwache® Cauchyfolge, d.h. ist (f,(x)), fiir alle x € X eine Cauchyfolge, so
ist (fn)n konvergent.

2. Aufgabe (5 Punkte)
Sei X ein reflexiver normierter Raum und () # K C X abgeschlossen und konvex. Zeige, dass zu
jedem x € X eine “beste Approximation” in K existiert, d.h.

Vee Kdye K: |z—y| =d(z, K) =inf{||lzr—z||z¢e K}.

Hinweis: Betrachte zundchst eine Folge (yn)n € K mit ||x — y,|| — d(z, K).

3. Aufgabe (8 Punkte)
Sei X ein Banachraum. Eine Folge o = (z,,),, C X heisst separierend, wenn X = lin{z,, | n € N}
und ||z,|| = 1 fiir alle n € N. Durch eine solche Folge wird wie folgt eine Norm auf X’ definiert:
— 1
1£le =3 ulflml. fex'

n=1
Beweise fiir separierende Folgen o = (x,,), mit zugehoriger Norm || - ||, die folgenden Aussagen:

a) Ist (fn)n € X' (norm-)beschrinkt und f € X', so gilt
fn="f = an_fHO'_)()'

b) Bx: ={f € X' || fllx» <1} ist kompakt in (X', - ||s)-



c) Sei (yn)n € X mit y, — 0. Dann existiert zu jedem € > 0 ein N € N, fy € Bxs und 6 > 0,
so dass fiir alle f € X' gilt:

Nf=folle <6 = |f(yn)|<e VYn>N.
Anleitung: Zeige zundchst, dass die Mengen
A ={f € Bx/ | |f(yn)| <eVn >k}

fiir alle k € N abgeschlossen in (X', || - ||») sind und verwende anschliessend den Satz von
Baire.

(Gesamtpunktzahl: 20 Punkte)



