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9. Ubung Wahrscheinlichkeitstheorie 1

(Konvergenzen, Normalverteilung, Markovprozesse)

Hausaufgaben

1. Aufgabe (5 Punkte)
Es sei (X,,)n>1 eine Folge unabhéngiger nichtnegativer Zufallsvariablen. Zeige,
dass folgende Aussagen #dquivalent sind:

(a) D7 X, <oofs,

n=1

(b) T (P(Xn > 1)+ E(Xn1Xn§1)> < 0,

(c) >0, E(lf—)’(‘n> < 00.

2. Aufgabe (5 Punkte)

(a) Es sei (X3, X3) ein zweidimensional normalverteilter Zufallsvektor, das
heifit, dass A1 X7+ A\ X, fiir alle A;, Ay € R eindimensional normalverteilt
1st.

Zeige, dass, falls X; und X, unkorreliert sind, X; und X, sogar un-
abhéngig sind.

(b) Nun setzen wir nicht mehr voraus, dass (Xi, X3) zweidimensional nor-
malverteilt ist, sondern nur, dass X; und X5 jeweils eindimensionale nor-
malverteilte Groflen sind. Gilt immer noch die Implikation, dass, falls Xy
und X, unkorreliert sind, X; und X, sogar unabhéngig sind?



3. Aufgabe (5
Es sei X, X7, ... eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit P(X;

P(X;=1)=1/2. Firn € Nund 3 € (0,1) seien

Punkte)

Zgp=(1—p%)"2 Zﬁka und  Zz = lim Zg,,.

n—o00
k=0

(a) Zeige, dass Zz fast sicher endlich ist.
(b) Bestimme die charakteristische Funktion von Zgs,, und von Zj.

(c) Zeige, dass Zg fiir f — 1in Verteilung gegen eine standardnormalverteilte
Zufallsvariable konvergiert.

Anleitung zu (c): Betrachte Approximationen von ¢z, (t) fiir feste 3. Las-
se dann erst n gegen unendlich gehen um eine Approximation von ¢z, (t) zu
erhalten. Schliellich kann der Grenzwert fiir § — 1 bestimmt werden.

4. Aufgabe (5 Punkte)

Es seien X, X1, ... unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariable mit Werten
in Z. Weiter sei Y,, := max {Xg, X1,..., X, } firn € No. Zeige, dass Y := {Y,:
n € N} eine Markovkette auf Z ist und bestimme ihre Ubergangsmatrix.

Gesamtpunktzahl: 20



