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1.Übungsblatt

Abgabe vor den Tutorien am 28. / 29. April.

Aufgabe 1.: 5 Punkte

Es sei Ω eine beliebige (nichtleere) Grundmenge und R ein Ring über Ω, µ : R → [0,∞] ein
Inhalt. Zeige die folgenden Behauptungen.

(i) Sind A,B ∈ R und A ⊂ B, so ist µ(A) ≤ µ(B) (Monotonie des Inhalts).

(ii) Sind An ∈ R, n = 1, . . . , N , so ist µ
(

∪N
n=1An

)

≤
∑N

n=1
µ(An). (Subadditivität des

Inhalts).

(iii) Es gelte limn→∞ µ(An) = 0 für jede Folge (An) ⊂ R mit An+1 ⊂ An, n ∈ N, und
⋂

n∈N
An = ∅. Dann ist µ σ−additiv.

Aufgabe 2.: 5 Punkte

Es bezeichne ∆ die symmetrische Differenz von Mengen, also A∆B := (A\B) ∪ (B\A).

(a) Es seien nun A,B,C beliebige Teilmengen einer Grundmenge Ω. Zeige die folgenden
Behauptungen.

(i) (A∆B)∆C = A∆(B∆C).

(ii) Ac∆Bc = A∆B.

(b) Es sei R ein Ring über einer Grundmenge Ω und µ ein Inhalt auf R. Zeige, daß

d(A,B) := µ(A∆B), A,B ∈ R

eine Halbmetrik1 auf R definiert.

Aufgabe 3.: 5 Punkte

Es sei (An)n∈N eine Folge von Teilmengen einer nichtleeren Menge Ω. Der obere und untere

Mengenlimes der Folge (An) wird definiert durch

A∗ := lim inf
n→∞

An :=
⋃

m

⋂

n≥m

An,

A∗ := lim sup
n→∞

An :=
⋂

m

⋃

n≥m

An.

(i) Zeige A∗ ⊆ A∗ und zeige, daß Gleichheit im allgemeinen nicht gilt.

1Eine Halbmetrik erfüllt alle Axiome einer Metrik mit einer möglichen Ausnahme: Aus d(A, B) = 0 folgt
nicht notwendigerweise A = B.



(ii) Zeige, daß für monotone Mengenfolgen (d.h. A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ . . . oder A1 ⊇ A2 ⊇
A3 ⊇ . . . ) in (i) Gleichheit angenommen wird: A∗ = A∗.2

(iii) Wir bezeichnen mit χ
A

die charakteristische Funktion von A, also

χ
A
(x) :=

{

1, falls x ∈ A,

0 sonst.

Zeige, daß lim supn→∞ χ
An

(x) = χ
A∗(x) und lim infn→∞ χ

An

(x) = χ
A∗

(x) für alle
x ∈ Ω gilt.

Aufgabe 4.: 5 Punkte

Es seien G1, G2 nichtleere Mengen, Ai σ-Algebren über Gi, i = 1, 2 und f : G1 → G2.
Entscheide, welche der folgenden Mengensysteme Bi σ-Algebren über Ωi sind, i = 1, 2, 3, 4.

(i) Ω1 := [0,∞), B1 := {[a, b) | a ∈ [0,∞), b ∈ (0,∞]};

(ii) Ω2 := [0,∞), B2 := {A ⊆ Ω2 | ∃n ∈ N, A1, . . . , An ∈ B1,mit A =
⋃n

i=1
Ai};

(iii) Ω3 := G1, B3 := f−1(A2) = {f−1(A) |A ∈ A2};

(iv) Ω4 := G2, B4 := f(A1) = {f(A) |A ∈ A1};

2In diesem Fall schreibt man lim An = A∗ = A∗. In diesem Sinne konvergieren die Folgen (An) aus
Aufgabe 1(iii) monoton fallend gegen ∅.


