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1.Ubungsblatt

Abgabe vor den Tutorien am 28. / 29. April.

Aufgabe 1: 5 Punkte
Es sei Q eine beliebige (nichtleere) Grundmenge und R ein Ring iiber Q, u: R — [0, 00| ein
Inhalt. Zeige die folgenden Behauptungen.

(i) Sind A,B € Rund A C B, so ist u(A) < u(B) (Monotonie des Inhalts).

(i) Sind A, € R, n = 1,...,N, so ist u(UN_,A,) < S0 j(A,). (Subadditivitit des
Inhalts).

(iii) Es gelte lim, . u(A,) = 0 fiir jede Folge (A,) C R mit 4,41 C A,, n € N, und
MNnen An = 0. Dann ist p o—additiv.

Aufgabe 2: 5 Punkte
Es bezeichne A die symmetrische Differenz von Mengen, also AAB := (A\B) U (B\A).

(a) Es seien nun A, B,C beliebige Teilmengen einer Grundmenge ). Zeige die folgenden
Behauptungen.

(i) (AAB)AC = AA(BAC).
(il) A°AB¢ = AAB.

(b) Es sei R ein Ring iiber einer Grundmenge 2 und 4 ein Inhalt auf R. Zeige, daf
d(A,B) := u(AAB), A,B€R

eine Halbmetrik! auf R definiert.

Aufgabe 3: 5 Punkte
Es sei (Ap)nen eine Folge von Teilmengen einer nichtleeren Menge Q. Der obere und untere
Mengenlimes der Folge (A,) wird definiert durch

A, :=liminf A, =[] [ An,

n—oo
m n>m
N .
A* :=limsup A, := m U A,.
n—oo
m n>m

(i) Zeige A, C A* und zeige, dafl Gleichheit im allgemeinen nicht gilt.

1Eine Halbmetrik erfiillt alle Axiome einer Metrik mit einer moglichen Ausnahme: Aus d(A, B) = 0 folgt
nicht notwendigerweise A = B.



(ii) Zeige, dafi fiir monotone Mengenfolgen (d.h. A; C As C A3 C ... oder A} D Ay D
A3 D ...) in (i) Gleichheit angenommen wird: A, = A*.2

(ili) Wir bezeichnen mit X , die charakteristische Funktion von A, also

1, falls z € A,
Xalz) =

0 sonst.

Zeige, daf limsup,, ., X4, () = X4-(2) und liminf, . X4 (z) = X4, (z) fiir alle
x € Q) gilt.

Aufgabe 4: 5 Punkte
Es seien (1, Gy nichtleere Mengen, 2(; o-Algebren iiber G;, i = 1,2 und f : G; — Ga.
Entscheide, welche der folgenden Mengensysteme B; o-Algebren iiber 2; sind, i = 1,2, 3, 4.

() Q= [0,00), B, = {a,) |a € [0,00), b€ (0,00]};
(i) Qy:=[0,00), B,:={ACQ|InEN, Ay,...,A, € B, mit A=", A};
(i) Qoi=Gi, By = F1(A) = {f1(A)|A e W}

(iv) Qui=Ga, By = F(2) = {F(A) | A €A);

2In diesem Fall schreibt man lim A,, = A* = A,. In diesem Sinne konvergieren die Folgen (A,) aus
Aufgabe 1(iii) monoton fallend gegen 0.



