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Aufgabe 1: 5 Punkte
Es sei G C C offen und f : G — C. Ahnlich wie in der Vorlesung identifizieren wir kanonisch
G mit G C R2. Wir identifizeren weiter f mit f : G — C, f(:v,y) = u(x,y) + w(z,y) fir
(z,y) € G, wobei u(z,y) = Ref(x+iy) und v(z,y) = Im f(z+1y) ist. Es sei f differenzierbar.

Dann heissen - ~ ~ ~
dz " 20z oy’ dz = 2‘0xz Oy
Wirtinger-Ableitungen von f.

(i) Berechne die Wirtinger-Ableitungen fiir f(z) := |2|? als Funktionen von z.
ii) Zeige, daf stets daf _ df gilt.
dz dz

(iii) Zeige, dafl f genau dann holomorph ist, falls % = 0 gilt.

Aufgabe 2: 5 Punkte
Eine Menge G C C heifit wegzusammenhdngend, falls es zu je zwei Punkten in G eine in G
verlaufende Kurve gibt, die diese Punkte verbindet.

FEine Menge G C C heifit zusammenhdngend, falls fiir zwei offene Teilmengen A, B C C mit
GCAUBund ANG, BNG # ) stets AN BN G # 0 folgt.

Zeige, daf fiir offene Mengen G beide Begriffe dquivalent sind. Gilt dies auch, falls G nicht
offen ist?

Aufgabe 3: 5 Punkte
Es sei G ein Gebiet in C und f : G — C holomorph mit stetiger Ableitung. Weiterhin gelte
|f'(z) — 1] < 1 fiir alle z € G. Zeige, daB f injektiv in G ist.

Hinweis: Integriere ' — 1 entlang einer Strecke zwischen zwei beliebigen Punkten zg,2z1 € G.

Aufgabe 4: 5 Punkte
Wir betrachten die Potenzreihe Y7 2"

(i) Zeige, daB8 die Potenzreihe den Konvergenzradius 1 besitzt, also auf B(0,1) eine holo-
morphe Funktion f definiert.

(ii) Zeige, daf sich f nicht iiber B(0,1) hinaus holomorph fortsetzen 148t, dafl es also kein
Gebiet G C C, B(0,1) & G, und keine holomorphe Funktion g : G — C gibt, so daf
f =g auf B(0,1).
Hinweis: Zeige, daB fiir alle p/q € Q gilt: |f(re?™®/9)| — oo fiir r /' 1. Hierfiir zeige
zunichst, daB fiir z = re?™®/9 und fiir geniigend grofie n gilt: 2™ = r™ und betrachte
dann |f(2)].



