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Aufgabe 1: 12 Punkte
Eine holomorphe Funktion, die auf ganz C definiert ist, heisst ganze Funktion. Beweise die
folgenden Aussagen.

(i) Eine ganze Funktion f ist konstant, falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(a) f ist beschrénkt.
(b) Es gibt ¢ > 0 mit |f(z)| > ¢ fur alle z € C.
(c) Das Bild f(C) liegt nicht dicht in C.

(ii) Ist f eine ganze Funktion und gibt es a, R > 0, m € N mit
lf(2)| <alz|™ fur alle |z| > R,
so ist f ein Polynom vom Grade hochstens m.
(iii) Es gibt keine ganze Funktion f mit f(1/n) = n/(2n — 1) fiir unendlich viele n € N.

(iv) Bekanntlich kann jede ganze Funktion f in eine Potenzreihe um jeden Punkt zy € C
entwickelt werden. Verschwindet in jeder dieser Potenzreihenentwicklungen zumindest
einer der Koeffizienten, so ist f ein Polynom.

(v) Jedes Polynom hat mindestens eine (komplexe) Nullstelle.

Aufgabe 2: 4 Punkte
Es sei G C C ein Gebiet und f,g : G — C holomorph. Zeige, dafl die beiden folgenden
Aussagen &quivalent sind:

(i) Es gibt ein Polynom, p, so dal f = g+ p auf G gilt.
(ii) Es gibt einen Punkt a € G und N € N, so daB f(™(a) = ¢(™)(a) fiir alle n > N gilt.

Aufgabe 3: 4 Punkte
Es seien a,b > 0. Zeige

[ —.
o a2cos?(t) + b2sin®(t)  ab

durch Integration von 1/z entlang einer geeigneten geschlossenen Kurve.



