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Aufgabe 1: 4 Punkte
Ermittle, welche der folgenden Mengen Borel-mef3bar sind und berechne gegebenenfalls deren
(Lebesgue-Borelsches) Maf3.

A ={(z,y) €[0,1)? |z und y sind rational}
B = {(z,y) € [0,1)* | oder y sind rational}
C = {(x,y) € [0,1)* |z und y sind irrational}
D = {(z,y) € [0,1 | = y}.

Aufgabe 2: 4 Punkte
Es sei = (0,1)2. Fiir A C  definieren wir
N N
N(A) :=inf { > po(Ri)|3IN € N,Ry,..., Ry € Rmit AC | J R},
k=1 k=1

wobei R C P(Q) der Ring der elementargeometrischen Figuren und pg der entsprechende
natiirliche Inhalt auf R sei. Beweise mithilfe der Menge 2 N Q?, daf8 n nicht (abziihlbar)
subadditiv ist, also n nicht mit dem &ufleren Mafl u* iibereinstimmt.

Aufgabe 3: 6 Punkte
Wir bezeichnen mit 2A(R9) die o-Algebra der Lebesgue-meBbaren Teilmengen des R? und mit
B(R?) die o-Algebra der Borelschen Teilmengen des R?. In der Ubung haben wir eine nicht
Lebesgue-meBbare Teilmenge A von R konstruiert und somit gezeigt, daB A(R) & P(R) ist.

In dieser Aufgabe wollen wir nun eine Lebesgue-mefibare, aber nicht Borel-mef3bare Teilmenge
B des R? konstruieren: B € A(R?) und B ¢ B(R?).

(i) Wir schreiben R? in der Form R? = R x R und entsprechend ein Element z € R? in der
Form z = (z,y) mit z,y € R. Sei nun M C R. Zeige, daf folgendes gilt:

M x {0} = {(m,0) e R?|m € M} € B(R?) genau dann, wenn M € B(R).

(ii) Zeige, daB R x {0} eine Nullmenge beziiglich des Lebesgue-MaBes im R? ist:
R x {0} € 2A(R?) und u(R x {0}) = 0.

(iii) Konstruiere mit Hilfe der oben erwéhnten nicht Lebesgue-mefbaren Teilmenge A C R
und den Teilen (i) und (ii) eine Lebesgue-mefbare, aber nicht Borel-mefibare Teilmenge
B C R2



Bemerkung: Es ist auch moglich Lebesgue-mefibare, aber nicht Borel-mefibare Teilmengen
von R zu konstruieren.

Aufgabe 4: 6 Punkte
Es sei (Q,2, 1) ein Mafiraum. Eine Menge N C Q heifit py-Nullmenge, falls N € 2 und
w(N) = 0 ist. Der Mafiraum heifit vollstéindig, falls jede Teilmenge einer p-Nullmenge wieder
eine p-Nullmenge ist, insbesondere also in 2 enthalten ist.

(i)

(i)

(iii)

Beweise, dafl jeder Mafiraum vervollstindigt werden kann. Hierzu sei
A:={AUN|A € Aund es gibt eine u-Nullmenge M mit N C M}.

und (AU N) = p(A) fir AUN € 2.

Zeige nun, daB (2,2, %) ein vollstindiger Mafiraum ist.

Zeige weiterhin, daf dies der kleinste vollstindige Mafiraum ist, der (2,2, 1) umfafit,
das heift, ist (2,20, 1') ein weiterer vollstiandiger Mafiraum mit 2 C A und p'|o = p,
so gilt A C A und 4’|z = 7.

Sei nun Q = R?, 2 die o-Algebra der (Lebesgue-)meBbaren Mengen und A das entspre-
chende d-dimensionale Lebesgue-Ma8. Zeige, daf8 jede Menge A C R? mit pu*(A4) = 0
eine A-Nullmenge ist. Hier ist p* das vom elementargeometrischen Inhalt erzeugte dufle-
re MaB auf R?. Folgere, da88 die Lebesgue-o-Algebra! vollstéindig ist.

Zeige, daf} jede Lebesgue-meflbare Menge dargestellt werden kann als Vereinigung einer
Borel-mefibaren Menge und einer Lebesgue-Nullmenge. Ist B die Borel-o-Algebra auf
R?, mit dem Lebesgue-Borel-Ma$ ), so zeige damit schlieBlich, dal 2 = B und A = \.

IFormal korrekt ist natiirlich zu zeigen: (R%, 2, \) ist vollstandig



