TECHNISCHE UNIVERSITAT BERLIN Sommersemester 2010
INSTITUT FUR MATHEMATIK
Prof. Dr. J. Behrndt, C. Kreusler

Analysis I11
5.Ubungsblatt

Abgabe vor den Tutorien am 26. / 27. Mai

Aufgabe 1: 5 Punkte

(a) Sei (Q,2, 1) ein Mafiraum und 1 < ¢ < p.

(i) Zeige, daBB LP(p) C L(p) gilt, falls das Mafl p endlich ist. Zeige weiterhin, daf in
diesem Fall die Einbettung

i (LP() - llp) = (L) M- Hlg)s f = if) = f

von LP(u) nach L9(u) stetig ist.
(ii) Zeige, daBl im allgemeinen weder LP(u) C L9(p) noch L9(u) C LP(u) gilt.

(b) Wir betrachten den Mafiraum (N, B(N), ) mit dem Zidhlmafl p. Zeige, daB fir 1 < p <
q < oo gilt: LP(p) C L(p).

Aufgabe 2: 5 Punkte
Es sei (Q,2(, ) ein nichttrivialer Mafiraum.

(i) Sei0 <p < 1und q € R mit 1/p+1/q = 1. Es seien weiterhin f,g: Q — R mit g # 0
f.i.. Beweise die umgekehrte Holder-Ungleichung:

[1sotdn = ( [1san)"" ( [igtran)”

(ii) Essei 1 < g <r <pund f € LP(u) N LY (). Zeige, dafl dann f € L"(u) folgt und die
Interpolationsungleichung

11l < WAL ~0NANG, t/r=(1—6)/p+6/q

gilt.

Aufgabe 3: 3 Punkte
Es sei (Q,2, 1) ein Maffiraum, p > 1 und 1/p+1/qg = 1. Seien f, f,, € LP(u), n € N. Die Folge
(fn) konvergiert schwach gegen f, falls fir alle g € L ()

dim [ frgdp = / fgdp
gilt. Wir schreiben auch f,, — f. Zeige, dafl die Konvergenz von (f,,) gegen f beziiglich || - ||,

(die sogenanute starke Konvergenz) die schwache Konvergenz von (f,) gegen f impliziert,
die Umkehrung im allgemeinen jedoch nicht gilt.



Anufgabe 4: 7 Punkte
Wir betrachten den Mafiraum (R,2(, \) mit der Lebesgue-o-Algebra 20 und dem eindimen-
sionalen Lebesgue-Maf3 \.

(i) Zeige, daB8 die Menge der Funktion f € L'(\) der Gestalt

f=Y oxe, ax€RE,eR
k=1

dicht liegt in L'(\), wobei R wie iiblich der Ring der endlichen Vereinigungen von
Intervallen sei.

(ii) Es sei Cp(R) die Menge der auf R definierten stetigen Funktionen mit kompaktem
Triger!. Zeige, dal Co(R) C L'()\) und daB sogar Co(R) dicht liegt in L' ()).

(iii) Ein Banachraum heifit separabel, falls es eine dichte abz&hlbare Teilmenge gibt. Zeige,
da8 L'()\) separabel ist.

(iv) Zeige schlieflich, dal L>°(\) nicht separabel ist.
Hinweis: Zeige zunéchst die folgende Behauptung: Ist (V)| - ||) ein Banachraum und
gibt es eine iiberabzihlbare paarweise disjunkte Familie {U;};c; von offenen, nichtleeren
Teilmengen von V, so ist V' nicht separabel.

IDer Triger supp(F) einer Funktion f ist definiert durch supp(f) := {x € R| f(x) # 0}.



