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6.Übungsblatt

Abgabe vor den Tutorien am 2. / 3. Juni.
Dies ist das letzte Übungsblatt der ersten Semesterhälfte.

Aufgabe 1.: 5 Punkte

Gegeben sei die Funktion

f : [1,∞) × [0, 1] → R, f(x, y) := e−xy − 2e−2xy.

Zeige anhand der Integrale
∫ 1

0

∫
∞

1

f(x, y)dλ(x) dλ(y) und

∫
∞

1

∫ 1

0

f(x, y)dλ(y) dλ(x),

daß der Satz von Fubini hier nicht anwendbar ist und begründe warum dies der Fall ist.

Aufgabe 2.: 5 Punkte

Es sei (Ω,A, µ) ein σ-endlicher Maßraum und f, g : Ω → [0,∞) meßbar. Zeige die folgenden
Behauptungen:

(i) Für 1 ≤ p < ∞ gilt1 ∫
Ω

fpdµ =

∫
∞

0

ptp−1µ({f > t})dt.

(ii) Ist µ({f > t}) ≤ µ({g > t}) für alle t ≥ 0, so folt
∫

fdµ ≤
∫

gdµ.

Hinweis: Es ist f(x) gleich dem Lebesgue-Integral der Funktion χ[0,f(x))

Aufgabe 3.: 5 Punkte

Für eine Borel-Menge A ⊂ [0, 1] × [0, 1] betrachten wir die folgenden Aussagen:

(1) Für fast alle x ∈ [0, 1] gilt: Für fast alle y ∈ [0, 1] ist (x, y) ∈ A.

(2) Für fast alle y ∈ [0, 1] gilt: Für fast alle x ∈ [0, 1] ist (x, y) ∈ A.

(3) Für alle x ∈ [0, 1] gilt: Für fast alle y ∈ [0, 1] ist (x, y) ∈ A.

(4) Für fast alle y ∈ [0, 1] gilt: Für alle x ∈ [0, 1] ist (x, y) ∈ A.

Gilt (1) ⇐⇒ (2)? Gilt (3) ⇐⇒ (4)?

Aufgabe 4.: 5 Punkte

Es sei mit A(Rm) die Lebesgue-σ-Algebra auf R
m bezeichnet. Zeige, daß die Produkt-σ-

Algebra A(R) ⊗ A(R) echt in A(R2) enthalten ist.
Hinweis: Die Lebesgue-σ-Algebra ist die Vervollständigung der Borel-σ-Algebra.

1Wir verwenden folgende übliche Notation: {f > t} = {x ∈ Ω | f(x) > t}.


