
Tutorien am 28. / 29. April

Aufgabe 1.:

Es sei A die Lebesgue-σ-Algebra auf R
d und λ das entsprechende d-dimensionale

Lebesgue-Maß. Eine Menge N ⊂ R
d heißt Lebesgue-Nullmenge, falls N ∈ A

und λ(N) = 0 ist.

(i) Zeige, daß diese Definition mit jener aus Analysis II übereinstimmt.
Zeige also, daß N ⊂ R

d genau dann eine Lebesgue-Nullmenge ist, falls
es für jedes ǫ > 0 eine Folge (Qn) von Quadern Qn ⊂ R

d gibt, so daß
N ⊂

⋃
∞

n=1
Qn und

∑
∞

n=1
V (Qn) < ǫ..

(ii) Es sei A eine Lebesgue-Nullmenge. Zeige, daß Ac dicht liegt in R
d.

(iii) A ∈ A hat genau dann Maß 0, falls µ∗(A∩B) = 0 für alle beschränkten
Mengen B.

Aufgabe 2.:

Zeige, daß die Borel-σ-Algebra B(R) von den folgenden Mengensystemen
erzeugt wird, d.h. B(R) = σ(Ej), j = 1, 2, 3, 4.

1. E1 := {(−∞, a) | a ∈ R},

2. E2 := {(−∞, a] | a ∈ R},

3. E3 := {(a,∞) | a ∈ R},

4. E4 := {[a,∞) | a ∈ R}.

Aufgabe 3.:

Es sei
A = {(x, y) ∈ R

2 | 0 ≤ y ≤ x ≤ 1}.

Skizziere A, zeige, daß A Borel-meßbar ist und bestimme das (zweidimen-
sionale) Lebesgue-Maß von A.

Aufgabe 4.:

Beweise den Teil des Approximationssatzes aus der Übung, der die Approxi-
mation messbarer Mengen von innen durch abgeschlossene Mengen behan-
delt.

Es geht noch weiter (a.k.a.: B.w.)
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Aufgabe 5.:

(i) Zeige, daß die Borel-σ-Algebra B ⊂ P(Rd) translationsinvariant ist,
d.h. daß für beliebige A ∈ B und x ∈ R

d gilt: x + A ∈ B.
Hinweis: Betrachte Bx = {B ∈ B |x + B ∈ B}.

(ii) Zeige, daß das Lebesgue-Borel-Maß λ im R
d translationsinvariant ist,

das also für beliebige A ∈ B und x ∈ R
d gilt: λ(x + A) = λ(A).

Hinweis: Eindeutigkeitssatz.
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