Tutorien am 5. / 6. Mali.

Aufgabe 1:

Es seien €; nichtleere Mengen und 2A; o-Algebren auf €2;, i = 1,2, 3. Es seien
weiterhin f : Q1 — Qo und g : Q9 — Q3. Zeige, daB g o f meBbar ist, falls f
und g meBbar sind. Gilt auch die Umkehrung?

Aufgabe 2:
Es sei B(R) die Borel-o-Algebra iiber R und 2 eine beliebige nichtleere
Menge.

(a) Essei 2 ={0,Q} die triviale o-Algebra auf Q. Zeige, dafl 2 tatsichlich
eine o-Algebra ist. Zeige weiter, dafi f : 2 — R genau dann mefbar
(genauer: A — B(R)-meBbar) ist, wenn f konstant ist.

(b) Es sei A C P(NQ) eine o-Algebra. Zeige, dafi A = P(Q) genau dann gilt,
wenn jede Funktion f :  — R messbar (genauer: 2l — B(R)-mefBbar)
ist.

Aufgabe 3:
Es sei (R, 2, 1) ein Mafiraum mit

A={0,R,(—00,0],(0,00)} und pu((—00,0]) =1, u((0,00)) = 2.

Untersuche, welche der folgenden Funktionen mef3bar ist und bestimme ggf.
ihr Integral.

(1) J:R— [0700)7 f(x> = {Bz:

7, falls x <0

3 sonst.

(2) [iR—R, f(2) :={

Bei Bedarf bitte wenden!



Aufgabe 4:
Es sei (2,2, 1) ein Mairaum, A € 2 und f : A — [0,00] meBbar, d.h.
f~((a,00]) € & fiir alle a € R?

(i) Zeige, dafl

f: Q — [0, o0, f(x) — {f(l"), falls x € A,

0, sonst,

ebenfalls mefibar(genauer A — B(R)-mefbar) ist.

(ii) Zeige, dafl f genau dann integrierbar ist, wenn f integrierbar ist und
dafl in diesem Fall beide Integrale iibereinstimmen.

Bemerkung: Dies bedeutet, dafl wir Funktionen stets problemlos mefibar und
sogar integrierbar auf den ganzen Raum fortsetzen kénnen.

Aufgabe 5:
Es sei (21,24, 1) ein Maraum. Weiter sei s # () und s eine o-Algebra
auf Qo. Schlielich sei f : Q21 — Q9 eine A;-As-meBbare Funktion.

(I) Zeige, dal durch
V<A) = :U(f_l(A))? Ae Ql?a

ein Maf auf (g,2s) definiert wird. Dieses heifit Bildmafl von p unter
f.

(IT) Zeige, daB fiir alle meflbaren nichtnegativen Funktionen g : Q9 — R

gilt:
/ gdv = / go fdpu.
Qo Q1

Werden Erinnerungen geweckt?

'D.h. fist AN YA-B(R)-meBbar, wobei A N A die Spur-o-Algebra bezeichnet.



