Tutorien am 19. / 20. Februar

Sofern nicht anders vermerkt, sei auf diesem Blatt (2,2, 1) ein Mafiraum.

Aufgabe 1:
Essei 1 <p<oound fp, f € ZP(Q) mit f, — fLi.

(i) Zeige, da nicht notwendigerweise || f, — f|l, — 0.

(ii) Falls aber zusétzlich || fullp, — || flp, so folgt || fn — fll, — 0.
Hinweis: Zeige zuniichst, 0 < 2P~ (| fu[P+|f|P) — | fn— f|P und verwende
das Lemma von Fatou.

Aufgabe 2:
Essei 1 <p<oound f € ZP(Q). Zeige die Chebyshevsche Ungleichung:
Fiir € > 0 gilt

€P

p{z € Q[[f(2) > €}) <

Hinweis: |f’ > 6X{|f(x)|>e}
Sei nun g endlich. Ist f,, f € ZP(Q) mit f, — f in £P, so zeige, dafl dann

auch f, gegen f dem Mafle nach konvergiert!

Aufgabe 3:
Wir definieren

L) ={f: Q2= R|[Ie>0: u{z € Q||f(x)] >c}) =0}.
und fiir f € £°(Q):

[flloo := inf{c > 0] u({[f] > c}) = 0}.

(i) Zeige, dafl
[flloo =~ inf — sup |f(z)].

NeA,u(N)=0 ze\N
Aus diesem Grund wird ||f|. das wesentliche Supremum von f ge-
nannt.

(i) Zeige, daB (£, || - |loo) ein vollstéindiger halbnormierter Raum ist.

(iii) Ist p = 1 so gibt es kein ¢ € R mit 1/p + 1/¢ = 1. Wir kénnen
aber formal 1/00 = 0 setzen. Zeige, dafl in diesem Sinne die Holder-
Ungleichung fiir p = 1 und g = oo gilt.

'Erinnerung: f, — f dem MaBe nach, falls fiir jedes € > 0: lim u({|fn — f| > €}) = 0.



(iv) Zeige, daB fiir f € 2°°([0,1]) gilt: limy, o0 || fllp = || fl00-

Aufgabe 4:
Zeige, dal das Dirac-Maf3 keine Dichte beziiglich des Lebesgue-Mafles auf R
hat.



