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Hausaufgaben

Aufgabe 1: (5 Punkte)

Seien X ein normierter Raum und S, T lineare Operatoren in X, so dass die Gleichung
ST -TS=1

erfiillt ist. Zeige, dass mindestens einer der beiden Operatoren S bzw. T" unbeschrénkt ist.
(HINWEIS: Zeige zunichst, dass fiir jedes n € N die Formel ST"! — T8 = (n + 1)T™ gilt.)

Aufgabe 2: (5 Punkte)
Lose die Integralgleichung

1
u(s) — / stu(t)dt = sin(ws), s € [0,1],u € C([0,1]).
0
(T1pp: Neumannsche Reihe.)

Aufgabe 3: (5 Punkte)
Sei A € R™"*™ eine symmetrische Matrix. Die Menge der Eigenwerte von A sei mit o(A) bezeichnet.
Der Spektralradius von A kann dann als

A) = A
7(A) féff}’fx)‘ |

definiert werden.

(i) Zeige, dass ||A|| = r(A) gilt.!

n—oo

(ii) Beweise: r(A) < 1 < ||A"|| — 0.

Aufgabe 4: (5 Punkte)

Zeige, dass der Dualraum des Raums ¢y der Nullfolgen isometrisch isomorph zu ¢! ist, cf = (1.

Gesamtpunktzahl: 20

I Hier sei R™ mit der euklidischen Norm und R™*" mit der dadurch induzierten Operatornorm versehen.



Tutoriumsvorschlige

Aufgabe 1:
Seien X ein Banachraum und A € L£(X) ein Isomorphismus.? Sei weiter B € L£(X) mit
|I — A7'B| < 1. Zeige, dass B invertierbar ist und

A1)
B—l < H
1B T

gilt.
Aufgabe 2:
Auf X = C([0,2]) sei der Operator T' gegeben durch

T:X—-X, (Tf)z):= /Ow f)dt, feX.

Zeige, dass ||T|| = 2 gilt. Beweise weiter, dass I — T invertierbar ist.
IDEE: Die Norm || f||%, := sup,co,o e~ 2t f(t)| kann helfen.

Aufgabe 3:

Seien X,Y normierte Riume und 7' : X — Y linear. Zeige: T ist genau dann stetig, wenn fiir jede
Folge (z)neny € X mit lim,,_,, x, = 0 die Bildfolge (Tx,,)nen beschrinkt (in Y) ist.

Aufgabe 4:
Zeige, dass in jedem normierten Raum X mit dim X = oo ein unstetiges lineares Funktional
existiert.>

Aufgabe 5:

Es sei X # {0} ein Banachraum und L € X* ein beschrinktes lineares Funktional auf X mit
L # 0. Zeige, dass die Menge

Y={yeX:L(y)=1}

nichtleer, abgeschlossen und konvex ist.

2Das bedeutet in der Funktionalanalysis, dass A bijektiv und A~! wieder stetig ist.
3In jedem unendlichdimensionalen normierten Raum ist also der topologische Dualraum echt kleiner als der
algebraische Dualraum.



