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1 Grundlagen
Definition 1.1. Eine Permutation von {1,2,...,n} ist eine bijektive Abbildung
o:{1,2,....,n} = {1,2,....n}, i~ o(i).

Die Menge aller Permutationen von {1,2,...,n} wird mit S,, oder &,, bezeichnet und heift
symmetrische Gruppe.

Der néchste Satz zeigt, dass dieser Name gerechtfertigt ist.

Satz 1.2. Firn € N ist (Sy,0) eine Gruppe.

Beweis. Dies folgt aus HA 2-4, da (Sp,0) = (S({1,2,...,n}),0). O
Satz 1.3. Es gilt |S,| = nl.

Beuweis. Siehe Vorlesung oder Ubung. Dies folgt weiter aus HA 7-4. 0

2 Darstellung von Permutationen

Wir beginnen mit einem Beispiel.

Beispiel 2.1. Sein =6und o :{1,2,...,6} — {1,2,...,6} mito(1) =2,0(2) =3,0(3) =1,
o(4) =4, 0(5) =5, 0(6) = 6. Dann ist o € Se.

Permutationen kénnen wir uns wie folgt veranschaulichen: Wir betrachten die Zahlen 1,...,n
als numerierte Punkte und visualisieren o (i) = j durch einen Pfeil von Punkt ¢ zu Punkt j.
Da o eine Abbildung ist, geht dann von jedem Punkt ein Pfeil aus'. Da o surjektiv ist, wird
jeder Punkt von einem erreicht. Da o auch injektiv ist, wird jeder Punkt von genau einem
Pfeil erreicht.

Beispiel 2.2. Sei 0 € Sg wie in Beispiel 2.1. Dann kénnen wir ¢ wie folgt darstellen:
O & _® W) &) @)

'In der diskreten Mathematik spricht von Knoten statt Punkten und von gerichteten Kanten oder Bdgen
statt von Pfeilen. Die Knoten und gerichteten Kanten bilden zusammen einen gerichteten Graphen.
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Wir beobachten die ,,Zykel“ (oder ,,Kreis“), der die Punkte 1, 2 und 3 verbindet. Aufierdem
stellen wir fest, dass eigentlich auch die letzten drei Punkte je einen ,,Zykel“ (mit nur einem
Element) bilden.

Die Uberlegungen vor dem Beispiel ergeben, dass in jedem Punkt immer genau ein Pfeil
startet und genau ein Pfeil ankommt. Hieraus folgt, dass sich bei jeder Permutation immer
ein oder mehrere solcher ,,Zykel* ergeben. Dabei werden diese von der Permutation eindeutig
festgelegt. Andersherum legen diese ,,Zykel“ die Permutation eindeutig fest. Wir erkennen,
dass diese Struktur fundamental fiir die Permutationen sein wird. Daher untersuchen wir diese
genauer.

Definition 2.3. Sei n € N.

(i) Eine Permutation o € S, fiir die eine Teilmenge {i1,...,ir} € {1,2,...,n} mit r
Elementen existiert, so dass

o(ig) =igpr fir k=1,2,....,7r =1, o(iy) =11, o(i)=7dfurallei ¢ {i1,... i}
gilt, nennen wir einen Zykel (genauer einen r-Zykel) und schreiben o = (i1,1i2,..., ).
(ii) Einen 2-Zykel 7 = (i1,42) € S,, nennen wir auch eine Transposition.
Beispiel 2.4. Sei o wie in den Beispielen 2.1 und 2.2. Dann ist o = (1,2, 3) ein Zykel.
Zur Vereinfachung der Schreibweise lassen wir o zwischen Zykeln weg.

Definition 2.5. Zwei Zykel o = (i1,...,4,) und © = (j1,...,Js) heiflen elementfremd, falls
{il,...,ir}ﬂ{jl,...,js} = d.

Lemma 2.6. Elementfremde Zykel kommutieren.

Beweis. Seien (iy,...,4,) und (j1,...,js) elementfremd, d.h. mit {iy,..., 4.} N {j1,...,Js} =
@. Wie setzen 7 := (i1,...,%)(J1,-.-,Js) und o := (j1,...,Js) (i1, ..., % ). Nun gilt

ipr1 firv=1p1<k<r

i1 fir v =1,
() =19 Jkp1 firv=jrl<k<s »=o0(v)
J1 fiir v = j
v sonst
also m = o. Dies ist die Behauptung. O

Satz 2.7. Jede Permutation o € Sy, besitzt eine (bis auf die Reihenfolge) eindeutige Zerlequng
in elementfremde Zykel.

Intuitiver Beweis von Satz 2.7. Aus der graphischen Veranschaulichung und der anschlieflen-
den Bemerkung ist die Behauptung klar. O

Konstruktiver Beweis von Satz 2.7. Sei I := {1,2,...,n}. Dann ist |I;| = n. W&hle iy € I;
und betrachte die Folge

1] — U(il) — U(O’(il)) = 02(i1) — Ug(il) — ...



Olivier Séte 3

Da {1,2,...,n} endlich ist, wird irgendwann zum ersten Mal (etwa bei der k-ten Potenz,
k > 1) eins dieser Folgenglieder wieder erreicht. Da o bijektiv ist, kann dies nur das erste
Folgenglied sein, hier also ¢¥(i1) = i1. Dies liefert den Zykel (i1, o (i1),0%(i1), .. .,0" 1 (i1)).
Setze I := I1\{i1,0(i1),...,0" 1 (i1)}. Dann ist |Iy| < |I1]. Ist I = @ sind wir fertig.
Wihle sonst i5 € Is und konstruiere wie eben einen Zykel, entferne alle darin vorkommenden
Elemente aus Iy und nenne das Ergebnis I3. Dann ist |I3] < |I3|. Ist I3 = & sind wir fertig,
andernfalls wiederholen wir diesen Prozess.

Da in jedem durchgefithrten Schritt |I;| > |I; 41|, existiert r < n mit I,; = @. Dann ist

o = (i1,0(i1),02(i1),...) (iz,0(i2),...) ... (ir,0(i),0%(ir),...)

die Zerlegung von o in Zykel. O

LAbstrakter® Beweis von Satz 2.7. Wir verwenden das folgende Lemma.

Lemma 2.8. Isto € S,, undi € {1,2,...,n}, so existiert r; € N mit 0" (i) = i. (Insbesondere
existiert dann ein kleinstes r; mit dieser Eigenschaft.)

Beweis. Siehe auch HA 7-Zusatzaufgabe. Betrachte die Folge

i,0(i),02(i),....

Da die Folge in der endlichen Menge {1,2,...,n} enthalten ist, existiert r; > 1, so dass

i,0(i),...,0""L(i) alle verschieden sind und o”i(i) € {i,0(i),...,0"~1(i)} ist. Als Permuta-
tion ist ¢ insbesondere injektiv. Da of(3) fiir 1 < £ < 7; — 1 bereits das Urbild o*~1(3) besitat,
folgt o™i(1) = i. O

Nun zum eigentlichen Beweis. Sei o € S,,. Dann ist ~, mit
i~ j < es existiert k> 0:j = (i)
eine Aquivalenzrelation auf {1,2,...,n} (HA 7-Zusatzaufgabe), denn
* Reflexivitit: Fiir jedes i € {1,2,...,n} ist i = 0°(i), also i ~ i.

x Symmetrie: Sei i ~, j, d.h. j = o%(i) fiir ein & > 0. Nach Lemma 2.8 existiert r; € N
mit ¢ (i) = i. Sei £ € N mit ¢r; — k > 0. Dann folgt o7 (j) = o'"i (i) = .

+ Transitivitit: Seien i1 ~, io und 49 ~, i3. Dann existieren ki, ko mit 4o = o*1(i1) und
i3 = o*2(iy), woraus i3 = oF1+*2(i;) folgt.

Da ~, eine Aquivalenzrelation ist, zerfillt {1,2,...,n} in (disjunkte!) Aquivalenzklassen, d.h.
es existieren ji,...,Js mit
S
{1,2,...,n} = |l
i=1

Fir 1 <7 < ssind
il = i o (Gi)s - - 07 G), 0 (Gi) = iy} = {dir 0 (Gi)s - - 075 ()},

wobei 7, die kleinste natiirliche Zahl wie in Lemma 2.8 ist. Jede Aquivalenzklasse liefert

genau einen Zykel (j;, 0 (j;), ..., 71(5;)), so dass

0= (jb U(jl)v s 7Urj1_1(j1))(j27 U(jQ)v s 7Urj2_1(j2)) s (j87 UUS)? s 70Tj5_1(j8))
folgt. O
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Wir schreiben ab jetzt Permutationen als Produkt ihrer Zykel auf. Dabei lassen wir einele-
mentige Zykel weg, aufler bei der Identitét, die wir als id = (1) schreiben. Dann gilt: taucht
eine Zahl nicht auf, wird sie auf sich selbst abgebildet.

Die Zykelschreibweise hat den Vorteil, dass geméfi dem Motto

,» Wir schreiben nur noch auf, was sich &ndert und wie es sich &ndert“

nur noch die relevanten Informationen aufgeschrieben werden. Dies spart Schreibarbeit und
ist (nachdem man sich kurz daran gewohnt) sehr iibersichtlich.

Beispiel 2.9. Betrachte die folgende Permuation o € Sis:

1234 5 6 7 89 10 11 12 13 14 15
2 46 8 10 12 14 1 3 5 7 9 11 13 15 |°

Um diese in Zykelschreibweise darzustellen, bestimmen wir zuerst den Zykel, der 1 erhélt:

(1,0(1) =2,0(2) =4,0(4) =8,0(8)=1)=(1,2,4,8).

doppelt
=weglassen

Anschlieflend bestimmen wir den Zykel fiir die néchste noch nicht in einem Zykel enthaltene
Zahl aus {1,2,...,n} usw. und erhalten somit die Darstellung von ¢ in Zykelschreibweise

o=(1,2,4,8)(3,6,12,9)(5,10)(7,14,13,11).
Beachte: Wegen o(15) = 15 taucht diese in der Zykelschreibweise nicht mehr auf!

Ein weiterer Vorteil der Zykelschreibweise ist, dass man in dieser sehr gut rechnen kann. Der
néchste Satz stellt die fiir uns wichtigsten Rechenregeln zusammen.

Satz 2.10 (Rechenregeln fiir Zykel). Es gelten die folgenden Rechenregeln:
(1) Elementfremde Zykel kommutieren.
(2) (i1, yir) = (Lsylsgly-veylpyi1y...,i5—1) flir alle 1 < s <r.

(3) (i1y.-yip) = (i1, yis)(Gsy ..., 0p) fiir alle 1 < s <r.
Insbesondere folgt (i1, ..., ir) = (i1,42)(i2,43) ... (ir—1,%r), d.h. jeder Zykel ist das Pro-
dukt von v — 1 Transpositionen.

(4) (ilai27 cee 7iT)_1 == (i’r‘air—lu o 7i27i1)

Beweis. Aussage (1) wurde in Lemma 2.6 nachgerechnet. Aussage (2) rechnet man genauso
nach. Aussagen (3) und (4) wurden in HA 7-4 gezeigt. O

Korollar 2.11. Fiir n > 2 ist jede Permutation o € S, das Produkt von Transpositionen.
(Dabei geniigen hichstens n Transpositionen.)

Beweis. Nach Satz 2.7 ist jede Permutation das Produkt von elementfremden Zykeln. Nach
dem Satz 2.10 ldsst sich jeder r-Zykel in r — 1 Transpositionen (fiir » > 2 Elemente aus
{1,2,...,n}) zerlegen. Daher geniigen fiir o insgesamt hoéchstens n Transpositionen. (Fiir n =
2 und o =id ist id = (1, 2)(1, 2), daher ldsst sich die Schranke nicht auf n —1 verbessern.) [
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Satz 2.12. Sein > 2 und o € S,,. Besitzt o zwei Darstellungen als Produkt von Transposi-
tionen, so ist die Anzahl der Transpositionen entweder in beiden Zerlequngen gerade, oder in
beiden Zerlegungen ungerade.

Beweis. Nach Satz 2.7 besitzt jede Permutation eine eindeutige Zerlegung in elementfremde
Zykel. Insbesondere ist die Anzahl k dieser Zykel eindeutig bestimmt. Wir zeigen, dass fiir
jede Permutation o € S, mit k Zykeln und jede Zerlegung in r Transpositionen n—k —r € 27
gilt. Wir zeigen diese Aussage mittels Induktion iiber r.

LA. r =0, dann ist 0 = id und k = n. Es folgt n —n — 0 =0 € 2Z.
L.V. Es gelte fiir ein r —1 >0, dass n — k — (r — 1) € 2Z.

I.S. Sei o € S, und 0 = 71 ...7, eine Zerlegung in Transpositionen. Sei ¢/ = 7 ...7,_1 =
(011, sarm) (@21, .., Q2my) .. (1, ..., QL y, ) €ine Zerlegung in k elementfremde
Zykel (n; = 1 ist moglich!). Nach Induktionsvoraussetzung gilt n — k — (r — 1) € 2Z.

Dann ist o = ¢'7, mit 7 = (i, ) mit geeigneten i # j. Die Zahl i taucht in einem der
Zykel auf. Da elementfremde Zykel kommutieren, ist ohne Einschrinkung ¢ im ersten
Zykel, und nach Satz 2.10 konnen wir weiter ¢ = a1 annehmen. Wir fiihren eine
Fallunterscheidung fiir j durch:

— Esist j = aq ¢ fiir ein 2 < s < ny. Dann folgt

™ = (041’1,...,al,nl)(al’l,al,s) (a271,...,a2’n2)...(akjl,...,akjnk).

=(a1,1,01, 541,017 ) (Q1,5,01,2,-.,01 s—1)
Daherist n — (k+1)—r=n—k—(r—1)—2 € 2Z.
— j ist einem anderen Zykel, ohne Einschrankung j = as 1. Dann folgt
T= (011, ., 1 p ) (@21, .., Q2m,)(a11,021) .. (Qr 1y oy Ay )
= (04171, a2,27 sty a27’l’b27 aQ,la 01172, s 7a1,n1) R (ak,la R ak,nk)-
Daherist n—(k—1)—r=n—k—(r—1) € 2Z.
Somit ist n — k — r € 2Z gezeigt.
Da n und k fiir eine gegebene Permutation o € S, fest sind, folgt die Behauptung: Die Anzahl

r von Transpositionen in jeder beliebigen Zerlegung von o ist gerade, falls n — k gerade ist,
oder ungerade, falls n — k ungerade ist. O

T
Definition 2.13. Sei 0 € S,,. Ist 0 = [[ 7 ein Produkt von r Transpositionen 7;, so ist das
i=1
Signum von o durch sgn(c) := (—1)" definiert. Insbesondere ist sgn(id) = (—1)° = 1.
Satz 2.14. Fir o,m € S, gilt sgn(o o) = sgn(o) sgn(m).

Beweis. Seien 0 = 71 0...07 und m = 7| o ... 0 7, zwei Zerlegungen von o und 7 in
Transpositionen, dann ist com =7 0...07,07{ 0...0 7, eine Zerlegung in Transpositionen
von o o 7. Daher ist

sgn(ocom) = (—1)""* = (~1)"(—1)* = sgn(o) sgn(r)

und die Behauptung ist gezeigt. O



