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1. Aufgabe (5 Punkte)
Seien (G, ®) und (H,®) zwei Gruppen und ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus.
Das neutrale Element von G sei e, das neutrale Element von H sei ey. Zeigen Sie:

(i) Es gilt p(eq) = en.
(ii) Fiir alle g € G ist (g7') = ¢(g9)7"

(iii) Ist U C G eine Untergruppe, so ist ¢(U) eine Untergruppe von H. Ist zusétzlich G
kommutativ, so ist auch ¢(U) kommutativ (selbst wenn H nicht kommutativ ist).

(iv) Ist V C H eine Untergruppe, so ist ¢~ !(V') eine Untergruppe von G.

2. Aufgabe (6 Punkte)
Sei (R, +, *) ein Ring mit 1. Wir definieren

R* :={r € R|r ist bzgl. x invertierbar} .
(i) Untersuchen Sie, ob (R*, ) eine Gruppe ist.

(ii) Bestimmen Sie die Mengen Z*, K* und K[t]*, wobei K ein Koérper und KJt| der
Polynomring iiber K ist.

3. Aufgabe (2 Punkte)
Zeigen Sie, dass in einem Korper

1+41=0 & 1+14+1+4+1=0

gilt.



4. Aufgabe

(7 Punkte)

Sei n € N fest gewiihlt. Dann ist nZ = {nk[k € Z} eine Untergruppe von Z, und durch
x ~y < x—1y € nZ wird eine Aquivalenzrelation auf Z definiert. Die Aquivalenzklassen
bzgl. ~ besitzen die Gestalt [a] = {a+nk|k € Z}. Von diesen gibt es genau n verschiedene.

Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit Z /nZ bezeichnet, also

Z/nZ = {[0],[1],...,[n— 1]} .

Durch

@ : Z/nL x LInZ — ZL/nZ,
©®:Z/nZ X L|nZ — Z/nZ,

([a], [b])
([a], [b])

—
—

[a] @ [b] = [a + 8],
[a] © [0] = [a - b],

werden auf Z/nZ eine Addition und eine Multiplikation erkldrt (dabei sind + und - die
Addition und Multilpikation aus Z). In der Ubung wird gezeigt, dass @ wohldefiniert ist
und (Z/nZ,®) eine abelsche Gruppe ist.

(i) Zeigen Sie, dass auch ® wohldefiniert ist, und dass (Z/nZ,®,®) ein kommutativer
Ring mit 1 ist.
Hinweis: Fiir die Wohldefiniertheit von ® ist zu zeigen, dass [ab] = [a'V/] aus [a] = [d/]

und [b] = [V] folgt.

(ii) Zeigen Sie: (Z/nZ,®,®) ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Das griechische Alphabet

Buchstabe | Name Buchstabe | Name Buchstabe Name
A o Alpha | Jota P, p oder o Rho

B, 5 Beta K, K Kappa Y, 0 (¢ am Wortende) | Sigma
| Y Gamma | A, A Lambda | T, 7 Tau
Ao Delta M, u My Y, v Ypsilon
E, € oder ¢ | Epsilon || N, v Ny ®, ¢ oder ¢ Phi

Z, ¢ Zeta = & Xi X, x Chi

H, n Eta 0O, o0 Omikron || W, v Psi

O, 0 oder ¥ | Theta I, = Pi Q, w Omega

Gesamtpunktzahl: 20



