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1. Aufgabe (5 Punkte)
Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und seien A11 ∈ Rn1,n1 , A12 ∈ Rn1,n2 , A21 ∈ Rn2,n1

und A22 ∈ Rn2,n2 . Weiter sei

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
∈ Rn1+n2,n1+n2 .

(i) Sei A11 ∈ GLn1(R). Zeigen Sie: A ist genau dann invertierbar, wenn A22−A21A
−1
11 A12

invertierbar ist.
Finden Sie eine Formel für A−1, falls A invertierbar ist.

(ii) Sei A22 ∈ GLn2(R). Zeigen Sie: A ist genau dann invertierbar, wenn A11−A12A
−1
22 A21

invertierbar ist.
Finden Sie eine Formel für A−1, falls A invertierbar ist.

2. Aufgabe (4 Punkte)
Sei

A =


1 i −i 0
0 0 0 1
5 0 −6i 0
0 1 0 0

 ∈ C4,4.

(i) Berechnen Sie die Treppennormalform von A und geben Sie in jedem Schritt die
verwendeten Elementarmatrizen an.

(ii) Untersuchen Sie, ob A invertierbar ist. Bestimmen Sie gegebenenfalls A−1 und über-
prüfen Sie ihr Ergebnis durch Berechnung von A−1A.
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3. Aufgabe (5 Punkte)

Sei K ein Körper und A =

[
a b
c d

]
∈ K2,2 mit ad − bc 6= 0. Zeigen Sie ohne die Produkte

A−1A oder AA−1 zu benutzen, dass A invertierbar ist mit

A−1 = (ad− bc)−1

[
d −b
−c a

]
.

4. Aufgabe (3 Punkte)
Sei K ein Körper. Wir definieren die Menge der rationalen Funktionen über K durch
K(t) := {r = p

q
| p, q ∈ K[t], q 6= 0}. Mit den Verknüpfungen

+ : K(t)×K(t) → K(t), (r1, r2) 7→ r1 + r2 =
p1

q1

+
p2

q2

:=
p1q2 + p2q1

q1q2

,

· : K(t)×K(t) → K(t), (r1, r2) 7→ r1r2 =
p1

q1

· p2

q2

=
p1p2

q1q2

ist (K(t), +, ·) ein Körper. (Dies braucht nicht gezeigt werden.)
Gegeben sei die Matrix

A =

[ t+1
t−1

t−1
t2

t2

t+1
t−1
t+1

]
∈ K(t)2,2.

Untersuchen Sie, ob A invertierbar ist. Bestimmen Sie gegebenenfalls A−1 und überprüfen
Sie ihr Ergebnis durch Berechnung von A−1A.

5. Aufgabe (3 Punkte)
Untersuchen Sie, ob die Menge

G :=

{
A ∈ R2,2

∣∣∣∣∃α ∈ R : A =

[
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

]}
mit der Matrixmultiplikation eine kommutative Untergruppe von GL2(R) ist. Wenn nicht,
welche Eigenschaften sind noch erfüllt?

Hinweis: Sie dürfen die Additionstheoreme für trigonometrische Funktionen ohne Beweis
verwenden.

Gesamtpunktzahl: 20
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