
Technische Universität Berlin SoSe 2010
Institut für Mathematik http://www.math.tu-berlin.de/Vorlesungen/SS10/LinA1/

Prof. Dr. J. Liesen, O. Sète Stand: 29. Mai 2010
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1. Aufgabe (4 Punkte)

Berechnen Sie die Determinante der Matrix
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∈ R7,7.

2. Aufgabe (6 Punkte)

Sei A ∈ GLn(R) mit Einträgen aus Z. Zeigen Sie folgende Aussagen:

(i) A−1 ∈ Qn,n.

(ii) A−1 ∈ Zn,n genau dann, wenn det(A) ∈ {±1}.

(iii) Das lineare Gleichungssystem Ax = b hat für jedes b ∈ Zn,1 eine eindeutige Lösung
x̂ ∈ Zn,1 genau dannn, wenn det(A) ∈ {±1}.

3. Aufgabe (4 Punkte)

Sei K ein Körper und A ∈ Kn,n. Zeigen Sie: Ist A invertierbar, so existiert ein Polynom
q ∈ K[t] mit deg(p) ≤ n − 1 und A−1 = q(A), d.h. es existieren b0, b1, . . . , bn−1 ∈ K mit

A−1 =
n−1∑
j=0

bjA
j = b0In + b1A + · · ·+ bn−1A

n−1.
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4. Aufgabe (6 Punkte)
Sei K ein Körper. Eine Matrix A ∈ Kn,n heißt nilpotent, falls es ein k ∈ N gibt mit Ak = 0.
Sei A ∈ Kn,n nilpotent.

(i) Zeigen Sie, dass A nur Null als Eigenwert hat.

(ii) Bestimmen Sie PA und zeigen Sie An = 0.

Hinweis: Sie dürfen annehmen, dass PA in Linearfaktoren zerfällt.

(iii) Zeigen Sie, dass rI − A genau dann invertierbar ist, wenn r ∈ K\{0} ist.

(iv) Zeigen Sie

(I − A)−1 = I + A + A2 + · · ·+ An−1.

Gesamtpunktzahl: 20
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