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1. Aufgabe (6 Punkte)

(i) Bestimmen Sie alle @ € R so, dass {[1 + «,2]7,[1,2 4+ a]"} eine Basis von R*! ist

(ii) Sei V= C([-1,1],R) = {f : [-1,1] — R f stetig}. Dann ist V' ein R-Vektorraum
(siehe Analysis 1). Seien f,g € V mit f(z) = z? und g(x) = z |z|. Untersuchen Sie,
ob f und ¢ linear unabhéngig sind.

(iii) Seien K ein Koérper und ay,...,a, € K™!. Zeigen Sie, dass aj,...,a, genau dann
linear unabhéngig sind, wenn det([ay, ..., a,]) # 0 ist.
2. Aufgabe (4 Punkte)

Sei V = Q[t]l<s = {p € Q[t]| deg(p) < 5}. Seien p; = > +t*, py = 7 — Tt3, p3 = t° — 1,
ps = t° + 3t € V. Zeigen Sie, dass pi, pa, p3, pa linear unabingig sind und ergiinzen Sie
{p1, P2, D3, ps} zu einer Basis von V.

3. Aufgabe (4 Punkte)
Sei V' ein K-Vektorraum. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Sind vy,...,v, € V,; A€ K™ und B € K™*, so gilt

((v1, ..., 00)A)B = (v1,...,0,)(AB).

(ii) Seien vq,...,v, € V linear unabhéngig, A € K™™ und (wy, ..., w,,) =
Dann sind wy, ..., w,, linear unabhéngig genau dann, wenn Rang(A)

( ) A



4. Aufgabe (6 Punkte)
Sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum, sowie U, W Unterrdume von V' mit

V=U+W={utwluelUweW}.
Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
i) V=UsW,dh V=U+Wund UNW = {0}.
(ii) Zu jedem v € V gibt es eindeutig bestimmte v € U und w € W mit v = u + w.

(iii) Ist w € U\{0} und w € W\{0}, so sind v und w linear unabhéngig.

Zusatzaufgabe (4 Punkte)
Sei K’ ein Teilkorper des Korpers K. Der K’-Vektorraum K habe endliche Dimension
k = dimg/ (K) < oo. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Schrinkt man die
Skalarmultiplikation von K auf K’ ein, so wird V' auch zu einem K’-Vektorraum. Zeigen
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