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3. Übung
Maß- und Integrationstheorie

1. Aufgabe
Es sei F0 die Algebra in Q, die von den links halboffenen Intervallen (a, b] = {ω ∈ Q|a < ω ≤ b},
a, b ∈ Q erzeugt wird. Sei außerdem F = σ(F0). Zeigen Sie:

(a) F ist die Potenzmenge vonQ.

(b) Das Zählmaß µ (d.h. µ(A) ist die Anzahl der Punkte in der Menge A) ist σ-endlich auf F , aber nicht
auf F0.

(c) Es gibt Mengen A ∈ F , deren Maß endlich ist, die aber nicht durch Mengen aus F0 approximiert
werden können, d.h. es gibt keine Folge An ∈ F0 mit µ(A4An)→ 0.

(d) Ist λ ein Maß mit λ = 2µ, dann gilt zwar λ = µ auf F0, aber nicht auf F .

Die Folgerungen 3.33 und 3.36 des Fortseztungs- bzw. des Approximationssatzes können bei diesem Bei-
spiel nicht angewandt werden. Welche der Voraussetzungen sind hier nicht erfüllt?

(6 Punkte)

2. Aufgabe
Es sei U die Familie aller Teilmengen vonR, welche sich als endliche Vereinigung von Intervallen schrei-
ben lassen. Hierauf definieren wir die Funktion µ : U → R mittels

µ(U) =

{
1 : falls es ein ε > 0 mit (0, ε) ⊂ U gibt,

0 : sonst.

Zeigen Sie, dass µ endlich additiv, nicht jedoch σ-additiv ist. (5 Punkte)

3. Aufgabe
Wir definieren für A ⊆ E := [0, 1]2 die Funktion

η(A) := inf
{ n∑

k=1

m(Rk) : n ∈ N,
n⋃

k=1

Rk ⊇ A,R1, . . . , Rn ∈ S
}
.

Zeigen Sie mit Hilfe der Menge {(x, y)|x, y ∈ [0, 1] ∩ Q}, dass η nicht subadditiv ist und nicht mit dem
äußeren Maß λ∗ übereinstimmt.

(5 Punkte)

4. Aufgabe
Es sei (Ω,A, µ) ein Maßraum. Zeigen Sie:

(a) Für beliebige A,B ∈ A mit A ⊆ B gilt µ(A) ≤ µ(B).

(b) Ist in (a) zusätzlich µ(A) <∞, dann gilt µ(B\A) = µ(B)− µ(A).

(c) Sind A,B ∈ A beliebig und gilt µ(A) <∞ oder µ(B) <∞, so ist |µ(A)− µ(B)| ≤ µ(A4B).

(d) Für eine beliebige Folge A-meßbarer Mengen (An)n∈N gilt µ(∪nAn) ≤
∑

n µ(An) (Subadditi-
vität).

(4 Punkte)

Gesamt: 20 Punkte
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