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Aufgabe 1.: 4 Punkte
Es sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit glattem Rand und f ∈ L2(Ω). Zeige:

(i) Eine Funktion u ∈ H1(Ω) ist eine schwache Lösung des Problems{
−∆u = f auf Ω
∂u
∂ν = 0 auf ∂Ω,

falls für alle v ∈ H1(Ω) die Beziehung∫
Ω
∇u∇vdx =

∫
Ω
fvdx

gilt. Hierbei bezeichnet ν das äußere Einheitsnormalenfeld von ∂Ω.

(ii) Das gegebene Problem hat genau denn eine schwache Lösung, falls∫
Ω
fdx = 0.

Aufgabe 2.: 4 Punkte
Zeige, daß für V = H1

0 (a, b), f ∈ V ∗, a ∈ L∞(a, b) mit a(x) ≥ µ > 0 f.ü. in (a, b), das
nichtlineare Randwertproblem{

−(a(x)u′(x))′ + d(x, u(x)) = f(x), x ∈ (a, b),

u(a) = u(b) = 0

genau eine Lösung besitzt, wenn d : [a, b] × R → R stetig und im zweiten Argument
gleichmäßig Lipschitz-stetig und monoton wachsend ist.

Aufgabe 3.: 3 Punkte
Es sei 1 < p < ∞. Zeige, daß die Funktion g : R → R(= R′),

g(x) :=

{
|x|p−2x, x ̸= 0,

0 x = 0,

(i) strikt monoton ist,



(ii) für p ≥ 2 gilt:
⟨g(x)− g(y), x− y⟩ ≥ c|x− y|p,

(iii) g für p = 2 stark monoton ist.

Aufgabe 4.: 3 Punkte
Sei 1 ≤ p < n mit n ∈ N. Angenommen es gelte für alle u ∈ D(Rn) die Abschätzung
∥u∥Lq ≤ c∥∇u∥Lp . Zeige, daß dann schon n

q = n
p − 1 gelten muss. Hinweis: Betrachte

uλ(x) := u(λx).

Aufgabe 5.: 4 Zusatzpunkte
Sei V ein Banachraum. Zeige:

(i) Ist 1 < p < 2 und µ > 0, so gibt es keinen Operator A : V → V ∗ mit

⟨Au−Av, u− v⟩ ≥ µ∥u− v∥p, u, v ∈ V.

(ii) Ist p > 2, β > 0 und A : V → V ∗ ein Operator mit

∥Au−Av∥∗ ≤ β∥u− v∥p−1,

so ist A konstant.


