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Di�erentialgleichungen II

9. �Ubungsblatt

Abgabe zusammen mit dem 8. �Ubungsblatt in der �Ubung am

20.Juni

Aufgabe 1.: 5 Punkte

(i) Es seien V;W Banachr�aume. Wie �ublich sei mit L(V;W ) der Raum der linearen,
beschr�ankten Operatoren A : V ! W bezeichnet, versehen mit der Operator-
norm. Zeige, da� der Grenzwert K 2 L(V;W ) einer Folge (Kn) � L(V;W )
kompakter Operatoren selbst kompakt ist.

(ii) Zeige, da� ein Operator A 2 L(V;W ) mit endlich-dimensionalem Bild,
dim(ran(A)) <1, kompakt ist.

Aufgabe 2.: 4 Punkte

Es sei z 2 l1 und Tz : l
p ! lp der Multiplikationsoperator, welcher durch

(Tzx)n := znxn

gegeben ist. Zeige, da� Tz genau dann kompakt ist, wenn z eine Nullfolge ist.
Hinweis: 1. Aufgabe

Aufgabe 3.: 5 Punkte

Wir wollen den folgenden Satz von Leray und Schauder beweisen1 .

Es sei X ein Banachraum und A : X ! X eine kompakte Abbildung.
Dann besitzt die Gleichung

u = Au; u 2 X (1)

eine L�osung, falls folgende A-priori-Absch�atzung gilt:

Es gibt ein r > 0 derart, da�

kuk � r

f�ur jede L�osung u der Gleichung

u = tAu; u 2 X; 0 � t < 1

gilt2.

1Dies ist ein Beispiel des wichtigen Prinzips: A-priori-Absch�atzung gibt Existenz.
2Bemerkung: Die L�osbarkeit der Gleichung u = tAu wird nicht behauptet!



Hierzu de�nieren wir die Menge M := fu 2 X : kuk � 2rg und die Abbildung

Bu :=

(
Au; f�ur kAuk � 2r
2rAu
kAuk f�ur kAuk > 2r:

Zeige, da� B eine kompakte Abbildung der Menge M in sich ist. Folgere, da� es
einen Fixpunkt f�ur B geben mu� und schlie�lich, da� dann auch eine L�osung von (1)
existiert.

Benutze den Satz, um die L�osbarkeit des Problems

u(x) = �

Z b

a

sinu(y)dy + f(x)

f�ur � 2 R im Raum C([a; b]) zu zeigen.


