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Losungen zum 12. Ubungsblatt

Aufgabe 4 Finden Sie eine analytische Funktion f(z + iy) fiir die gilt
T Ref = 23 — 3zy?
Sei f(x +1y) = u(zx,y) + iv(z,y) Nutze Cauchy- Riemannsche DGLen:

ou_ov  ou_ _ov
dr Oy dy Oz

Mit u = x* — 3xy? ergibt sich:

g—z =3z° — 3y’ = g—z
= v =32y —y° + g(z)
ou_ g 0w
dy ox
— v = 32y + h(y)
== v = 32y — y® + const. Wihle const =0
= f(z +iy) = 2° — 3wy? +i(3z%y — v®) = 2% + 3ixy + 3i%xy® + %y =
= (v +iy)* =2
H Imf=2zy+2z+y

Mit v = 2zy + x + y ergibt sich:

ov U
a—y:2x+1:g—x
= u=21"~+z+h(y)
ov ou
%:2y+1:_8_y
= u=—y’ —y+g(x)
- u:x2—y2+x—y
— flr+iy) =2 -y’ +r—y+iRzy +x+y) =

= [2% + 22y — y*] + [ + iy] + [iz — 9]
=@+’ +@+iy)1+i) =22+ 1+19)z



Aufgabe 5 Worauf wird der Einheitskreis D = {z : |z| < 1} durch die Mébiustransformation ¢(z)
abgebildet?

T 6(z) = 14z

z

Wir berechnen die Bilder der Punkte —1,0,1,%

b= =it
4(0) = 5 = o0
(1) =1+

o) = 7 g

~

Die Kreislinie |z| =1 wird also auf den Kreis durch die Punkte i — 1, 7 + 1, 0 abgebildet.
Das ist der Kreis um i mit Radius 1.
Da ¢(0) = oo, wird das Innere des Einheitskreises auf das AuBlere dieses Kreises abgebildet.

z+1
zZ—1

H 4(z) =

Wir berechnen die Bilder der Punkte —1,0,1,%

e A G ) :
= A I
6(0) = = = -1

C1+i Q40?2 o
= = e - ve Y
Bli) =7 = oo

Die Kreislinie |z| = 1 wird also auf den “Kreis” durch die Punkte —V/2i, V/2i, 00 abgebildet.
Das ist die imaginére Achse.
Da ¢(0) = —1, wird das Innere des Einheitskreises auf die linke Halbebene abgebildet.

Aufgabe 6 Finden Sie eine konforme Abbildung, die das Gebiet G' auf den Einheitskreis D abbildet!

T G:{z:0<Imz<g}

w(z) =€ bildet G konform auf den Sektor {w =re"® : 0 < ¢ < g} ab.
((w) = w? bildet G' konform auf die obere Halbebene ab

p(¢) = _i C_'i‘i 1 bildet die obere Halbebene konform auf D ab.

Zusammengefasst ergibt sich folgende Abbildung:
€3 — i
&)= e

H G ={z€D:Rez >0}



Bestimme zuerst eine Mébiustransformation ¢(z) mit ¢(—i) = 0, ¢(i) = oo, ¢(0) =i

o(2) : —:_Zl erfiillt dies und bildet G konform auf den Sektor S = {z : Rez,Imz > 0} ab.
iz
w(¢) = ¢* bildet S konform auf die obere Halbebene ab.
C(w) = —= :f — bildet die obere Halbebene konform auf D ab.
—iw

Zusammengefasst ergibt sich folgende Abbildung:
(.z+z'1)2
f(z) = Zz"’— =
—igr)? + 1
(z+1)? —i(iz+1)*>  224+2z-1
—i(z4+49)2+ (iz+1)2  —22+22+1

—1

b
(x) Aufgabe 7 1) Zeigen Sie, dass jede Mobiustransformation ¢(z) = Zi— pi mit ad — be # 0 genau
- 5 o
eine Darstellung ¢(z) = SLZ o mit ad — bé = 1 hat!
cz+d
Sei A :=ad — be # 0.
b a4 b
Dann ist ¢(z) = @i fz 2
cz+d <2+ X
. i i i : ., az+b a b\ ,. i
ii) Folgern Sie aus i), dass die Abbildung L mit ot d =1, g die Menge aller Mébiustransfor-

mationen bijektiv auf die Menge aller komplexen 2 x 2-Matizen mit Determinante 1 abbildet.
az +0b

iii) Berechnen Sie die Inverse der Mobiustransformation ¢(z) = mit ad — bc = 1 und verglei-

chen Sie diese mit der inversen Matrix von L(¢).

1 _ J—
Die Matrix L(¢) = (Z 2) hat die Tnverse ———— (_dc ab) _ (_dc ab)

Berechnung der Inversen von ¢(z):

b dz —b
w=227 < (zt+dw=az+b < z= ‘
cz+d —cz+a
Es gilt also L(¢ ') = (L(¢)) "
. . aw + b az+b . .
iv) Seien ¢(w) = und ¢ (z) = ~ zwei Mobiustransformationen. Berechnen Sie ¢o)(z) =
cw+d cz+d

#(1(z)) und vergleichen Sie das Ergebnis mit dem Produkt der Matrizen L(¢) - L(%))!

S6(2) aZE b (ad + be)z + (ab + bd)
z)) = —% = = =
2ty d  (ca+de)z + (cb+ dd)

s = (1 5) (¢ Z) - (i 5 ii)



