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1. Aufgabe (10 Punkte)

Induktionsanfang: Für n = 1 gilt 0 ≤ a < b ⇐⇒ 0 ≤ an < bn.

Induktionsschritt: Aus an < bn und 0 < b folgt anb < bn+1. Aus 0 ≤ an und
a < b folgt an+1 ≤ anb. Zusammen folgt an+1 < bn+1. Weiterhin folgt aus 0 ≤ a
und 0 ≤ an die zweite Behauptung 0 ≤ an+1.

2. Aufgabe (10 Punkte)
Das Polynom x2 + 1 hat die Nullstellen ±i. Das Polynom x3 + x2 − 5x + 3 hat die
Nullstelle 1 (geraten), daher ist es durch (x−1) teilbar und man erhält x2 +2x−3.
Mit der p–q–Formel erhält man noch die Nullstelle −3.

3. Aufgabe (10 Punkte)

a) lim an = lim 2n+1
n = 2 + lim 1

n = 2.

b) lim bn = lim (
√

n+1−
√

n)(
√

n+1+
√

n)√
n+1+

√
n

= lim 1√
n+1+

√
n

= 0.

c) Diese Folge ist divergent, da |1 + i| =
√

2 > 1.

d) lim dn = lim n( n
√

a− 1) = lim n(e
1
n ln a − 1) = limx→∞

e
1
x

ln a−1
1
x

= limx→∞
− 1

x2 ln ae
1
x

ln a

− 1
x2

= limx→∞ ln ae
1
x ln a = ln a.

e) Die Folge ist divergent (bestimmt gegen −∞), da lim n =∞ und lim n
√

a−2 =
−1.

4. Aufgabe (10 Punkte)

a) Die Glieder der Reihe bilden keine Nullfolge, also ist die Reihe divergent.

b) Die Reihe konvergiert nach dem Quotientenkriterium (absolut):

(n+1)!
(n+1)n+1

n!
nn

=
(

n

n + 1

)n

=
(

1
1 + 1

n

)n
n→∞−−−−→ 1

e
< 1

c) Die Folge ( 1
ln n ) ist eine monoton fallende Nullfolge und damit konvergiert die

Reihe nach dem Leibnizkriterium.
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5. Aufgabe (10 Punkte)
Angenommen es gibt ein x ∈ R mit f(x) 6= 0. Sei p ∈ R>0 die Periode von f , dann
gilt für alle n ∈ N : f(x + np) = f(x) 6= 0. Da an = (x + np) gegen ∞ konvergiert
aber limn→∞ f(an) = f(x) 6= 0 ist, ist dies ein Widerspruch zu der Voraussetzung
limx→∞ f(x) = 0.

6. Aufgabe (10 Punkte)
Zwischen a1 und a2 ist f(x) = c1

x−a1
+ c2

x−a2
+ c3

x−a3
eine stetige Funktion und es

gilt limx↗a1 f(x) =∞ und limx↘a2 f(x) = −∞. Daher gibt es nach dem Zwischen-
wertsatz ein x ∈ ]a1, a2[ mit f(x) = 0. Dasselbe gilt für a2 und a3.

7. Aufgabe (10 Punkte)

a) Die Ableitungen von f :

f(x) = ln(x + 1), f ′(x) =
1

x + 1
, f ′′(x) = − 1

(x + 1)2
,

f ′′′(x) = 2
1

(x + 1)3
, f (4)(x) = −6

1
(x + 1)4

,

Daraus folgt

T3(x) =
3∑

k=0

f (k)(x0)
k!

(x− x0)k = ln(2) +
1
2
(x− 1)− 1

8
(x− 1)2 +

1
24

(x− 1)3.

b) Aus der Taylorschen Formel folgt, dass es für alle x ∈ [0, 2] ein ξ zwischen x
und x0 gibt, sodass

|T3(x)− f(x)| =
∣∣∣∣f (4)(ξ)

4!
(x− x0)4

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1
4(ξ + 1)4

(x− 1)4
∣∣∣∣ ≤ 1
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8. Aufgabe (10 Punkte)

a) Mit Substitution ∫
xex2

dx =
1
2

∫
eydy =

1
2
ey =

1
2
ex2

.

b) Mit partieller Integration∫
x sin(x−4)dx = −x cos(x−4)+

∫
cos(x−4)dx = −x cos(x−4)+sin(x−4).
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