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6. Übung Analysis I
(Folgen, Cauchy–Folgen)

Übungsaufgaben

1. Aufgabe
Sei (xn) eine Folge reeller Zahlen und x ∈ R. Beweisen Sie, dass

limxn = x⇔ lim inf xn = lim sup xn = x.

2. Aufgabe
Beweisen Sie, dass x 7→ n

√
x, R≥0 → R für n ∈ N \ {0} streng monoton

wachsend ist.

3. Aufgabe
Zeigen Sie, dass

lim

(
1 +

1

n

)n
=
∞∑
k=0

1

k!
= lim

(
1− 1

n

)−n
.

Der gemeinsame Grenzwert ist (per Definition) die Eulersche Zahl e. Bewei-
sen Sie, dass 2 ≤ e < 3 gilt.

4. Aufgabe
Seien a, b ∈ R mit 0 < a ≤ b. Zeigen Sie, dass die durch a0 = a, b0 = b und

an+1 =
an + bn

2
, bn+1 =

√
anbn

rekursiv definierten Folgen (an) und (bn) gegen denselben Grenzwert, das
sogenannte arithmetisch-geometrische Mittel von a und b, konvergieren.



Tutoriumsvorschläge

1. Aufgabe
Seien (an), (bn) und (cn) Folgen reeller Zahlen mit der Eigenschaft: Für fast
alle n ∈ N gilt an ≤ bn ≤ cn. Wenn lim an = lim cn = a, dann folgt lim bn = a

2. Aufgabe
Bestimmen Sie den Grenzwert der untenstehenden Folgen, falls er existiert.

a) an = |z|n−ns
|z|n+ns

, b) bn = n
√
an + bn + cn,

wobei z ∈ C, s ∈ Q und a, b, c ∈ R>0.

Hausaufgaben

1. Aufgabe (9 Punkte)

a) Sei an eine Folge zu der es eine Zahl q ∈ R, 0 < q < 1 gibt, sodass für
fast alle n ∈ N gilt:

|an+1 − an| ≤ q|an − an−1|.

Zeigen Sie, dass an eine Cauchy–Folge ist.

b) Sei F : R→ R eine Funktion zu der es eine Zahl q ∈ R, 0 < q < 1 gibt,
so dass für alle x, y ∈ R

|F (x)− F (y)| ≤ q|x− y|.

Zeigen Sie, dass es genau eine Zahl a ∈ R gibt, sodass F (a) = a ist. Sei
a0 ∈ R beliebig und an+1 = F (an). Zeigen Sie, dass lim an = a ist.

2. Aufgabe (6 Punkte)
Bestimmen Sie den Grenzwert der untenstehenden Folgen, falls er existiert.

a) an = 1
2n

(
n
k

)
, b) bn =

(
3+3i

5

)n
, c) cn = n

√
|P (n)|,

wobei P ein beliebiges Polynom mit höchstem Koeffizient p ist.

Gesamtpunktzahl: 15


