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13. Übung Analysis I
(Regelfunktionen, Integration durch Approximation mit Treppenfunktionen)

Übungsaufgaben

1. Aufgabe
Seien a, b ∈ R und a < b. Zeigen Sie durch Approximation mit Treppenfunktionen:

a)
∫ b

a

dx = b− a, b)
∫ b

a

xdx =
1
2

(b2 − a2).

2. Aufgabe (Trapezregel)
Sei f : [a, b]→ R eine stetige Funktion.

a) Sei g(x) das Polynom 1. Grades, dessen Graph durch die Punkte (a, f(a)) und
(b, f(b)) geht. Bestimmen Sie ∫ b

a

g(x)dx

in Abhängigkeit von a, b, f(a) und f(b).

Sei n ∈ N \ {0} und sei xj , j = 0, 1, . . . , n die äquidistante Zerlegung des Intervalls
[a, b] der Feinheit b−a

n . Sei g diejenige stetige Funktion, die auf jedem Intervall
[xj , xj+1] ein Polynom 1. Grades ist und für die f(xj) = g(xj), j = 0, 1, . . . , n gilt.

b) Bestimmen Sie

Tf (n) :=
∫ b

a

g(x)dx

in Abhängigkeit von a, b, n, f(xj), j = 0, 1, . . . , n.

c) Zeigen Sie

limTf (n) =
∫ b

a

f(x)dx.

3. Aufgabe
Sei f : [a, b] → R eine Regelfunktionen und g : [a, b] → R eine Funktion, die sich
von f nur in endlich vielen Punkten unterscheidet. Zeigen Sie, dass g auch eine
Regelfunktion ist und

∫ b
a
f(x)dx =

∫ b
a
g(x)dx.



Tutoriumsvorschläge

1. Aufgabe
Zeigen Sie durch Approximation mit Treppenfunktionen:

a)
∫ x

0

t2dt =
1
3
x3, b)

∫ x

1

1
t
dt = lnx, x ≥ 1, c) lim

n→∞

2n∑
j=n+1

1
j

= ln(2).

(Hinweis zu b): Verwenden Sie die Zerlegung tk := x
k
n , k = 0, . . . , n.)

2. Aufgabe
Seien a, b, c1, c2, c3 ∈ R und a < b. Bestimmen Sie∫ b

a

c1x
2 + c2x+ c3dx.

(Verwenden Sie die Ergebnisse aus der ersten Tutoriums– und der ersten Übungs-
aufgabe.)

Hausaufgaben

1. Aufgabe (5 Punkte)
Zeigen Sie durch Approximation mit Treppenfunktionen:

a)
∫ x

0

tndt =
1

n+ 1
xn+1, n ∈ N \ {0},

(Hinweis: Verwenden Sie die Zerlegung: t0 = 0, tk = x(1− 1√
n

)n−k, k = 1, . . . , n.)

2. Aufgabe (Simpsonregel) (10 Punkte)
Sei f : [a, b]→ R eine stetige Funktion.

a) Sei g(x) das Polynom 2. Grades, dessen Graph durch die Punkte (a, f(a)),(
a+b

2 , f(a+b
2 )
)

und (b, f(b)) geht. Bestimmen Sie
∫ b
a
g(x)dx in Abhängigkeit

von a, b, f(a), f(a+b
2 ) und f(b).

Sei n ∈ N \ {0} und sei xj , j = 0, 1, . . . , 2n die äquidistante Zerlegung des
Intervalls [a, b] der Feinheit b−a

2n . Sei g diejenige stetige Funktion, die auf jedem
Intervall [x2i, x2(i+1)], i = 0, . . . , n − 1 ein Polynom 2. Grades ist und für die
f(xj) = g(xj), j = 0, 1, . . . , 2n gilt.

b) Bestimmen Sie

Sf (n) :=
∫ b

a

g(x)dx

in Abhängigkeit von a, b, n, f(xj), j = 0, 1, . . . , 2n.

c) Zeigen Sie

limSf (n) =
∫ b

a

f(x)dx.

d) Sei p ein Polynom 3. Grades. Zeigen Sie, dass für alle n ∈ N \ {0} gilt

Sp(n) =
∫ b

a

p(x)dx.

(Hinweis: Zeigen Sie zuerst mit Hilfe der Intervall–Additivität des Integrals,
dass es genügt die Aussage für n = 1 zu zeigen.)

Gesamtpunktzahl: 15


