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3. Übung zur LV Nichtlineare Optimierung

Theoretische Aufgaben: (Vorrechnen in der Übung am 12.11.01)

1. (1 P.) Unter welcher Bedingung hat das quadratische Optimierungsproblem

min
x∈Rn

f(x) mit f : Rn → R, f(x) =
1

2
xTAx+ bTx

und A ∈ Rn×n symmetrisch, eine eindeutige Lösung x∗? Wie sieht diese aus?

2. (4 P.) Betrachte zu β ∈ R die Funktion

f : R2 → R f(x, y) := x2 + y2 + β x y + x+ 2 y.

(a) Berechne die stationären Punkte, d.h. die Punkte, an denen der Gradient verschwindet.
Untersuche in Abhängigkeit von β, ob es sich um lokale Extrema handelt.

(b) Für welche β liegt ein globales striktes Minimum vor?

3. (7 P.) Seien f, A und x∗ wie in Aufgabe 1, A sei positiv definit. Wir betrachten das Gradienten-
verfahren, d.h. Verfahren 4.1.4 der VL mit der Abstiegsrichtung dk := −gk mit gk := ∇f(xk)
und der Schrittweite σk. Sei k ∈ N0 mit dk 6= 0. Zeige:

(a) Es gilt σk :=
gTk gk
gTkAgk

= argminσ∈R+f(xk − σgk), d.h. diese Schrittweite ist exakt.

(b) Für den Fehler ek := xk − x∗ gilt: ek+1 = ek − σkgk = ek − σkAek

(c) ... und eTk+1Aek+1 = eTkAek −
‖gk‖4

2

gTkAgk
.

(d) Zwei aufeinanderfolgende Suchrichtungen dk+1, dk sind zueinander orthogonal.

(e) Aus gk+1 6= 0 folgen gTk+1Agk < 0 und gTk+2gk > 0.

(f) ‖ek+1‖2
2 ≤ ‖ek‖2

2 − σkeTkAek.
Hinweis: Benutze die Ungleichung xTx ≤

(
xTAx

)1/2 (
xTA−1x

)1/2
(Warum gilt sie?)

4. (4 P.) Sei A ∈ Rm×n, b ∈ Rm und

f : Rn → R, f(x) =
1

2
‖Ax− b‖2

2.

(a) Zeige: f ist zweimal stetig differenzierbar. Berechne den Gradienten und die Hesse-Matrix.

(b) Zeige: Die Hesse-Matrix ist positiv semidefinit. Sie ist genau dann positiv definit, wenn A
injektiv ist.



Programmieraufgabe: (Vorführen bis zum 12.11.01)
Als zweites ableitungsfreies Optimierungsverfahren soll ein Mutations-Selektions-Verfahren (vgl. Ab-
schnitt 2.2 der VL) getestet werden. Diese Art von Verfahren wird oft auch als genetischer Algorith-
mus (engl.: Genetic Algorithm, GA) oder Evolutionsstrategie bezeichnet. (Dazu gibt es an der TU
ein eigenes Fachgebiet Bionik im Institut für Prozess- und Anlagentechnik der Fakultät III, Prof.
Rechenberg.) Genetische Algorithmen werden oft eingesetzt, um globale Extrema zu finden. Einen
solchen GA gibt es unter

www.systemtechnik.tu-ilmenau.de/~pohlheim/EA Matlab/gagordy.m

als Matlab-Funktion im Internet. Diesen Link findet man über die Website www.mathtools.net/MATLAB
unter Genetic Algorithms. Achtung: Dieser GA maximiert die eingegebene Funktion. Der Aufruf er-
folgt mit

[x,stopcode]=gagordy(funstring,parspace,options)

Dabei ist x ein n-dimensionaler Zeilenvektor und parspace eine (3× n)-Matrix. Wollen wir x ∈ Rn

im Bereich
∏n

i=1[ai, bi] finden und haben den Startwert x̄, so ist diese Matrix als

 a1 . . . an
b1 . . . bn
x̄1 . . . x̄n


zu setzen. Die letzte Zeile ist dabei optional, d.h. das Verfahren funktioniert auch ohne Startwert.
Verwende für die Optionen den Vektor

options=[20,-1,0.12,50,20000,1000,1e-4,50,0].

Die relevanten Optionen sind dabei (s. help gagordy):
options(1) = m (size of generation, must be even integer)

options(2) = eta (crossover rate in (0,1); use Booker’s VCO if < 0)

options(3) = gamma (mutation rate in (0,1))

options(4) = printcnt (print status once every printcnt iterations)

options(5) = maxiter (maximum number of iterations)

options(6) = stopiter (minimum number of gains < epsln before stop)

options(7) = epsln (smallest gain worth recognizing)

options(8) = rplcbest (every rplcbest iterations, insert best-so-far)

Besonders mit der Mutationsrate kann man die Konvergenz des Verfahrens beeinflussen.

• Versuche, im Bereich [−2, 2] × [−2, 2] mit Startwert x̄ = (−1.9, 2) das Minimum x∗ = (1, 1)
der Rosenbrock-Funktion möglichst genau zu finden. Vergleiche die Anzahl der benötigten
Funktionsauswertungen mit denen des Nelder-Mead-Algorithmus vom letzten Übungsblatt.

• Starte das Verfahren zweimal hintereinander mit denselben Optionen. Warum unterscheiden
sich die Ergebnisse? Wie kann man das bei der Optimierung ausnutzen?

• Versuche ohne Startwert in dem sehr großen Bereich [−10, 10] × [−10, 10] das Minimum zu
finden, indem Du verschiedene Optionen variierst.


