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4. Übung zur LV Nichtlineare Optimierung

Theoretische Aufgaben: (Vorrechnen in der Übung am 19.11.01)
In jedem Iterationsschritt eines Abstiegsverfahrens vom Typ 4.1.4 der VL muss das eindimensionale
Optimierungsproblem

σ∗k := argmins≥0Φk(s), Φk(s) := f(xk + sdk)

exakt oder näherungsweise gelöst werden. Beim Gradientenverfahren (dk = −∇f(xk)) ist bei einer
quadratischen Zielfunktion f das exakte σ∗k bekannt, vgl. Aufgabe 3 auf dem letzten Übungsblatt.
Möglichkeiten für eine näherungsweise Bestimmung der Schrittweite sind z.B. die Methode der Hal-
bierung der Schrittweite (s. Programmieraufgabe) oder die Armijo-Schrittweite (vgl. VL).

1. (1+3+1 P.)
Matlab interpoliert die Funktion Φk durch ein quadratisches oder kubisches Polynom und
nimmt dessen Minimum als Approximation für σ∗k. Zeige:

(a) Die quadratische Interpolation von Φk kann

• mit jeder Kombination aus drei Funktions- oder Gradientenauswertungen

• oder mit nur zwei Gradientenauswertungen

von f auf dem Strahl {xk + sdk : s ≥ 0} durchgeführt werden.

(b) Bei der quadratischen Interpolation von Φk durch die drei Stützstellen (si, fi := Φk(si))i=1,2,3

liegt die Nullstelle der ersten Ableitung der Interpolierenden bei

σk =
1

2

β23f1 + β31f2 + β12f3

γ23f1 + γ31f2 + γ12f3

(1)

mit βij = s2
i − s2

j , γij = si − sj.
(c) Wie kann man sicherzustellen, dass das in (??) berechnete σk die Interpolierende mini-

miert (und nicht maximiert)? Was ist die einfachste Möglichkeit, wenn man Φk mit drei
Funktionsauswertungen interpoliert hat?

2. (2+1+1 P.)
Sei f(x) := 1

2
xTAx + bTx mit A ∈ Rn×n symmetrisch positiv definit und b ∈ Rn; x∗ bezeichne

das Minimum von f . Wir definieren ‖x‖A :=
(
xTAx

) 1
2 . Zeige:

(a) Es gilt f(x) = 1
2
‖x− x∗‖2

A + f(x∗) bzw. ‖x− x∗‖2
A = 2 [f(x)− f(x∗)].

(b) Für E(x) := 1
2
‖x− x∗‖2

A gilt: ∇f(x) = ∇E(x).

(c) Man kann also anstatt von f auch die Funktion E betrachten. Für was ist E ein Maß?

3. (2 P.)
Verallgemeinere die Formel für die exakte Schrittweite σk des Gradientenverfahrens (Aufgabe
3 des 3. Übungsblattes) auf das “verallgemeinerte” Gradientenverfahren

xk+1 := xk + σkDkdk, k = 0, 1, . . . , (2)

mit dk := −∇f(xk) und einer symmetrisch positiv definiten Matrix Dk ∈ Rn×n.



4. (5 P.)
Zeige für das Verfahren (??) und die Funktion E(x) := 1

2
‖x− x∗‖2

A aus Aufgabe 2:

E(xk+1) ≤
(
Mk −mk

Mk +mk

)2

E(xk), (3)

wobei Mk bzw. mk den größten bzw. kleinsten Eigenwert von D
1
2
kAD

1
2
k bezeichnet.

Hinweise:

• Drücke E(xk+1) mit E(xk), dk, A und Dk aus.

• Schreibe E(xk) in der Form 1
2
yTk L

−1
k yk mit yk := D

1/2
k dk, Lk := D

1/2
k AD

1/2
k .

• Benutze die Ungleichung von Kantorovich:

‖x‖4
2

‖x‖2
L‖x‖2

L−1

≥ 4Mm

(M +m)2 ∀x ∈ Rn.

(Hier bezeichnet m bzw. M den kleinsten bzw. größten Eigenwert von L.)

Programmieraufgabe: (Vorführen bis zum 26.11.01)
Programmiere das Gradientenverfahren (also Verfahren 4.1.4 der VL mit dk = −∇f(xk)) zur Lösung
der unrestringierten Optimierungsaufgabe

min
x∈Rn

f(x) mit f : Rn → R. (4)

• Das Verfahren soll als Funktion in Matlab realisiert werden, die mit

[x,options]=gradient(fun,x0,options,gradfun)

aufgerufen werden soll. Dabei sei

– fun ein String, der die zu optimierende Funktion f in (??) bezeichnet,

– x0 der Startvektor,

– options ein Vektor mit Optionen analog zu den anderen Matlab-Optimierungsroutinen:
options(1) = 0: kein Output
options(1) = 1: Output von x-Wert und Funktionswert in jeder Iteration
options(2): Abbruchkriterium für die Genauigkeit in x
options(3): Abbruchkriterium für die Genauigkeit in f
options(8): Funktionswert im Optimum, d.h. dem letzten berechneten x
options(10): tatsächliche Anzahl von Funktionsauswertungen.
options(14): max. Anzahl von Funktionsauswertungen.
Die übrigen Komponenten von options brauchen nicht benutzt zu werden.

– gradfun ein String, der den Gradienten ∇f der zu optimierenden Funktion bezeichnet.

Hinweis: Innerhalb der Funktion gradient kann nun mit

y=feval(fun,x) bzw. g=feval(gradfun,x)

auf die Funktionen fun bzw. gradfun zugegriffen werden.

• Als Schrittweitenstrategie soll die Methode der Halbierung der Schrittweite benutzt werden:
Beginnend mit σ = 1 wird die Schrittweite so lange halbiert, bis die Bedingung f(xk + σdk) <
f(xk) erfüllt ist.

• Teste das Verfahren an der Rosenbrock-Funktion.


