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5. Übung zur LV Nichtlineare Optimierung

Theoretische Aufgaben: (Vorrechnen in der Übung am 19.11.01)

1. (1+1+2 P.)
Wir betrachten noch einmal das verallgemeinerte Gradientenverfahren

xk+1 := xk + σkDkdk, k = 0, 1, . . . , (1)

mit dk := −∇f(xk) und die Fehlerabschätzung

E(xk+1) ≤
(
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Mk +mk

)2

E(xk) (2)

aus Aufgabe 3 des 4.Übungsblattes. Dabei bezeichnet Mk bzw. mk den größten bzw. kleinsten
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(a) Berechne für das normale Gradientenverfahren (also Dk = I in (1)) und

f(x) :=
1

2
xTAx+ bTx, A =


78 −2 −12 −140
−2 86 −4 60
−12 −4 72 −80
−140 60 −80 7400

 , b ∈ Rn

den die Konvergenz bestimmenden Faktor in der Abschätzung (2). Hinweis: In Matlab
kann man die Eigenwerte einer Matrix mit eig(A) bestimmen.

(b) Bestimme eine positiv definite Diagonalmatrix D, so dass die Summe der Beträge der
Matrixelemente in jeder Zeile von DA gleich ist.

(c) Finde eine positiv definite Diagonalmatrix D, so dass der Faktor in der Abschätzung (2)
für das Verfahren (1) mit Dk ≡ D kleiner wird als der in (b) berechnete.

Hinweis: Es müssen nur die Ergebnisse, nicht das Matlab-Program abgegeben werden.

2. (4+1+1+1 P.)
Oft ist der Gradient der Zielfunktion f nicht explizit bekannt (z.B. wenn f über die Lösung
einer Differentialgleichung gegeben ist) oder nur mit großem Aufwand zu berechnen. Dann ist
eine Möglichkeit, ihn durch numerische Differentiation zu approximieren.

(a) Benutze den vorwärts genommenen

Dif(x) :=
f(x+ tei)− f(x)

t

und den zentralen Differenzenquotienten (DQ) erster Ordnung

δif(x) :=
f(x+ tei)− f(x− tei)

2t
,



um mit Matlab den Gradienten der Funktion

f : R
2 → R

f(x) := (x1 − 2)4 + (x1 − 2)2x2
2 + (x2 + 1)2

im Punkte x = (1, 1) zu bestimmen. Vergleiche die Ergebnisse mit dem exakten Gradi-
enten. Finde jeweils die Schrittweite im Bereich t ∈ [eps, 0.1], die das genaueste Ergebnis
liefert. Wie genau ist es? Dabei ist eps die Maschinengenauigkeit, die in Matlab als Kon-
stante eps definiert ist. Hinweis: Es müssen nur die Ergebnisse, nicht das Matlab-Program
abgegeben werden.

(b) Zeige analytisch: Der zentrale DQ approximiert die erste Ableitung mit der Genauigkeit
O(t2), wenn f hinreichend glatt ist.

(c) Welchen Vorteil hat der vorwärts genommene DQ bei der Approximation des Gradienten
aber dennoch gegenüber dem zentralen, obwohl er die Ableitung nur mit der geringeren
Genauigkeit von O(t) approximiert?

(d) Es liege analytische Information über den Gradienten vor, nicht jedoch über die Hesse-
Matrix. Wie sollte sie beim Newton-Verfahren approximiert werden, um ihre spezielle
Struktur zu erhalten?

3. (1+1+3 P.)
Seien A ∈ Rn×n, 0 6= s, y ∈ Rn und ‖ · ‖, |‖ · ‖| zwei Matrixnormen mit

‖AB‖ ≤ ‖A‖ |‖B‖| für alle A,B ∈ Rn×n (3)

und ∣∣∣∣∥∥∥∥vvTvTv

∥∥∥∥∣∣∣∣ = 1 für alle v ∈ Rn. (4)

Zeige:

(a) Für v ∈ Rn \ {0} hat die Matrix vvT ∈ Rn×n den Rang 1.

(b) Die Lösung des Problems

min
B∈Q(y,s)

‖B − A‖

für Q(y, s) := {B ∈ Rn×n : Bs = y} ist gegeben durch

Ã := A+
(y − As)sT

sT s
.

(c) Für ‖ · ‖ := |‖ · ‖| := ‖ · ‖2 sind (3) und (4) erfüllt.


