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7. Ubung zur LV Nichtlineare Optimierung

Theoretische Aufgaben: (Vorrechnen in der Ubung am 10.12.01)

1. (2P)
Das CG-Verfahren fiir nichtlineare Optimierungsprobleme aus der VL (Verfahren 4.8.4), bei
dem in Schritt 3 fiir gy := V f(xy)

B = gzﬂgkﬂ
i G
gesetzt wird, wird auch als Fletcher- Reeves- Verfahren bezeichnet. Benutzt man statt dessen die
Formel
By = (Grt1 — gk)Tgk—H

g/::gk

so spricht man vom Polak-Ribiére- Verfahren.

Zeige: Fiir eine quadratische Zielfunktion und bei Wahl der exakten Schrittweite oy ist die
Fletcher-Reeves-Version dquivalent zum “normalen” CG-Verfahren (Verfahren 4.8.1). Das gilt
auch fiir die zweite, ist aber schwieriger zu zeigen.

2. (1+2+1+14+1 P.)
Wir betrachten das Verfahren von Polak-Ribiére mit exaktem Line Search fiir eine zweimal
stetig differenzierbare Zielfunktion f, die nichtquadratisch ist, aber

mlzl3 < "Vif(x)e  und  2"VEf(x)y < Mlzlallyll Vr,y e R
mit 0 <m < M < oo erfiillt. Zeige, dass fiir alle £ € N gilt:

(8) giyrde =0 und —ggdy, = [|gill3-
(b) Fir die exakte Schrittweite oy im Line Search gilt mit s € (0,1):

lowlly
d{VQf(xk + Sakdk)dk

Hinweis: Entwickele den Ausdruck V f(xg,1) in ein Taylorpolynom um zy.

Ok

(c) Es existiert s € (0, 1), so dass

g,{+lv2f(wk + Sgkdk)dk
szQf(iEk + Sdek)dk

B

(d) Es gilt:

M ||gr+a]l2
m || dills

1Bk <



(e) Die Richtungen dj, sind gradientenbezogen (vgl. VL Def. 4.3.5), d.h. fiir ein ¢ > 0 gilt:
=V di = | Vf(xi)l2lldill2-

3. (1+5+1+1 P.)
Die Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens hiangt bei dem quadratischen Problem

1
min —zT Az + b'x
zER™ 2

von der Kondition bzw. vom Verhéltnis zwischen grofitem und kleinstem Eigenwert der symme-
trisch positiv definiten Matrix A ab. Die Idee der Vorkonditionierung liegt in der Uberfithrung
in ein dquivalentes Problem der Form

1 - -
min 51«%9} + b7 (1)

mit & = Wax und WTW = B, wobei fiir B eine symmetrisch positiv definite Matrix gew#hlt
wird. Die Matrix W kann man dann z.B. durch Cholesky-Zerlegung berechnen.
(a) Wie sehen A und b aus?

(b) Zeige: Das CG-Verfahrens fiir das Problem (1) hat die folgende Form, wenn die GréBen
Ok, Tk, Gk, Bk, dg durch die urspriinglich gegebenen Daten ausgedriickt werden:

Geg. o€ R", gy = Axg+0b,
lose Bzygy = go,
Yo = —Zo,
T
2
Firk=0,1,...: Gy = hk
?/kAylc
Thy1 = Tp + OkYk,
Gkt1 = Gkt 0rAYk,
16se  Bzpi1 = Gkt
-2 91{+1zk+1
B = —F—,
9y %k
Ykt1 = —Zky1 + Ok

Hinweis: Setze z; := B~ g, und y;, :== W~'dy.

Diesen Algorithmus bezeichnet man als vorkonditioniertes CG-Verfahren oder PCG (pre-
conditioned conjugate gradient)-Verfahren. Er bendtigt in jedem Schritt zwei Skalarpro-
dukte, ein Matrix-Vektor-Produkt und die Losung eines linearen Gleichungssystems. Als
Abbruchkriterium verwendet man |g{, ;z,11] < €.

(c) Welche beiden Kriterien sollte man bei quadratischem f an die Matrix B (und damit an
W) stellen, um optimale Konvergenzgeschwindigkeit bei moglichst geringem Rechenauf-
wand zu erreichen? Beachte, dass kein System mit der Matrix A gelost werden soll, da
man sonst das Minimum auch direkt aus Ax* = —b berechnen konnte.

(d) Man wendet das PCG-Verfahren auch auf nichtquadratische Probleme an. Wie sollte B
in diesem Fall gewéhlt werden?



