TECHNISCHE UNIVERSITAT BERLIN WS 03

Institut fiir Mathematik Abgabe: 11.11.02
Ferus / Peters http://www.math.tu-berlin.de/Vorlesungen/WS02/AnalysisIII

3. Ubung Analysis III

(Konvergenzsitze, Messbarkeit und Integrierbarkeit)

Tutoriumsvorschlige

1. Aufgabe

a) Sind die konstanten Funktionen messbar?
b) Gibt es nicht p,~integrierbare bzw. nicht u,-messbare Funktionen f: R" —
R, so dass fiir eine Folge von Intervallen I, € I(R™) mit JI, = R" gilt

Fxr € £ (un)?

c¢) Diskutieren Sie Zusatzbedingungen zu ,fiir eine Folge von Intervallen I,, €
I(R™) mit J I, = R™ gilt fxr € L' (u,)“, welche die u,,—Integrierbarkeit von
f zur Folge haben.

2. Aufgabe
Seien f,g: R — R, f(z) = sinz, g(z) = 2 2 sinz und I, = [-n,n]. Zeigen Sie:

pmRNUpZy In) = 0, [ fxr, = [gxi, =0, aber f & L1(u1) und g € L (1)
(letzteres z.B. mit dem Ausschopfungssatz aus HA 2).

Hausaufgaben

1. Aufgabe (5 Punkte)

a) Sei f: R — R monoton. Zeigen Sie, dass f € £(p1) genau dann, wenn f =,
0.

b) Sei f: R — R mit kompaktem Triger und sei f auf seinem Triiger monoton.
Zeigen Sie, dass f € L1 (u1).

2. Aufgabe (10 Punkte)
a) Beweisen Sie den Ausschipfungssatz: Sei f: R™ D M — R, M messbar, (M,)
eine Folge messbarer Teilmengen von R™, sodass M,, C M, 1 und (M \
Unzi My,) = 0. Dann folgt: f € L1(M, ), wenn f € L' (My, p) und [, |f|dg
beschrénkt ist. Ist das der Fall, so gilt [,, fde = lim [ a, T
b) Sei f:]a,b[— R, a, b € R. Dann ist f € £'(u1) genau dann, wenn | f| auf ]a, b]
uneigentlich regelintegrierbar ist.

3. Aufgabe (5 Punkte)
Sei 0y das DiracmaB zu den natiirlichen Zahlen N C R, RN der Vektorraum der
Folgen in R, R® der Vektorraum der Abbildungen f: R — R und ": R® — RN,

[ fi=(f()nen.
a) Zeigen Sie, dass " linear ist, und dass f =5, g genau dann, wenn f = §.
b) Zeigen Sie, dass f € £!(dy) genau dann, wenn die Reihe Y f konvergiert, und

dass dann [ fdoy = 3" f.
c¢) Folgern Sie das Majorantenkriterium fiir Reihen aus dem Satz von Lebesgue.

Gesamtpunktzahl: 20



