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7. Ubung Analysis III

(Hilbertriume, Orthonormalsysteme und Orthogonalprojektionen)

Tutoriumsvorschlige

1. Aufgabe
Sei (H, (,)) ein Hilbertraum, M C H ein Untervektorraum, x € H und y € M.
Zeigen Sie:

|z —y| = dist(z, M) <= 2 —yec M* .

2. Aufgabe

Sei (H, (,)) ein Hilbertraum, (e;);en ein Orthonormalsystem und zu n € N\ {0}
sei M,, = Spann{ey, ..., e,}. Zeigen Sie das

Fpn:H—-M,, =z Z(ei,@ei

i=1
die Orthogonalprojektion von H auf M, ist.

3. Aufgabe

Identifizieren Sie L?*(N, dy) mit dem Raum der quadrat-summierbaren Folgen [
und schreiben Sie die Holdersche Ungleichung mit Summen.
Sei fiir A €] — 1,1[:

oAt PR, (a) o Yt
k=0

Zeigen Sie, dass die ¢, wohldefinierte stetige lineare Funktionale auf [ sind, und
geben Sie zu jedem A €] — 1, 1] eine Folge x(\) an mit

N <.,£IZ'/\>.



Hausaufgaben

1. Aufgabe (10 Punkte)

Sei (H, (,)) ein Hilbertraum, M C H ein abgeschlossener Untervektorraum.

a) Beweisen Sie die Parallelogramm—Gleichung: Fiir alle z, y € H gilt
lz +yll* + llz = ylI* = 2[|z]|* + 2[|y|I*.

b) Zeigen Sie, dass jede Folge (z,) in M mit lim ||z — z,,|| = dist(z, M) eine
Cauchy—Folge ist.

c) Zeigen Sie, dass es zu jedem z genau einen Vektor z), € M gibt, der am
dichtesten an x liegt. Zeigen Sie, dass P: H — M, z — x); die Orthogo-
nalprojektion von H auf M ist.

d) Zeigen Sie, dass es zu jedem x € H genau ein xp; € M und ein 23, € M+
gibt, sodass
T =T+ 27

(Hinweis zur Eindeutigkeit: Wenden Sie P auf die Gleichung an.)

2. Aufgabe (5 Punkte)
Sei (H, (,)) ein reeller Hilbertraum und H' = L(H,R) der Vektorraum der ste-
tigen linearen Funktionale auf H. (In der Analysis heifit H' Dualraum von H.
Falls H unendlich dimensional ist, ist H' allerdings ein echter Teilraum des (al-
gebraischen) Dualraums H*.)

Zeigen Sie, dass
H—H, z~ (., z)

ein wohldefinierter linearer Isomorphismus ist. (Hinweis zur Surjektivitiat: Sei
¢ € H'. Wenden Sie 1d) auf Kern ¢ (abgeschlossen?) an: Zeigen Sie, dass es zu
¢ € H' ein 2, € Kern® gibt mit ¢(z,) = (z,,2,), und verwenden Sie, dass

y=1y— f(gj) Ty, + ;z;yg) z, fiir alle y € H, falls ¢(z,) #0.)

3. Aufgabe (5 Punkte)

Sei (H, (,)) ein Hilbertraum und (ey)gen eine Orthonormalbasis. Dann ist
-7'_5H_>l27 fH(<f)€k>)

ein isometrischer Isomorphismus. (Also gibt es bis auf Isomorphie nur einen un-
endlich dimensionalen Hilbertraum, der eine abzéhlbare Orthonormalbasis be-
sitzt.)

Gesamtpunktzahl: 20



