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11. Übung Analysis III
(Differentialformen, Cartansche Ableitung)

Tutoriumsvorschläge

1. Aufgabe
Berechnen Sie die Cartanschen Ableitungen von

a)
1

x2 + y2
(−y dx + x dy), b) xy dx ∧ dy, c) ex cos y dx− ex sin y dy.

2. Aufgabe
Sei f ∈ C∞(Rn, R). Zeigen Sie, dass

df = ωgrad f ,

und dass der Gradient von f durch diese Gleichung eindeutig bestimmt ist.

3. Aufgabe
Beweisen Sie mit T2) und HA 2), dass aus d2 = 0 für Funktionen f ∈ C∞(R3, R)
und Vektorfelder X ∈ C∞(R3, R3) folgt

rot grad f = 0 und div rotX = 0

Hausaufgaben

1. Aufgabe (5 Punkte)
Berechnen Sie die Cartanschen Ableitungen von

a) z2 dx ∧ dy + (z2 + 2y) dx ∧ dz), b) 5x dx + y2 dy + xyz dz,

c) x dy ∧ dz + y dx ∧ dz + z dx ∧ dy.

2. Aufgabe (5 Punkte)
Sei X ∈ C∞(R3, R3). Zeigen Sie, dass

dωX = ∗ωrot X ,

und dass die Rotation durch diese Gleichung eindeutig bestimmt ist.

3. Aufgabe (5 Punkte)
Sei f : R2 \{0} → R2 \{0}, f(r, θ) = (r cos θ, r sin θ) die Polarkoordinatenabbildung
für die Ebene ohne den Nullpunkt. Beweisen Sie:

a) Für die Windungsform ω = 1
x2+y2 (−y dx + x dy) gilt f∗ω = dθ.

b) Für die radiale Form ω = x dx + y dy gilt f∗ω = r dr.

4. Aufgabe (5 Punkte)
Sei X ∈ C∞(Rn, Rn), X(v) = v

‖v‖n . Zeigen Sie, dass

d ∗ ωX = 0.

Gesamtpunktzahl: 20


