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Kapitel 1

Direkte und Inverse Probleme

1.1 Motivation und Beispiele

Die Aufgabenstellungen, die Sie bisher in den verschiedenen mathematischen
Vorlesungen kennengelernt haben waren in der Regel direkte Probleme: Gege-
ben ist ein System mathematischer Gleichungen, die aus einer naturwissen-
schaftlichen Aufgabenstellung abgeleitet sind. Nehmen wir als Beispiel eine
Evolutionsgleichung. Bekannt ist die Konfiguration des Problems und die
Ausgangsituation. Das Ziel besteht in einer Simulation des Verlaufs dieses
Prozesses. Allgemein zeichnen sich direkte Probleme dadurch aus, dass man
aus bekannten Ursachen die unbekannten Wirkungen ermittelt.

Direktes Problem
Ursache = Wirkung

Bei inversen Problemstellungen steht die Aufgabe in der anderen Richtung.
Gegeben sind Meflwerte oder Beobachtungen der Wirkungen. Gesucht ist die
Ursache (oder besser meist ein Teil der Ursachen), die zu diesen Beobachtun-
gen fithren. Diese Aufgabenstellung tritt in Praxis sehr hdufig auf. Nahezu
jede Bestimmung von Materialeigenschaften oder Prozessgrofien generiert in-
verse Probleme. Die gesuchten Groéflen lassen sich meist nicht direkt messen.
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4 KAPITEL 1. DIREKTE UND INVERSE PROBLEME

Also werden Groflien gemessen, die durch diese Materialparameter beeinflusst
werden. Anschliefend wird aus den gemessenen Groflen die gesuchten Eigen-
schaften bestimmt.

Dariiber hinaus fiihren viele andere Anwendungen auf inverse Aufgabenstel-
lungen, das reicht von der Lagerstittenbestimmung in der Geologie iiber die
Computertomografie bis hin zur Bildrekostruktion. Vereinfacht kann man ein
inverses Problem daher wie folgt darstellen.

Inverses Problem
Wirkung = Ursache

Diese inverse Form der Aufgabenstellung beinhaltet auch mathematisch vol-
lig neue Probleme. Die gemessenen Daten beinhalten in der Regel Messfeh-
ler. Aulerdem wirken sich Vereinfachungen in der Modellierung aus. Daher
stellt sich die Frage, ob eine solche Aufgabe iiberhaupt eine Losung besitzt.
Andererseits ist nicht klar, ob die Messdaten ausreichen, um die gesuchten
Materialdaten zu bestimmen. Wichtiger als die Frage nach Existenz und Ein-
deutigkeit von Losungen ist jedoch ein dritter Aspekt. Inverse Probleme sind
meist durch instabiles Verhalten der Lisung gekennzeichnet. Das heifit: Be-
liebig kleine Fehler bei den Messungen kénnen beliebig groie Fehler in den
Losungen bewirken.

Genau darin liegt die Herausforderung der Theorie der inversen Probleme.
Sie beschéftigt sich mit den mathematischen Ursachen dieser Probleme und
bietet Moglichkeiten an, praktische Probleme stabil zu 16sen. Wir beginnen
mit einem Beispiel, dass mathematisch gesehen das einfachste inverse Pro-
blem ist.

Beispiel 1.1 (Numerische Differentiation)

Gesucht wird die Ableitung der Funktion f im Punkt zy. Bekannt sind le-
diglich die Funktionswerte. Wir kénnen die Ableitung ermitteln mittels Dif-
ferenzenqoutient

T—T0 T — Iy
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Ersetzt wird der Grenzwert durch die Wahl eines geeigneten Punktes . Was
aber ist ein geeigneter Punkt x 7 Die Berechnung der Funktionswerte wird le-
diglich mit einem kleinen numerischen Fehler ¢ erfolgen konnen. Wir erhalten

daher 5 5

T — Tp T — T

[/ (o) ~

wobei der Punkt & nach dem Mittelwertsatz zwischen z und zq liegt. Neh-
men wir an, dass unsere Funktion f zweimal stetig differenzierbar ist. Dann
erhalten wir wieder nach dem Mittelwertsatz die Abschéitzung

f’(xo)—f<x>_f<x0)+5 <1F" ()] - | — o] + )

T — T |55—930|'

Die zwei Terme auf der rechten Seite stehen fiir typische Effekte bei inversen
Problemen. Der erste Term stellt den Approximationsfehler dar. Dieser wird
um so kleiner, je kleiner der Wert von |z — z¢|. Der zweite Term erzeugt Sta-
biltdatsprobleme. Fiir kleiner werdende Differenz |z — x| wichst dieser Fehler
immer schneller. Fiir grofle Differenzen ist er dagegen fast Null. Eine gute
Wahl von z stellt damit immer einen verniinftigen Kompromiss zwischen Ap-
prozimation und Stabilitdt dar. Aulerdem ist die Kenntnis des Fehlerniveaus
0 wichtig.

Ubungsaufgabe 1.1 Berechnen Sie den optimalen Wert von |x — xo|. Wie
dndert sich die Aussage bei der Verwendung von zentralen Differenzen (f sei
dreimal stetig differenzierbar).

Ubungsaufgabe 1.2 Uberzeugen Sie sich, dass dieses Problem bei der nume-
rischen Integration nicht auftritt.

Das zweite Beispiel ist wesentlich komplizierter. Es soll verdeutlichen, wie
inverse Probleme in der Praxis auftreten.

Beispiel 1.2 Wir betrachten einen radialsymmetrischen Ofen, in dessen Mitte
sich ein radialsymmetrischer Stab befindet. Die Wéarmeausbreitung in Rich-
tung des Stabes wird vernachléassigt. Das Temperaturverhalten wird durch
eine quasilineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung beschrieben

ou(r,t) 10 ou
- - —_ <
oc(u) T o (r)\(u) 8r> 0<r<R, 0<t<T,
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welche die Parameter bzw. Parameterfunktionen o (Dichte), c(u) (spezifische
Wiirme als Funktion der Temperatur) und A(u) (Wérmeleitzahl als Funktion
der Temperatur) enthélt. Aulerdem benotigt man eine Anfangsbedingung

u(r,0) = up(r)

und Randbedingungen zur vollstéindigen Beschreibung des Problems. Auf-
grund der Radialsymmetrie gilt

O _y o<
or
Fir den Warmeaustausch am adufleren Rand verwenden wir
Ju(R,t)

Alu) plu) (@) —u(R,t))  0<t<T,

or
wobei ¢ die Temperatur der umgebenden Luft ist und p(u) die Warmetiber-
gangsfunktion als Funktion der Temperatur. Typischerweise beschéftigt sich
nun die Mathematik mit der Losung der direkten Aufgabe. Das heifit, alle Ma-
terialparameter sind bekannt und das Temperaturfeld u(r,t) wird als Funk-
tion von Radius und Zeit gesucht. Die Differentialgleichung, Anfangs- und
Randbedingungen erfassen hier Ursache und das Bedingunfgefiige vollstdndig.
Als spezielle Wirkungen kann man die Temperatur an bestimmten Ortspunk-
ten

u(ri, t) 1=1.k, 0<t<T

betrachten. Anhand dieser Konstellation lassen sich verschiedene inverse Auf-
gabenstellungen ableiten. Eine praktisch relevante Frage ist die Identifkation
der Wirmeiibergangsfunktion p(u) aus Messwerten in den einzelnen Orts-
punkten.

Eine andere inverse Aufgabe ist die Bestimmung des Anfangstemperaturpro-
fils ug(x) aus der Kenntnis des Temperaturfeldes zum Endzeitpunkt 7". Beide
Probleme sind sogenannte Identifikationsprobleme.

In dieselbe Aufgabenstellung fallen aber auch Optimalsteueraufgaben, wie
zum Beispiel die Frage nach der optimalen Gastemperatur (¢), um ein
gewiinschtes Endtemperaturprofil zu erzeugen.

Bevor wir nun in die mathematische Welt eintauchen, sei noch die folgende
Modellierungsaufgabe gestellt.
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Ubungsaufgabe 1.3 Wir wollen mit Hilfe von Gravitationsmessungen La-
gerstiatten erkunden. Dafiir nehmen wir in einem Ballon Gravitationsmes-
sungen vor. Wir nehmen die Erdoberfliche als eben an und messen die Gra-
vitationskraft vom Ballon aus. Der Ballon befinde sich in Héhe h. Der Betrag
der Anziehungskraft zweier Massen ergibt sich zu

mimes
r2

|F| =~

wobei r den Abstand dieser zwei Massen bezeichnet. Das Gravimeter befinde
sich im Punkt (s1, s2, h) und das Masseelement im Punkt (t1,ts,0). Aufler-
dem mifit das Gravimeter nicht nur den Betrag der Kraft sondern auch deren
Richtung. Uns interessiert nur die z-Komponente der Kraft. Wir gehen nun
von dem Modell eines Massepunktes zu einer Masseverteilung iiber. Diese ha-
be die Dichtefunktion f(t1,2) in einem Gebiet €. Stellen Sie eine Formel fir
die z-Komponente der Kraft |F,(s)| = y(s1, s2) auf, die nur bekannte Grosfien
und die Dichtefunktion f(t1,t2) enthélt. Die Bestimmung der Dichtefunktion
aus der Kenntnis der Funktion |F,(s)| ist wieder eine inverse Aufgabenstel-
lung.

1.2 Mathematische Grundlagen

Grundlage unserer Betrachtungen bilden reelle normierte Rdume Z. Das sind
spezielle lineare Rdume iiber den Korper der reellen Zahlen, bei dem jedes
Element z des Raumes Z eine nichtnegative Zahl ||z||z als Norm des Elemen-
tes zugeordnet wird. Dabei gelten die Normaxiome

Izlz =0 & z2=0 und [Az]lz = |Alllz]lz (A€ R)
sowie die Dreiecksungleichung
21+ z2llz < llz1llz + (2]l 2
fiir alle z, 21,20 € Z.

Mit Hilfe dieser Norm erklért man den Begriff der starken Konvergenz (Norm-
konvergenz):
Zn — 2 < ||z — 2]z — 0.
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In vielen Féllen benotigt man den Begriff der Cauchyfolge, d.h. es gibt zu
jedem e > 0 einen Index ny = ny(e) so dass

|zn — 2mllz < e, falls m,n > ny.

Jede konvergente Folge in einem normierten Raum ist Cauchyfolge. Konver-
gieren umgekehrt alle Cauchyfolgen, so sprechen wir davon, dass der Raum
Z vollstéandig ist. Ein vollstdndiger normierter Raum wird Banachraum ge-
nannt.

Im weiteren werden wir Abbildungen zwischen zwei normierten Rdumen X
und Y betrachten. Diese werden bei uns immer mindestens Banachrdume
sein. Existiert im Banachraum X ein Skalarprodukt mit

(x,2)x = HxH_%( Ve e X

so bezeichnet man X als Hilbertraum. In den meisten Féllen werden die
betrachteten Funktionenrdume Hilbertrdume sein. Wichtig ist bei einigen
Untersuchungen der Fakt, dass die Einheitskugel in unendlich dimensionalen
R&umen nicht kompakt ist.

Fiir den Moment werden wir mit den Réumen C[a,b] und L?(a,b) auskom-
men. Der Raum der stetigen Funktionen Cfa, b ist versehen mit der Norm

o = max Ja(t)

ein Banachraum. Im Raum L? der quadratisch integrierbaren Funktionen
definiert man ein Skalarprodukt und eine Norm

b
lall3a0s = | @*(s) ds.

Damit ist dieser Raum ein Hilbertraum. Man beachte, dass die L>-Norm fiir
jedes Element aus C die L2-Norm definiert ist. Allerdings ist die Menge der
stetigen Funktionen beziiglich dieser Norm unvollsténdig.

Manchmal wird es notwendig sein verschiedene Normen ||z||z und ||z||; in
einem Raum Z zu betrachten. Gilt dabei

allzllz < llzllz < eallzll2
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mit 0 < ¢; < ¢y < 00, so sprechen wir von dquivalenten Normen. In endlich-
dimensionalen Rdumen sind alle Normen &quivalent.

Im unendlichdimensionalen Raum Z kann es dagegen passieren, dass nur eine
Ungleichung gilt

1]l 7 < ell=llz-

In diesem Fall nennt man ||z||z die stérkere Norm.

Beispiel 1.3 Wir betrachten die Menge der stetigen Funktionen und setzen

el = lzllcgen = mas [<66)
und
b 1/2
o1 = el = [ #6015
Dann gilt

. 1/2
</ 22(s) ds) < (max |/ 1 ds> Vb — a max |z(t)).
a a<t<b a<t<b

Umgekehrt kann man Folgen finden, in denen die C-Norm der Folgeglieder
konstant 1 ist, wihrend die L2-Norm gegen Null strebt. Deshalb gilt nur eine
Ungleichung und die C-Norm ist stéirker als die L?-Norm.

Die geeignete Wahl der Rdume X und Y fiir die Untersuchung von inversen
Problemen ist héufig eine Schliisselstelle und erfordert eine gute Kenntnis
des technisch-physikalischen Hintergrundes.

1.3 Operatoren und Aufgabenstellungen

Neben der Raumwahl spielt bei der Formulierung inverser Aufgaben auch die
Wahl des Definitionsbereichs D C X eine wesentliche Rolle. Alle Elemente z
dieser Menge kommen als Losungen des inversen Problems in Frage. Natiirlich
darf die Menge D nur Elemente enthalten, fiir die die zugehorige direkte
Aufgabe iiberhaupt l6sbar ist.
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Die direkte Aufgabe x +— y wird durch den Operator ' : X D D — Y
charkterisiert
y = F(z).

Dabei kann es durchaus sein, dass sich die Bildelemente nicht mit einer expli-
ziten Formel darstellen lassen. Man denke hier nur an das Beispiel 1.2. Fiir
den Operator F' werden wir immer die Stetigkeit voraussetzen.

Definition: Ein Operator F' : X D D — Y heifit stetig im Punkt zq € D,
wenn fiir jede gegen xy konvergierende Folge {z,} C D von Urbildern, d.h.

lim ||z, — zol|x =0,

n—oo

auch die zugehorige Bildfolge {F(z,,)} C Y gegen F(z() konvergiert, d.h., es
gilt dann
lim ||F(x,) — F(xo)|ly = 0.

n—oo

Der Operator heifit stetig auf D, wenn er in allen Punkten xy € D stetig ist.

Eine besondere Rolle werden lineare Operatoren bei unseren Betrachtungen
spielen.

Definition: Ein Operator A : X — Y heif}t linear, wenn fiir alle x1, 2, € X
und A\, Ay € IR die Gleichung

A()\1$1 + )\21’2) = )\1141'1 + )\QAxQ
gilt. Gibt es zusatzlich eine Konstante K > 0, so dass fiir alle z € X
[Az]ly < K|z x

erfiillt ist, so heift der lineare Operator A beschrdinkt. Es ist eine bekannte
Tatsache der Funktionalanalysis, dass fiir lineare Operatoren die Begriffe
Beschranktheit und Stetigkeit dquivalent sind.

Beschréankte lineare Operatoren A zwischen X und Y bilden selbst einen
Banachraum, den wir mit £(X,Y") bezeichnen. Die Norm

A$| Y
[Allzxyy == sup | Az]
zexa£0 ||| x
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in diesem Raum entspricht der kleinstmdoglichen Konstante in der vorigen
Definition. Héufig werden wir aber auch nichtlineare Operatoren F betrach-
ten.

Alle im Abschnitt 1.1 vorgestellten Identifkationsprobleme lassen sich in
Form der Operatorgleichung

F(z) =y, reDCX, yeVY (1.1)

schreiben. In der inversen Aufgabenstellung stellen die Werte y die Eingangs-
daten der Operatorgleichung dar. Das gesuchte Parameterelement x aus dem
Definitionsbereich D charakterisiert die Losung dieser Gleichung. Sofern F
ein nichtlinearer Operator ist, liegt ein nichtlineares Identifikationsproblem
vor und entsprechend ergibts sich eine nichtlineare Operatorgleichung (2.1).

Lineare Identifkationsprobleme kénnen wir in der Form
Ax =y, reDCX, yeY, AeLlL(X)Y) (1.2)

schreiben. Die Darstellung der Identifikationsprobleme ist in gewissem Sinne
idealisiert, da die Eingangsdaten y exakten Bildern F'(x) = y bzw. Az = y des
gesuchten Parameters entsprechen. In der Realitdt werden diese Daten durch
Beobachtungsfehler, Modellfehler, ... von den exakten abweichen. Wir werden
deswegen von gestorten Daten ys ausgehen und dann immer die Abschéatzung

ly = yslly <6 (1.3)
bei Vorgabe eines Datenfehlerniveaus zugrundelegen.

Fiir Optimalsteueraufgaben ist diese Modellierung auf der Grundlage von
Operatorengleichungen wenig sachgerecht. Die vorgegebenen gewiinschten
Bilder y werden nur in den seltensten Fiéllen exakte Bilder von F' sein. Das
Fehlerniveau ¢ spielt bei diesen Aufgaben auch keine Rolle. Die Optimalsteu-
eraufgaben formuliert man als Extremalproblem

J(z) = |[F(z) —ylly =min!, — 2zeDCX. (1.4)

In diesem allgemeinen Kontext muss es zunéchst kein minimierendes Element
geben. Aufgrund der Nichtnegativitdt der Norm gibt es aber immer eine
Infimalfolge, d.h.es gibt zu jedem 7 > 0 ein Element x, mit

J(z,) < ;glf) J(x) +n. (1.5)
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Fiir beide Aufgabenklassen kann man die Sondersituation D = X hervor-
heben. Wir haben es in diesem Fall mit unrestringierten Problemen zu tun.
Speziell fiir Identifikationsprobleme ist dieser sehr wichtig, da hierfiir eine
geschlossene mathematische Theorie existiert. Ist der Definitionsbereich ei-
ne echte Teilmenge des Banachraums X so sprechen wir von restringierten
inversen Problemen.

Wir listen hier einige in Praxis haufig verwendete Mengen auf. Mit Hilfe von
Kugeln
D={zeX: ||z||x <K}

ist es moglich, Losungen inverser Aufgaben in der Norm des Raumes X durch
eine Konstante K zu beschrianken.

Ebenso kénnen Losungsfunktionen entsprechend ihrem Anwendungshinter-
grund a-priori als nichtnegativ, z.B.

D ={x € Cla,b] : z(t) >0Vt € |a,b]},
als monoton nichtfallend, z.B.
D ={x € Cla,b] : z(t;) < z(tz) (a <t <ty < b},

oder als konvex, z.B.

D={zecClab: (tl ;b) < x<t1);x<t2) (@<t <t <bl,

vorausgesetzt werden. Eine weitere wichtige Klasse von Beschrinkungen wer-
den wir spater in der Vorlesung kennenlernen.

Restriktionen haben zwei prinzipielle Auswirkungen auf die praktische Be-
handlung inverser Probleme. Die analytische und numerische Behandlung
restringierter Aufgaben ist haufig komplizierter, da die Methoden an die Re-
striktionen angepasst werden miissen. Andererseits steigen mit den Restrik-
tionen die Chancen auf realistische Losungen inverser Aufgaben betrichtlich,
da gegeniiber nichtrestringierten Aufgaben zusétzliche Information iiber die
erwartete Losung in die Problemstellung einfliefen.



Kapitel 2

Das Phianomen der
Inkorrektheit

Wichtige positive Eigenschaften direkter Aufgaben sind nicht auf inverse Pro-
bleme iibertragbar. Bei direkten Aufgaben ziehen kleine Anderungen der Ur-
sachen auch kleine Anderungen der Wirkungen nach sich. Umgekehrt gilt
dieser Schluss nicht. Die nachteiligen Eigenschaften inverser Probleme finden
schon in der Wortwahl ihren Ausdruck. Man spricht von schlecht gestellten
oder inkorrekten Aufgaben und auch der englische Begriff ill-posedness zielt
in die gleiche Richtung. Dabei liegen die Ursachen fiir diese Figenschaften in
den Problemen selbst und sind nicht etwa auf schlechte Modellierung zurtick-
zufiihren.

2.1 Hadamardsche Korrektheitsdefinition

Bereits Anfang dieses Jahrhunderts formulierte der franzosische Mathema-
tiker J. Hadamard bei Betrachtungen von Cauchyproblemen zu partiellen
Differentialgleichungen den Begrift Korrektheit einer Aufgabe. Wir werden
diese Definition sinngeméfl auf unsere Operatorgleichung (1.1) anwenden.

Definition: Die Operatorgleichung (1.1) heifit korrekt nach Hadamard, wenn
gilt:

13
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(i) Zu jedem y € Y gibt es eine Losung x € D von F(z) = y (Existenzbedin-
gung).

(ii) Die aus F(z) = y gewonnene Losung ist in D eindeutig bestimmt. (Ein-
deutigkeitsbedingung)

(iii) Die Losung = hingt stetig von der rechten Seite y ab (Stabilitdtsbedin-

gung).

Ist wenigstens eine der drei Bedingungen verletzt, so heifit die Operatorglei-
chung inkorrekt nach Hadamard.

Schauen wir uns der Reihe nach die drei Bedingungen an. Erfiillt der Operator
F der direkten Aufgabe die Existenzbedingung, so nennen wir ihn surjektiv.
Die Bildmenge

FD)={yeY: y=F(x), x € D}

fiillt dann den ganzen Raum Y aus. Ist dagegen die Existenzbedingung ver-
letzt, so kann es sein, dass zwar fiir exakte rechte Seite y € F/(D) eine Losung
der Operatorgleichung existiert, nicht jedoch fiir gestorte Eingangsdaten, d.h.
ys ¢ F(D). Die Verletzung der Existenzbedingung ist ein erstes Phéanomen
der Inkorrektheit.

Dieses Problem kann aber dadurch iiberwunden werden, dass man verall-
gemeinerte Losungen der Operatorgleichung zulédsst. Anstatt der Gleichung
(1.1) betrachtet man die Minimierung der Defektnorm ||F(z) — yl|ly bzw.
in Hilbertriumen meist das Quadrat davon [|[F(z) — y||?. Im Fall des n-
dimensionalen Vektorraums und der Verwendung der Euklidischen Norm ent-
spricht dies genau der auf C.F.Gauf3 zuriickgehenden Methode der kleinsten
Quadrate. Ublicherweise spricht man aber auch im Fall des Raumes L?(a, b)
von Kleinste-Quadrate-Losungen.

Kommen wir nun zur Eindeutigkeitsbedingung. Wir nennen dann den Ope-
rator I’ injektiv auf dem Definitionsbereich D. In diesem Fall existiert der
inverse Operator

F'.'YDOFD) —-DcCX

mit F~!(z) = z falls F(x) = 2. Die Losung des Identifikationsproblems kann
man dann in expliziter Weise

r=F(y) (2.1)
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aus den Eingangsdaten y herleiten. Gilt neben der Eindeutigkeitsbedingung
auch noch die Existenzbedingung, so ist der Umkehroperator F'~! auf dem
ganzen Raum Y definiert.

Bei Verletzung der Eindeutigkeitsbedingung ist selbst bei exakter rechter
Seite y keine eindeutige Identifikation moglich. Die beobachteten Wirkun-
gen enthalten zuwenig Informationen iiber das zu identifizierende Objekt.
Mehrdeutigkeit ist ein zweites Phdnomen der Inkorrektheit.

Bei der praktischen Losung von mehrdeutigen Operatorgleichungen macht es
héufig Sinn, sogenannte Minimum-Norm-Losungen zu betrachten.

Definition: Ein Element x,,, heifit x*-Minimum-Norm-Ldésung der Operator-
gleichung (1.1) zu einer gegebenen rechten Seite y € Y und einem gegebenen
Referenzelement x* € X, wenn gilt

1 (@mn) = ylly = min [|F(z) —ylly
und
[#mn — " = min{|[Z — 2|+ [|F(Z) = ylly = min |[F(z) = ylly, T € D}.

Wird x* = 0 gesetzt, so wird das normkleinste Element gesucht unter den Ele-
menten, die die Defektnorm minimieren. Man spricht dann nur von Minimum-
Norm-Lésungen.

Bei erfiillter Eindeutigkeitsbedingung bedeutet in der Hadamardschen Kor-
rektheitsdefinition die Stabilitdtsbedingung, dass aus der Konvergenz y,, —
Yo in Y die Konvergenz der Bilder des inversen Operators F~(y,,) — F~'(y)
in X folgt. Die Stabilitdtsbedingung ist in diesem Falle gleichwertig mit der
Stetigkeit des inversen Operators. Leider wird bei Identifikationsproblemen
selbst bei Erfiilltheit von Existenz- und Eindeutigkeitsbedingung die Sta-
bilitdtsbedingung in der Regel verletzt. Die Banachrdume X und Y sind in
solchen Féllen unendlichdimensionale Funktionenrdume, wie etwa die Radume
Cla,b] und L?(a,b). Die Tatsache, dass dann F~! unstetig wird und beliebig
kleine Stérungen in y zu beliebig groBen Anderungen in x fithren kénnen,
erschwert die Losung von Identifikationsproblemen auflerordentlich. Instabi-
litat ist als drittes Phénomen der Inkorrektheit fiir den Losungsprozess das
gravierendste.
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Wird die Eindeutigkeitsbedingung nicht befriedigt, so wollen wir unter der
Erfiilllung der Stabilitdtsbedingung verstehen, dass zu einer in Y gegen vy
konvergenten Folge {y,} die zugehorige Folge der Urbildmengen

Uly,) ={zxe€D: F(z)=y,} n=1,2,.
von Elementen x € D gegen die Urbildmenge
Ulyo) ={x€D: F(z) =y} n=12,.

konvergiert. Die Konvergenz ist dabei im Sinne der Konvergenz des Quasiab-
standes gegen Null wie folgt zu verstehen:

qdist(U(yn),U(yo)) == sup inf ||z, — ol — 0 fir n — oo (2.2)
afneU(yn) xOEU(yO)

Die Storungen in der Losungen werden mit Hilfe des nichtsymmetrischen

Quasiabstandes bewertet. Das Infimum stellt dabei den Abstand eines spe-

ziellen Punktes zur Menge Ugyo) dar. Anschliessend wird der grofite dieser
Absténde ermittelt.

Die Inkorrektheit als gravierendste Komponente der Inkorrektheit kann iiber-
wunden werden, wenn anstelle der instabilen Aufgaben stabile Ersatzaufgaben
gelost werden. Diese Ersatzaufgaben miissen das Ausgangsproblem moglichst
gut approximieren. Wichtig ist dabei ein gesunder Kompromiss zwischen Sta-
bilitdt und Approximation. Diese Vorgehensweise wird bei inversen Problemen
Regularisierung genannt und entsprechende Methoden werden als Regulari-
sierungsmethoden bezeichnet.

Die haufigste Ursache fiir Instabilitéit ist die Glattungseigenschaft der Ope-
ratoren F. Die Bilder sind dann viel glatter (reguldrer) als die Urbilder. So
werden unstetige Funktionen in stetige iiberfithrt oder stetige in differen-
zierbare. Es kann aber auch bedeuten, dass aus stark oszillierenden Kurven
kaum schwankende Funktionen erzeugt werden. Die Umkehroperation muss
natiirlich genau das Gegenteil leisten, d.h. aufrauhend sein. Das bedeutet,
dass man aus einer kaum schwankenden Kurve eine stark oszillierende er-
mitteln muss. Oder machen wir das folgende Gedankenexperiment. Auf ei-
ner rauhen Strafle fihrt eine Dampfwalze. Sicherlich ist es das weit weniger
schwierige Problem, das Ergebnis des Walzens zu berechnen, als aus dem
Profil der geglitteten Strafle das Ausgangsprofil zu ermitteln. Das folgende
Beispiel illustriert den Zusammenhang.
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Beispiel 2.1 Fiir einen auf gerader Strafle fahrenden PKW wird im Zeitraum
0 <t < T mittels eines MeBgerites die Geschwindigkeit y(¢) als Funktion der
Zeit t aufgezeichnet. Daraus soll die der Geschwindigkeit zugrunde liegende
Beschleunigung

z(t) =/ (t)

des Wagens identfiziert werden. Wir haben es also mit dem einfachen inversen
Problem der Ermittlung der Ableitung zu tun. Geht man davon aus, dass der
Wagen zum Zeitpunkt ¢ = 0 in Ruhe ist, dann ergibt sich als Zusammenhang
die Integralgleichung

(F(2))(t) = /Otm) dr—y(t) (0<t<T), (2.3)

welche hier die konkrete Form der Operatorgleichung (1.1) darstellt. Der
Operator F' der direkten Aufgaben ist ein “gldttender” Integraloperator (ge-

nauer ein Volterrascher Integraloperator). Dagegen ist der Operator F'~! der

inversen Aufgabe mit z = F~'(y) = 24 ein “aufrauhender” Differentialope-

dt
rator.

Wir betrachten nun den Operator F' im Raum der stetigen Funktionen, d.h.
wir messen alle Abweichungen in der Maximumnorm. Dann ist F' ein stetiger
Operator, da die Abschétzung

t
1 (xn) = F(20)llop.r) = max I/0 (#n(7) = 20(7)) d7| < T|2n = 20llcl011

0<t<T
gilt. Nun stéren wir die Losung z¢ durch einen hochfrequenten Anteil
xp(t) = xo(t) + cosnt 0<t<T, n=1,2.).

Es gilt
|20 = zollop,ry = masx | cosnt| = 1.

Fiir die zugehorigen y-Werte ergibt sich

1
Yo =w0(t) +—simnt (0<t<T, n=12.)
n

und somit

S|

lYn — vollcom <
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Folglich gilt

lim [y — yolloor) = 0, aber lim [|[F~ (y,) — F~'(yo)llcpr = 1 # 0.

n—oo

Der Differentialoperator F~! ist somit in C[0, T'| unstetig. Die Operatorglei-
chung verletzt die Stabilitdtsbedingung der Hadamardschen Korrektheitsde-
finition und ist somit inkorrekt. Vergleicht man die Formeln fiir = und y so
sieht man recht deutlich den glattenden bzw. aufrauhenden Charakter der
Operatoren F bzw. F~1.

Fiir die Uberpriifung, ob ein Problem korrekt oder inkorrekt ist, miissen al-
le Bestandteile der Operatorgleichung (also X, Y, D und F') herangezogen
werden. Manchmal l&sst sich die eindeutige Losbarkeit erreichen, indem man
den Definitionsbereich D geeignet einschrankt, so dass aus mehreren Losungs-
zweigen eine spezielle Losung ausgewéhlt wird. Fiir die Stabilitdtsbedingung
spielt die Wahl der Rdume X und Y eine wesentliche Rolle. Wahlt man im
Beispiel 2.1 X = C[0,T] und Y = C*[0,T], so gilt stets

t
1F )~ Flaolleson = g | [ (oalr) = ao(r) d + s, fra(t) — o)
> ||z — 2ollcpo,17,

was die Stabiltdt des inversen Problems sicherstellt. Der Losungsoperator
F~1:CY0,T] — C[0,T)] ist hier ein stetiger Operator. Stabilitit oder Insta-
bilitdt héngen also wesentlich von der Wahl der Funktionenrdume ab. Eine
Verstarkung der Norm in Y wie hier oder eine Abschwéchung der Norm in
X kann aus einer instabilen Aufgabe eine stabile machen. Dieser mathema-
tische Trick ist aber kaum von praktischer Bedeutung, da fiir die mathemati-
sche Modellierung inverser Probleme die Normen im allgemeinen durch den
praktischen Hintergrund festgelegt sind und daher nicht frei gew#hlt wer-
den konnen. In unserem Beispiel 2.1 wiirde das bedeuten, dass aufler der
Geschwindigkeit auch noch deren Ableitung mit vorgegebener Genauigkeit
0 gemessen werden miissen. Das wird aber ein Geschwindigkeitsmessgerit
nicht leisten. Die Berechnung der Ableitung war ja gerade Gegenstand der
Aufgabe. Die Wahl des Raumes Y wird bei inversen Problemen daher stark
von der Art und Weise der Messungen beeinflusst.
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2.2 Korrektheit von Extremalproblemen

Bei Extremalaufgaben wird das Problem nicht durch die Operatorgleichung
(1.1) sondern durch die Minimierungsaufgabe (1.4) beschrieben. Deshalb ist
der Korrektheitsbegriff auch nicht aus der Hadamardschen Definition zu er-
schliefen. Am besten geht man von einem allgemeinen Extremalproblem

J(z) = min ! reDCX (2.4)
aus. Die dazu passende Korrektheitsdefinition lautet:

Definition: Das Extremalproblem (2.4) heifit korrekt, wenn gilt:
(iv) Die Losungsmenge

Linin = {%min € D : J(Tmin) = inf J(z)}

zeD

von Problem (2.4) ist nichtleer, wobei

inf J(x) > —o0
zeD

vorausgesetzt wird. (Existenzbedingung)
(v) Fiir eine minimierende Folge {z,} C D mit

lim J(x,) = inf J(z)

n=00 z€D
gilt

nh_)nolo dist(xy,, Lin) = 0,
wobei

dist(p, Linin) = inf |lz, — 2| x
einen Punkt-Menge-Abstand beschreibt. (Stabilitédtsbedingung)
Ist eine Bedingung verletzt, so heifit das Extremalproblem inkorrekt.

Wir wollen zunéchst eine Vorstellung von diesem Stabilitatsbegriff bekom-
men: Dazu wéhlen wir D = X = IR. Das Extremalproblem

1

J(x):1+$2:min! reR
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verletzt zum Beispiel die Existenzbedingung. Zwar gilt in]‘lI;{ J(x) =0 >
xe
—o0. Allerdings gibt es keinen Wert z, welcher dieses Infimum realisiert.

Die Losungsmenge ist also leer.

Betrachten wir nun noch das leicht modifizierte Problem

I2

= = min !
J(x) [ gt = in! r € R.

Hier ist die Existenzbedingung erfiillt, denn x,,;, = 0 ist Losung der Mini-
mierungsaufgabe. Somit ist L, nicht leer. Jedoch bildet die Folge z, = n
eine minimierende Folge, d.h.
lim J(z) = 0.
Es gilt aber
dist(,,, Linin) = n — 00.

Die Stabilitdtsbedingung ist offenbar verletzt und so sind beide Extremalpro-
bleme inkorrekt. Fiir ein Steuerproblem in der Formulierung (1.4) bedeutet
die Existenzbedingung in der Korrektheitsdefinition, dass dann zu vorgegebe-
nen y € Y Elemente x,;,, € D mit minimalen Defekt || F'(z) — y||y existieren.
Betrachtet man eine den Defekt minimierende Folge {z,,} C D, mit

Jim [[F(z0) = ylly = inf [|F(2) = ylly,

so sind die z, bei erfiillter Stabilitdtsbedingung fiir grole n beliebig gute
Néherungen fiir die Elemente x,,;, mit minimalem Defekt. Derartige Folgen
{z,} entstehen z.B. bei der unvollstandigen Minimierung des Defekts, wenn
fiir eine Folge positiver Zahlen {7, } mit n, — 0 fir n — oo die Ungleichungen

1F(a) ~ olly < inf [IF(@) ~ ylly + .
erzeugt werden.

Die Forderung nach der Existenz eines eindeutig bestimmten Elementes i,
mit minimalem Defekt findet man in der Definition nicht. Fiir Steueraufgaben
ist es eher von Vorteil als von Nachteil, wenn mehrere Losungen existieren.
Wir gehen jetzt von der Erfiilltheit von Existenz- und Stabilitdtsbedingung
fiir das Steuerproblem aus. Wie sieht es dann mit der Stabilitdt der Losung
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beziiglich Stérungen aus 7 Wir bezeichnen mit {y,} C Y eine Folge von
Néaherungselementen der exakten Eingangsdaten yg € Y, fiir die

| Yn — volly <6, mit nh_)rrolo 0, =0

und mit {z,} € D eine durch unvollstindige Minimierung von ||F(z) — y, ||y
erhaltene Folge mit

1 (@n) = yully < i [[F(2) = yally + 10
und lim,, . 7, = 0. Dann folgt aus der Dreiecksungleichung

1 (zn) = yolly < I1E(@n) = wally + llyn — ol

und damit

1F(zn) = yolly < mE1F(x) = yally + 70 + 00 = [ F(@min) = Ynlly + 70 + G-

Darauf wenden wir noch einmal die Dreiecksungleichung an und erhalten
[F(zn) = wolly < [ F(@min) = Yolly + [yn — volly + 1 + 6n

< NF(@min) = Yolly + 1 + 26,

Gehen wir in dieser Ungleichung zum Grenzwert iiber, so ergibt sich

Jim [F(a,) — wolly < inf [ F(x) — wolly
Wegen des Infimums auf der rechten Seite muss offenbar sogar Gleichheit
gelten. Also ist {z,} auch eine minimierende Folge fiir das Defektfunktional
mit exakten Daten y,. Damit ist das Steuerproblem stabil beziiglich Fehler
in den Daten im Sinne von (v) (Punkt-Menge-Abstand).

Die Niitzlichkeit des Korrektheitsbegriffs fiir Extremalaufgaben geht aber
iiber die Steueraufgaben hinaus. Haufig formuliert man Ersatzaufgaben zur
ndherungsweisen Losung von inkorrekten Operatorgleichungen in in Form
von Extremalaufgaben. Die Korrektheit dieser Ersatzaufgaben ist dann die
Voraussetzung, um eine ndherungsweise stabile Losung der Ausgangsglei-
chung zu sichern.
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2.3 Korrektheit und Inkorrektheit bei linea-
ren Operatorgleichungen in Banachriu-
men

Wir betrachten hier die lineare Operatorgleichung
Ar =y, reX, yeY, AeLlL(X)Y) (2.5)

als mathematisches Modell eines unrestringierten linearen Identfikationspro-
blems. Der beschriankte lineare Operator A ist dabei auf dem gesamten Ba-
nachraum X definiert und nimmt Werte im Banachraum Y an. Wir wollen
hier an dieser Stelle spezielle Teilmengen T" C X einfiihren, die in den wei-
teren Betrachtungen eine Rolle spielen werden. Wir nennen 7" C X einen
Teilraum von X, wenn 7T selbst wieder einen linearen Raum bildet. In diesem
Raum wird die gleiche Norm wie in X eingefiihrt. Fiir die weitere Betrach-
tung sind die Begriffe offene und abgeschlossene Mengen von Bedeutung.
Dabei ist eine Menge offen, wenn sie nur innere Punkte enthélt. Ein innerer
Punkt zo von T' ist dadurch charakterisiert, dass es eine offene Kugel

By (o) ={r e X : ||z —x|x <7}

gibt, die vollstédndig in 7' liegt. Eine abgeschlossene Menge enthélt alle ihre
Haufungspunkte.

Wir bezeichnen

NA)={re X: Az =0}

als Nullraum des Operators A. Dieser enthélt alle Elemente, die in das Null-
element abgebildet werden. Wegen der Stetigkeit von A ist der Nullraum von
A immer abgeschlossen.

Weiter bezeichnen wir mit
R(A)={yeY: y=Azx, z € X}

den Bildraum des Operators A. Der Bildraum R(A) ist wieder ein linearer
Teilraum von A. Dieser muss aber nicht abgeschlossen sein ! Die Frage nach
der Abgeschlossenheit des Bildraums ist eng verkniipft mit der Frage nach
der Korrektheit von (2.5).
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Wenden wir nun die Korrektheitsdefinition auf (2.5) an. Dann ist die Exi-
stenzbedingung genau dann erfiillt, wenn A surjektiv ist, also R(A) = Y.
Andererseits gilt die Eindeutigkeitsbedingung genau dann, wenn A injektiv
ist, also wenn N(a) = {0} gilt. Das folgt einfach aus der Linearitéit von A:
Wiirde

Al'l = AZL’Q

gelten, so folgt A(z1—x2) = 0. Besteht der Nullraum nur aus dem Nullelement
folgt hier die Eindeutigkeit. Bei erfiillter Eindeutigkeitsbedingung existiert
der inverse Operator

AL Y DODRA) — X

und dieser ist wieder ein linearer Operator. Zur Erfiillung der Stabiltétsbe-
dingung muss der inverse Operator stetig, d.h. beschrénkt sein, d.h. es muss
eine Konstante K existieren mit

IA™yllx < Klylly  fiir alle y € R(A)
oder anders geschrieben
||| < K| Az|ly fiir alle z € X. (2.6)

Interssant ist nun, dass in diesem Fall die Stabilitdtsbedingung automatisch
erfiillt ist, wenn Existenz- und Eindeutigkeitsbedingung erfiillt sind. Diesen
Zusammenhang stellt das Open-Mapping-Theorem her.

Lemma 1 FEs sei A € L(X,Y) ein surjektiver beschrinkter linearer Ope-
rator, der den Banachraum X auf den Banachraum Y abbildet, d.h. es gilt
R(A) =Y. Dann ist fir jede offene Teilmenge T von X auch die Bildmenge
AT ={y €Y : y= Ax, x € T} eine offene Menge in'Y

Da ein Operator genau dann stetig ist, wenn das Urbild jeder offenen Menge
offen ist, ergibt sich aus diesem Lemma eine wichtige Folgerung.

Folgerung 1 Ist der lineare Operator A aus Lemma 1 zusdtzlich injektiv,

d.h. es gilt N(A) = 0, dann gibt es einen linearen und beschrdankten inversen
Operator A~' € L(Y, X).
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Wir setzen fiir die weiteren Betrachtungen in diesem Abschnitt voraus, dass
der Operator A injektiv ist, d.h. die Eindeutigkeitsbedingung sei erfiillt. Zu-
erst betrachten wir den Fall

R(A) = R(A). (2.7)

Als abgeschlossener Teilraum von Y ist der Bildraum Y = R(A) selbst wieder
ein Banachraum mit derselben Norm wie in Y. Der Operator A € L(X, }7)
mit Az = Az fiir alle z € X ist dann surjektiv. Damit lassen sich sowohl
Lemma 1 als auch Folgerung 1 anwenden. Der stetige inverse Operator A~! €
E(Y/, X) sichert die Erfiillung der Stabilitédtsbedingung der Hadamardschen
Korrektheitsdefinition. Somit ergibt sich der Satz:

Theorem 1 Der Operator A in der linearen Operatorgleichung (2.5) sei in-
jektiv und habe einen abgeschlossenen Bildraum, d.h. es gelte (2.7). Dann ist
die Stabilititsbedingung in der Hadamardschen Korrektheitsdefinition erfillt.

Da Y als Banachraum abgeschlossen ist, folgt aus der Existenzbedingung die
Abgeschlossenheit des Bildraumes (2.7). Daraus folgt:

Folgerung 2 Geniigt die lineare Operatorgleichung (2.5) sowohl der Existenz-
als auch der Eindeutigkeitsbedingung, so geniigt sie auch der Stabilitdtsbedin-
gung, und (2.5) ist korrekt nach Hadamard.

Nun betrachten wir die alternative Situation, dass der Operator A keinen
abgeschlossenen Bildraum besitzt

R(A) # R(A). (2.8)

Dann ist der inverse Operator A~ : Y D R(A) — X nicht beschréinkt und
damit nicht stetig. Somit ist die Stabilitdtsbedingung fiir (2.5) verletzt. Wire
namlich aufler (2.8) auch eine Ungleichung (2.6) erfiillt, so miisste fiir eine
Folge

Yn — yo & R(A) firn — oo mity, =Az, € R(A) n=12,..
die Abschétzung

Hmn_meX SKHyn_ymHY n,m= 1727"
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gelten. Da {y,} als konvergente Folge auch eine Cauchyfolge ist erhalten wir,
dass auch {z,} eine Cauchyfolge ist. Da X als Banachraum vollstindig ist,
existiert ein Grenzelement xy = nh—>nc}o x,. Wegen der Stetigkeit von A folgt

daraus nhlgo Az, = Azxy = yo. Somit gilt yo € R(A) im Widerspruch zu
unserer Annahme.

Theorem 2 Der Operator A in der linearen Operatorgleichung (2.5) sei in-
jektiv und habe keinen abgeschlossenen Bildraum, d.h. es gelte (2.8). Dann
ist die Stabilitdtsbedingung in der Hadamardschen Definition verletzt und das
Problem ist somit inkorrekt nach Hadamard.

Wir befassen uns nun mit typischen Beispielen, anhand derer stabile und
instabile Situationen erldutert werden sollen.

Beispiel 2.2 Ein inverses Problem aus dem Bereich des Strahlenschutzes be-
steht in der Identifikation von Gammaspektren auf der Grundlage von ge-
messenen Impulsspektren. Dies dient der Berechnung Strahlendosis, welche
ein Objekt in einer betrachteten Zeit trifft. Typisch fiir solche Aufgaben ist
die Tatsache, dass das zu identfizierende Spektrum nicht direkt beobacht-
bar ist, jedoch Wirkungen davon relativ gut gemessen werden kénnen. Man
spricht dann von indirekten Messungen, deren mathematische Interpretation
die Identifikation der gesuchten Gréfle ermoglichen soll.

Teilt man den interessierenden Energiebereich [0, E,,q.] in n gleich groie In-
tervalle I; = [%Emaz, %Emax] ein (¢ = 1..n), so wird der Vektor x; gesucht,
dessen Komponenten x; den in einer festgelegten Messzeit auf das Objekt
treffenden Quantenfluss von Teilchen aus dem Energieintervall [; charkteri-
sieren. Mit Hilfe eines Detektors werden als Wirkungen elektrische Impulse
yj (j = 1..n) gemessen und zu einem Vektor y zusammengefasst. Der Vektor
y (Impulsspektrum) kann als eine Verfélschung der Originalinform z (Pho-
tonenspektrum) aufgefasst werden, wobei sich die Verfialschungsmatrix

a1; a2 .. Qin
A= a21 Q22 .. Q2n
Ap1 Ap2 .. Qpp

aus Standardspektren zusammensetzt. Das lineare Identifikationsproblem er-
hélt als Spezialfall der Operatorgleichung (2.5) die Gestalt eines linearen
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Gleichungssystems
Az =y. (2.9)

Wir wollen nun die Korrekheit dieses Problems untersuchen. Bekanntlich
sind alle Normen im IR" dquivalent. Es ist daher nicht nétig diese hier zu
spezifizieren. Diese Tatsache stimmt aber nur, wenn n fiziert bleibt. Sind
lineare Gleichungssysteme Resultat von Diskretisierungen, dann ist es schon
wichtig, die dem Problem entsprechenden Normen zu verwenden.

Fiir unsere Diskussion benutzen wir die Tatsache, dass jeder endlichdimen-
stonale Teilraum abgeschlossen ist. Folglich ist der Bildraum abgeschlossen
und wir haben die zur Stabilitét fithrende Situation (2.7). Gilt fiir die Deter-
minante der Matrix A

det A 0, (2.10)

dann liegt der Fall eines injektiven Operators mit trivialem Nullraum
N(A) ={0}

und ebenfalls regulirer Matrix A~! vor. Fiir jede rechte Seite y gibt es eine
eindeutig bestimmte Losung
r=A"ly.

Aus Theorem 1 folgt also:

Folgerung 3 Gendiigt das lineare Gleichungssystem (2.9) der Bedingung (2.10),
d.h. det A # 0, so ist es korrekt nach Hadamard.

Auf dem ersten Blick bietet sich hier eine faszinierende Losung an. Nach
Diskretisierung wird aus jeder linearen Operatorgleichung ein lineares Glei-
chungssystem, bei dem Instabilitdten nicht auftreten kénnen. Wir werden
diesen Effekt spéiter als Regularisierung durch Diskretisierung bezeichnen.
Die Hoffnung ist jedoch triigerisch, wie man an einer quantitativen Stabi-
litdtsanalyse sieht. Es sei ys eine Naherung fiir den Vektor y, dann gilt

lz = sl < 1A lly — wsll
fiir den absoluten Fehler der Losung. Aus

lyll = 1Az ]| < [[All[l«]
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folgt fiir y # 0 die Beziehung
1 1

— < Al
] 1yl

und nach Multiplikation die Abschétzung

[l = 5]
]

< HAH“A—IH ||y B yé” _ CODd(A) Hy - y(S”. (211)

Iyl [yl
Die Konditionszahl cond(A) = ||A|[||A™|| > 1 gibt an, um welchen Faktor
der relative Fehler der Losung grofler ist als der relative Fehler der Eingangs-
daten. Bei hohen Konditionszahlen spricht man von schlecht konditionier-
ten Gleichungssystemen. Die Grenze dafiir hingt stark von der verwendeten
Arithmetik ab. Schlecht gestellte unendlichdimensionale Probleme zeichnen
sich dadurch aus, dass die nach Diskretisierung entstehenden Gleichungs-
systeme schlecht konditioniert sind. Mit feiner werdender Diskretisierung
wéchst die Konditionszahl je nach Problem mehr oder weniger stark an. Man
sollte deshalb nie solche Probleme mit feinen Diskretisierungen rechnen. Das
trifft natiirlich nicht zu, wenn man statt des schlecht gestellten Problems ein
regularisiertes Ersatzproblem 16st.

Im Falle schlechter Kondition ist zwar die Hadamardsche Korrektheitsdefini-
tion erfiillt, die Losung reagiert aber trotzdem duflerst sensibel auf Storungen
in den Daten. Bei der Rekonstruktion des Photonenspektrums erhélt man
daher bei direkter Losung des linearen Gleichungssystems stark oszillierende
Losungen. So werden fiir von vornherein positive Losungskomponenten, wie
hier die Photonenzahl, teilweise sehr grofle negative Werte angeboten. Solche
Ergebnisse sind natiirlich génzlich unbrauchbar und werden bei physikali-
schen Interpretationen sofort verworfen. Deshalb setzt man auch zur Losung
von solchen Gleichungssystemen stabilisierende Verfahren ein (Regularisie-
rungsmethoden).

Beispiel 2.3 Bei der Farbanalyse von Objektproben tritt als inverses Problem
die Identifikation von Remissionskurven auf der Grundlage von Integralen
tiber diesen Kurven auf. Die zu bestimmenden Remissionskurven z(t), welche
die Reflexionscharakteristiken beschreiben, stellen Materialfunktionen dar,
die im Zusammenspiel mit dem Spektrum des verwendeten Lichts die Farbe
der Probe ausmachen. Die Variable ¢ kennzeichnet dabei die Wellenlédnge in
einem zum Bereich des sichtbaren Lichts gehtrenden Spektralintervall [a, b].
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Als Messdaten kann man Photostrome y(s) verwenden, die in Photodioden
eines Sensors auftreten, wobei der Variablen s als Definitionsbereich ein Inter-
vall [¢, d] zugeordnet wird. Jedem Wert aus diesem Intervall entspreche dabei
eine spezielle Messsituation, die durch Wahl von Parametern der Lichtquel-
len und verwendeten Photodioden variiert werden kann. Der Zusammenhang
lasst sich hier als lineare Fredholmsche Integralgleichung erster Art

/abk:(s,t)x(t) dt =y(s)  (c<s<d) (2.12)

mit einer reellwertigen Kernfunktion k(s,t) beschreiben. Fiir festes s sollte
die Kernfunktion aus den Parametern der jeweiligen Messsituation ableit-
bar sein. Haufig sind solche Apparatefunktionen ndherungsweise vom Typ
einer Glockenkurve. Je deutlicher sich der Verlauf der Kernfunktionen k(s, .)
fiir verschiedene s unterscheidet, desto mehr Information iiber die gesuchte
Funktion x enthalten die Daten y.

Fiir unsere Betrachtungen wihlen wir X = C[a,b] und Y = L?(c,d). AuBer-
dem setzen wir

b
k(s,.) € L'(a,b) fiir alle s € [c, d] und/\k(.,t)\eLz(c,d) (2.13)
voraus.

Der Operator A : Cla,b] — L*(c,d) der direkten Aufgabe ist ein linearer
Fredholmscher Integraloperator. Er ist iiber die Beziehung
b
(Az)(s) = / k(s,Da(t) dt (¢ <s<d) (2.14)

a

definiert und bei Vorgabe einer Kernfunktion k, die den Bedingungen (2.13)
geniigt, ein beschréinkter linearer Operator, denn es gilt

ety < [* ([ s ol ) as < ( [ ([ W) ds) ol

und wegen (2.13) ist die Grofe [* (f;’ |k(s,t)] dt)2 ds endlich. Fiir die Ope-
ratornorm gilt daher die Abschéatzung

d b 2
[Allcxyy < /(/ |k(s,t)]dt> ds.
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Wir betrachten solche Kernfunktionen, bei denen der Operator A injektiv
wirkt und somit die Eindeutigkeitsbedingung erfiillt ist. Unter dieser Vor-
aussetzung werden wir zeigen, dass die Integralgleichung erster Art niemals
die Stabilitdtsbedingung erfiillen kann und folglich inkorrekt nach Hadamard
ist. In Kapitel 3 werden wir im Zusammenhang mit Moore-Penrose-Inversen
AT sehen, dass auch im Fall nichtinjektiver Fredholmscher Integraloperatoren
A die Stabilitatsbedingung verletzt ist. Die Instabilitét ist dabei fundamental
und nicht von der speziellen Gestalt des Kerns k& abhéngig. Sie beruht auf
folgendem Lemma:

Lemma 2 Fualls die auf dem Rechteck [a,b] X [c,d] definierte Funktion k(s,t)
(2.13) erfillt, so gilt
b
lim [ k(s,t)sinntdt=0  fir fast alle s € [c,d]

n—oo Jq

sowtie

n—oo c

d [ b 2
lim (/ k(s,t)sinnt dt> ds = 0.

Die erste Formel besagt, dass die Fourierkoeffizienten einer L!'-Funktion ge-
gen Null streben. Diese Eigenschaft bezeichnet man als Riemann-Lebesgue-
Lemma (sieche Natanson S.313). Die zweite Grenzwertbezichung wird mit
Hilfe des Majorantenkriterium von Lebesgue bewiesen.

Fiir eine Folge stetiger Funktionen
Tn(t) = zo(t) +sinnt (a<t<b n=12.)

gilt dann mit y, = Az, yo = Axg

lon — zollx =1, fallsn > ——,
b—a

aber

d [ b 2
||yn—y0||y:$/ (/ k(s,t)sinntdt) ds — 0 firn — oo

aufgrund von Lemma 2. Die Wirkungen der z iiberlagernden sinusférmigen
Storung mit variabler Frequenz n werden durch den Operator A in einer
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Weise geglittet, dass die Wirkung der Stérung gemessen in der L?-Norm
beliebig klein wird. Der Operator A~ : L?(¢,d) D R(A) — Cla, b] ist folglich
unbeschrinkt und damit unstetig. Diese Situation tritt immer ein, wenn der
Operator A kompakt ist und das Bild unendlichdimensional.

Die Instabilitét liegt im iibrigen nicht an der verwendeten C-Norm. Man
rechnet leicht nach, dass

. b—a
Jim |z, = 2ol = |5~ #0

gilt. Dies macht die Instabilitdt der Fredholmschen Integralgleichung auch
im Raumpaar X = L%(a,b), Y = L?(c,d) deutlich.

Fiir die funktionalanalytischen Zusammenhénge wiederholen wir kurz einige
Begriffe: Eine Teilmenge 7" im Banachraum X heifit beschrdinkt, wenn die
Normen aller Elemente dieser Teilmenge durch eine Konstante gleichméflig
beschréinkt sind. Eine Teilmenge S heifit relativ kompakt, wenn man aus jeder
unendlichen Folge von Elementen aus S eine konvergente auswéhlen kann.
Ist eine solche Menge zusétzlich abgeschlossen, dann heifit S kompakt.

Definition: Ein linearer Operator A € L(X,Y) heifit kompakt, wenn er jede
beschrinkte Teilmenge 7' C X in eine relativ kompakte Menge AT = {y :
y = Az, v € T} C Y abbildet.

Theorem 3 FEs sei A € L(X,Y) ein linearer und kompakter Operator, der
zwischen den unendlichdimensionalen Banachriumen X und Y wirkt. Dann
ist der (unendlichdimensionale) Bildraum R(A) des Operators A nicht ab-
geschlossen, d.h., es gilt (2.8). Folglich ist der zu A inverse Operator A™! :
Y D R(A) — X unbeschrdinkt.

Diese Behauptung ist leicht nachzuweisen. Der Operator A bildet die Ein-
heitskugel des Raumes X in eine relativ kompakte Menge ab. Stetige Opera-
toren bilden relativ kompakte Mengen in relativ kompakte Mengen ab. Wire
der inverse Operator stetig, dann miisste die Einheitskugel im Raum X re-
lativ kompakt sein. Das ist aber bekanntermafien nur dann der Fall, wenn
der Raum X endlichdimensional ist. Das widerspricht aber unserer Voraus-
setzung.

Aus dem Satz ergibt sich sofort ein weiteres Resultat:
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Theorem 4 Der Banachraum X in der linearen Operatorgleichung (2.5) sei
unendlichdimensional. Weiter sei der zugehorige Operator A injektiv und
kompakt. Dann ist die Stabilititsbedingung verletzt und die Operatorgleichung
(2.5) ist inkorrekt nach Hadamard.

Wir koénnen diese Erkenntnisse direkt auf den Fredholmschen Integralopera-
tor anwenden. Dabei betrachten wir sowohl Rdume stetiger Funktionen als
auch Rdume quadratisch integrierbarer Funktionen.

Lemma 3 Der in Formel (2.14) definierte lineare Fredholmsche Integralope-
rator A : X — Y mit stetigem Kern k € C([c,d] x [a,b]) ist im Raumpaar
X = Cla,b] und Y = Cle,d] kompakt. Der Operator ist ebenfalls kompakt,
wenn man einen Kern k € L*((c,d) x (a,b)) voraussetzt und das Raumpaar
X = L?*(a,b), Y = L*(c,d) betrachtet.

Damit ist klar, dass lineare Fredholmsche Integralgleichungen erster Art in
Raumpaaren stetiger Funktionen und in Raumpaaren quadratisch integrier-
barer Funktionen inkorrekt nach Hadamard sind. Sie erfordern daher Maf3-
nahmen, um eine stabile ndherungsweise Losung dieser Gleichung zu sichern.
Im Gegensatz dazu sind lineare Fredholmsche Integralgleichungen zweiter Art

b
z(s) +/ k(s,Da(t) dt = y(s) (¢ <s<d) (2.15)
(zur Theorie siehe Drabek/Kufner) als Operatorgleichungen der Form

r+Ar =y, v € X, yeY, Aec L(X,Y) kompakt mit||Al/zxy) <1 (2.16)

in diesen Rédumen stets korrekt nach Hadamard. Bei derartigen Intgralglei-
chungen existiert also fiir alle y € Y eine eindeutigbestimmte Losung x € X,
welche stetig von der rechten Seite y abhéngt. Leider fithren praktisch auftre-
tende inverse Probleme praktisch immer auf Integralgleichungen erster Art,
so dass die Inkorrektheit fiir diese Klasse praktischer Aufgabenstellungen eine
typische Eigenschaft ist.
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2.4 Lokale Inkorrektheit bei nichtlinearen
Operatorgleichungen

Hadamards klassische Definition der Korrektheit von Operatorgleichungen
ist globaler Natur, d.h. es werden Bedingungen an den Operator F' der direk-
ten Aufgabe gestellt, die den gesamten Definitionsbereich D des Operators
betreffen. Eine besondere Bedeutung besitzt diese Definition daher fiir die
gerade behandelte Klasse von linearen unrestringierten Identifikationsaufga-
ben. Bei solchen Aufgaben sind lokale und globale Eigenschaften gleich, d.h.
die Eigenschaft hdngen nicht von einem speziell betrachteten Punkt ab. Das
andert sich natiirlich, wenn man eine nichtlineare Operatorgleichung

F(z) =y, reDCX, yeY (2.17)

in den Banachrdumen X und Y betrachtet. Im allgemeinen ist hier die
Losbarkeit nur fiir speziell gestaltete rechte Seiten zu erwarten. Haufig tre-
ten, wie schon bei einer quadratischen Gleichung im Raum der reellen Zahlen,
verschiedene Losungszweige auf, die eine globale Forderung nach eindeutiger
Losbarkeit auf dem gesamten Definitionsgebiet D wenig sinnvoll erscheinen
lassen. Vielmehr bietet sich eine lokale Analyse des Verhaltens von (2.17) an,
welche insbesondere der stabilen Abhéngigkeit der Losung von der rechten
Seite y entsprechende Aufmerksamkeit schenkt. Zu diesem Zweck werden die
Durchschnittsmengen

BP(zg)={r €D: ||z — x| x <71} (2.18)

definiert, wo der Definitionsbereich, mit einer (hinreichend kleinen) Umge-
bung um einen Losungspunkt zy geschnitten wird. Dabei soll noch

F(zo) =40, z0€D, weY (2.19)
gelten.

Definition: Die Operatorgleichung (2.17) heifit lokal inkorrekt, wenn fiir belie-
big kleine Radien r > 0 jeweils eine nicht gegen xy konvergierende Folge {z,}
von Elementen aus der Kugel B (x) existiert, deren Bildfolge {F(x,)} C Y
gegen F'(xq) konvergiert, d.h. fiir diese Folgen gilt

F(z,) — F(xy) in Y, aber x, /4 zo in X fiir n — oo. (2.20)
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Anderenfalls heifit die Gleichung lokal korrekt.

Was folgt nun aus lokaler Inkorrektheit bzw. Korrektheit ? Bei lokaler Inkor-
rektheit konnen wir folgern, dass es zu jedem Radius r einen noch kleineren
Radius 7 gibt, so dass der Ringbereich

B?(zo)\Bf(xo):{xeD: 0<7<|x—xzo|x <7}

eine unendliche Folge {z,} enthilt mit der Konvergenzeigenschaft F'(x,) —
F(zp) fiir n — oo.

Umgekehrt folgt aus der lokalen Korrektheit der nichtlinearen Operatorglei-
chung (2.17), dass ein fester Radius r( existieren muss, so dass fiir eine Folge
{zn} C BP2(x) die Konvergenz der Bildfolge {F(z,)} gegen F(z) in Y
auch die Konvergenz der Urbildfolge {x,} nach sich zieht, d.h. es gilt die
Implikation

F(z,) — F(z) in Y, z, € BY (z9) = z, — x0 in X. (2.21)

Eine notwendige Bedingung fiir die lokale Korrektheit von (2.17) ist daher,
dass g ein isolierter Punkt der Losungsmenge

Uo)={x€D: F(x) =1y}
ist und somit ein Kugelradius ro > 0 existiert mit
U(yo) N BE (o) = {0} (2.22)

Die Bedingung (2.22) ist allerdings weit weniger stark als die Forderung nach
der Injektivitdt des Operators F' auf einer kleinen Kugel um zg, in (2.22)
wird die lokale Eindeutigkeit der Losung nur fiir die exakte rechte Seite yq
gefordert.

Wir werden uns im weiteren davon iiberzeugen, dass die Bedingung (2.21)
einer lokalen Variante der Hadamardschen Stabilititsbedingung entspricht,
die im Fall nichtinjektiver Operatoren F' global in der Konvergenzbeziehung
(2.2) zum Ausdruck kommt. Es sei (2.17) in z lokal korrekt und beschreibe
{yn} C Y mit y,, — yo eine Folge von Néherungselementen der rechten Seite
Yo, deren Urbildmengen

Ulyn) ={r € D: F(x) = yn}
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der Bedingung B
U(ya) N B (o) # 0

geniigen. Dann existieren nichtnegative reelle Zahlen

fn = sup ||xn - xOHX < 1p.
anU(yn)ﬂB,%(xo)

Wegen (2.22) gilt auch

fn = sup inf |z — zo||x < 7o.
2n €U (yn)NBR (o) TEV (0)NBF, (o)

Fiir alle positiven n gibt es dann ein Element z}, € U(y,) N BY (xo) mit

1
s = wollx = £ = .

Daraus folgt
lim sup ||z}, — xo||x > limsup f,.
n—oo

n—oo

Aus (2.21) folgt aber

lim ||z, — zol|x =0,

n—oo
also muss auch
lim f, =0

n—oo

gelten. Die lokale Variante von (2.2) lautet also
Yo — Yo = qdist(U(y,) N B2 (20), U(yo) N BE (x0)) — 0. (2.23)

Diese Uberlegungen lassen sich zusammend so formulieren:

Theorem 5 Die zu einer rechten Seite yy gehdrige Losung o € D C X
einer in xqy lokal korrekt gestellten Operatorgleichung (2.17) ist eine isolierte
Léosung. Die Operatorgleichung ist dariber hinaus lokal stabil im Sinne von

(2.23).

Die lokale Inkorrektheit ist eine fiir die Losungsrekonstruktion nachteilige
Eigenschaft, die allerdings bei nichtlinearen Identifikationsproblemen héufig
zu finden ist. Falls ndmlich (2.17) in z( lokal inkorrekt ist, so gibt es kei-
nen systematischen Zugang, um die tatséchliche Losung zy beliebig genau
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anzundhern, selbst wenn Daten ¥, der rechten Seite yo mit beliebig kleinen
Storungen zur Verfiigung gestellt werden, d.h. wenn y,, — v gilt. Wir wollen
exemplarisch einige Typen nichtlinearer Identifikationsprobleme vorstellen,
die sich als lokal inkorrekt erweisen.

Beispiel 2.4 Ein fundamentales Prinzip der Kinetik chemischer Reaktionen
ist die Tatsache, dass sich die Konzentrationsinderungen eines Stoffes zu
allen betrachteten Zeiten ¢ > 0 proportional zur aktuellen Konzentration y(t)
desselben vollziehen. Geht man von einer zeitlich variablen Anderungsrate
x(t) aus der Konzentration aus, so gilt die gewohnliche Differentialgleichung
erster Ordnung

y'(t) = =(t)y(t) (2.24)
mit der Anfangsbedingung
y(0) = co, (2.25)

welche die Anfangskonzentration ¢y > 0 enthélt. Die direkte Aufgabe besteht
in der Bestimmung des zeitlichen Konzentrationsverlaufs y(t) (0 < ¢ < T'),
wenn der Anfangswert ¢y und die Parameterfunktion x(¢) gegeben sind. Der
nichtlineare Operator F' der direkten Aufgabe ldsst sich dann in der Form

(F@»@yz%a@(AZﬁ)ﬁ) (0<s<T) (2.26)

darstellen. Die inverse Aufgabe besteht in der Identifikation der variablen
Rate = auf der Grundlage von Konzentrationsmessungen y(t).

Beispiel 2.5 Wir betrachten ein ortlich eindimensionales Warmeleitproblem,
bei welchem z(t) einen zeitlich verdnderlichen Wérmeleitkoeffizienten dar-
stellt. Die partielle Differentialgleichung wird beschrieben durch

up = x(t)uge 0<&é<1, 0<t<T), (2.27)

wobei u(¢,t) die Temperatur darstellt. Die Anfangsbedingung sei gegeben
durch
u(&,0) = sin7é. (2.28)

Auflerdem seien homogene Randbedingungen

w(0,) =u(l,t) =0 (0<t<T) (2.29)
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vorgegeben. Beobachtbar sei die Temperatur im Mittelpunkt des Ortsinter-

valls
1

y(t> = u(ga t)

zu allen Zeitpunkten t. Fiir die Losung der partiellen Differentialgleichung
kénnen wir in diesem speziellen Fall die Darstellung

u(§,t) = sinmw exp (—71'2 /Otx(n) dn) 0<&<1,0<t<T) (2.30)

angeben. Damit ergibt sich fir £ = 1/2

(F(x))(s) = exp (—7# /O ) dt) O<s<T). (231

Die inverse Aufgabe besteht in der Identifikation des Warmeleitkoeffizien-
tens als Funktion der Zeit auf der Grundlage von Temperaturmessungen. In
Realitét ist diese Aufgabe noch wesentlich schwieriger, da der Warmeleitko-
effizient im Normalfall von der Temperatur selbst wieder abhéngig ist.

Beide Beispiele fithrten auf eine nichtlineare Operatorgleichung der Gestalt

(F(2))(s) = co exp <01 /0 ") dt> 0<s<T) (2.32)

mit von Null verschiedenen reellen Konstanten ¢y und ¢;. Betrachtet man das
Raumpaar X =Y = L?*(0,7T) so ist der Operator F : X — Y mit D = X
stetig. Gleiches trifft zu, falls wir X =Y = C0, T] wihlen. Allerdings miissen
wir in beiden Féllen feststellen, dass nichtlineare Gleichungen vom Typ (2.32)
lokal inkorrekt sind. Wir verdeutlichen das hier am Spezialfall ¢g = ¢; = 1,
zo(t) = 0. Dann gilt

Yo(s) = (F(zo))(s) = 1.

Es gibt aber fiir beliebig kleine Radien r Folgen stetiger Funktionen

xn(t) =

rcosnt
2(1 4 =pnt)
mit . .
znllclom < @ <r und z, € B, (x),
falls n hinreichend grof§ ist. Es gilt auflerdem

r

iyl leton = 5
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und damit z,, 4 x¢ in C[0,T]. Die Folge der Bildfunktionen

rsinns

Ynls) = (F(xa))(s) =14 — (0<s<T)
konvergiert dagegen in C[0,T] gegen F(zq) wegen
. . r
Jim {lyn = vollen = lim o = 0.

Diese Beziehung bedeutet aber gerade die lokale Inkorrektheit der Aufgabe.

Beispiel 2.6 Es ist bekannt, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte y einer Summe
von zwei stochastisch unabhéngigen Zufallsgréfien mit den Wahrscheinlich-
keitsdichten v und v iiber die Faltung

y(s) = /OO u(s —t)v(t) dt (—o0 < 5 < 0)
berechnet werden kann. Gilt speziell u(t) = v(t) = 0 fiir ¢ < 0 und x(t) :=
u(t) = v(t), d.h. die beiden Zufallsgrofien sind identisch verteilt und nehmen
mit Wahrscheinlichkeit 1 positive Werte an, dann haben wir y(s) = 0 fiir
5 < 0und

y(s) = /Osx(s Ha(t)dt (0<s <o)

Es sei nun die Funktion y(s) im Intervall [0, 1] bekannt. Davon ausgehend
wollen wir die Dichtefunktion x(¢) in eben diesen Intervall ermitteln. Dies ist
ein nichtlineares Identifikationsproblem, welches durch die sogenannte Selbst-
faltungsgleichung charakterisiert wird. Der Selbstfaltungsoperator F' besitzt
die Form

(F(x))(s) = /Osx(s —t)x(t) dt (0<s<1). (2.33)

Formel (2.33) liefert fiir z € L?(0, 1) immer eine stetige Bildfunktion (F(z))(s).
Wir betrachten nun die Raumwahl

F:L*0,1) D D — L*(0,1)
mit dem Definitionsbereich

D = {x € L*(0,1) : x(t) > 0 fiir fast alle ¢ € [0, 1]}. (2.34)
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Unter diesen Umstéanden ist die Selbstfaltungsgleichung in jedem Punkt xg
lokal inkorrekt, denn es gibt zu jedem r > 0 eine Folge

_ ) wo(t) 0<t<1-1/n
") () +ryn 1—-1/n<t<1
mit B
|20 — zoll 20y =7 und z, € BP (x0).

Damit gilt z,, 4 xo in L*(0,1) fiir n — oo. Weiter ist

(F(xn))(s) — (F(z0))(s) = { gr\ffo (1—1/n) o(t) dt ?ff/i i_g 1§/71l

Das Maximum dieses Ausdruckes ist

max(F(a,))(s) = (F(zo))(s) = 2rv/n [

daraus folgt die Abschéatzung

1/n

1/n

|1 F(zn) = F(zo)|lz2(0,1) < 27“/0 xo(t) dt.

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung impliziert jetzt die Grenzbeziehung

1F (@)~ F (w0) |l 220.0) < 27“\// | dt\// ) dt < 27«7||x0||L2 on) — 0,

also lokale Inkorrektheit.

2.5 Was niitzen Zusatzinformationen ?

Bisher haben wir uns mit verschiedenen Aspekten der Inkorrektheit beschéftigt.
Diese zeichneten sich dadurch aus, dass die Lésung nicht eindeutig bestimmt
war und /oder die Losung instabil auf beliebig kleine Fehler reagierte. Ein ent-
scheidendes Mittel zur Uberwindung der Inkorrektheit oder wenigstens der
Reduktion negativer Auswirkungen auf den Losungsprozess besteht in der
geschickten Einbeziehung von Zusatzinformationen iiber den Vorgang und
iiber die erwartete Losung. Diese Zusatzinformationen werden auch haufig als
Apriori-Informationen bezeichnet. Der Einsatz solcher Informationen bietet
die Chance, die informationsvernichtende Wirkung des gldttenden Operators
der direkten Aufgabe teilweise zu kompensieren.
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2.5.1 Objektive und subjektive Apriori-Informationen

Unter Zusatzinformationen in Bezug auf die Datenfehler oder Stérungen in
der rechten Seite der Operatorgleichung versteht man zusétzliche Angaben
iiber den Charakter der tatsdchlichen verfiigharen Néherung ys zur exakten
rechten Seite y € Y einer solchen Operatorgleichung. Man unterscheidet hier
deterministische und stochastische Zusatzinformationen iiber den Fehler der
rechten Seite. Ist z.B. y eine auf dem Intervall [c, d] definierte reelle Funktion
aus dem Funktionenraum Y| so stellen die Vorgabe einer Fehlerschranke
die schon in (1.3) erwéhnte Beschréinkung der Fehlernorm

lys — ylly <6 (2.35)
oder die punktweise Beschrinkung des Fehlers
lys(s) —y(s)| <0 (c<s<d) (2.36)
deterministische Zusatzinformationen dar.

Ist Y ein n-dimensionaler Vektorraum, wobei anstelle des exakten Vektors y
der rechten Seite nur ein gestorter Datenvektor

z=y+e (2.37)

zur Verfiigung steht. Eine haufig verwendete stochastische Zusatzinformation
ist, dass die Komponenten des Fehlervektors £ normalverteilt sind

e~ N(0,0). (2.38)

Diese Darstellung bedeutet, dass kein systematischer Beobachtungsfehler vor-
liegt und der Fehlervektor Realisierung eines normalverteilten zufélligen Vek-
tors mit Erwartung Fe = 0 und Kovarianzmatrix C' ist. Diese ist natiirlich
symmetrisch und positiv semidefinit. In vielen Féllen gelingt es, die Messwert-
gewinnung so zu gestalten, dass sich die einzelnen Messungen nicht beein-
flussen, d.h. es gilt C' = ¢%I. Die daraus resultierende Modellannahme

e~ N(0,0°1) (2.39)

wird auch als weiffes Rauschen des Datenfehlers bezeichnet. Zusatzinforma-
tionen iiber die Eingangsdaten werden im allgemeinen genutzt, um nur solche
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Elemente x € X als mogliche Losungen zuzulassen, die unter Beriicksichti-
gung des Operators der direkten Aufgabe zu den Daten passen oder in einem
gewissen Sinne mit den Daten kompatibel sind. So bedeutet zum Beispiel
Kompatibilitdt zur deterministischen Zusatzinformation (2.35), dass die er-
mittelte Losung x* die Beziehung

[F(z") —ylly <6 (2.40)

erfiillen muss. Andererseits lassen sich stochastische Zusatzinformationen der
Gestalt (2.39) fiir die rechte Seite des Gleichungssystems (2.9) nur Vektoren
x als kompatibel zu den Daten z erscheinen, wenn eine Beziechung

|Az — 2|3 = fno? (2.41)

erfiillt ist, wobei sich die rechte Seite als Produkt des Fehlererwartungswertes
E|e||3 = no? mit einem Gleitfaktor f € [fmin, fmaz) €rgibt. Einige Autoren
empfehlen aus personlichen Erfahrungen heraus das Intervall [0.7, 1] fiir die-
sen Gleitfaktor.

Da es meist noch viel zu viele Elemente x gibt, die zu den Eingangsdaten
unter Beriicksichtigung deterministischer und stochastischer Zusatzinforma-
tionen kompatibel sind, ist es zweckméflig auch vorhandene Informationen
iiber die zu erwartende Losung z einflielen zu lassen. Wir unterscheiden da-
bei objektive Apriori-Informationen, also Zusatzinformationen, die sich aus
physikalisch-technischen Zusammenhéngen zwingend ergeben und damit un-
umstoBlich sind, sowie subjektive Apriori-Informationen. Letztere bringen
unsere mathematisch formulierten subjektiven Erwartungen an die Losung
zum Ausdruck.

Die objektiven Apriori-Informationen lassen sich in der Regel bei der Formu-
lierung des Definitionsbereichs D der Operatoren F' und A in die Gleichun-
gen einbringen. Als Beispiele objektiver Zusatzinformationen wurden bereits
frither die Normbeschrankung sowie Nichtnegativitdt, Monotonie und Kon-
vexitét stetiger Funktionen genannt. In der Praxis spielen solche objektiven
Apriori-Informationen die wichtigste Rolle, welche auf abgeschlossene und
konvexe Mengen D als Definitionsbereich fiihren.

Ergénzend zu den objektiven Zusatzinformationen zieht man in der Regel
noch subjektive hinzu, um die Inkorrektheit der Aufgabe zu beheben. Unter
allen Elementen die mit den Daten vertraglich sind werden dann solche als
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Losung ausgewihlt, die ein Sympathiefunktional © : X D D — IR minimie-
ren:
Q(z) =min!, 2z € D C X und z datenkompatibel. (2.42)

Die Datenkompatibilitdt ist dabei im Sinne einer der beiden Beziehungen
(2.40) oder (2.41) zu verstehen. Das Sympathiefunktional wird so konstruiert,
dass Elementen z, die den Erwartungen an die Losung der Aufgabe gut
entsprechen, kleine Werte zugeordnet werden, wiahrend unsympathische mit
groffen Werten bestraft werden.

Orientiert man sich vorzugsweise an Elementen = die sich méglichst wenig
von einem Referenzelement x* unterscheiden, dann ist Q(z) = ||z — z*||x
bzw. in Hilbertraumen iiblicherweise

Qx) =z —2"|I% (2.43)

als Sympathiefunktional geeignet. Mit 2* = 0 wird dann besonders auf Ele-
mente mit kleiner Norm zuriickgegriffen.

Fiir Rdume glatter Funktionen kommt héufig ein Sympathiefunktional

O(z) = / "2 (1))2 dt (2.44)

zur Anwendung. Dahinter steckt die Idee, dass weniger stark schwankende
Funktionen gegeniiber stark oszillierenden Funktionen bevorzugt werden. Al-
ternativ kann auch die Forderung nach mdoglichst kleinen Kriimmungen des
Graphen verwendet werden. Dies entspricht einer Minimierung der L2-Norm
der zweiten Ableitung. Auch eine Linearkombination dieser Funktionale

@) = M2l Lz (ap + A2ll2' I T2@p) + Asll2” 220 (2.45)

mit nichtnegativen Gewichten \; ist hier moglich. Fiir Gleichungen mit sto-
chastische Einfliissen wird meist auf den Begriff der Entropie zuriickgegriffen.
Das Sympathiefunktional hat dann die Gestalt

o) = [ "emym 2 g (2.46)

Dabei ist x* wieder eine Referenzlosung mit z*(¢) > 0. Ein solcher Zugang
wird als Maximum-Entropie- Reqularisierung bezeichnet.
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Subjektive Apriori-Informationen sollten bei der Behandlung von inversen
Aufgaben aber so zuriickhaltend wie moglich eingesetzt werden. Ist also zum
Beispiel in Teilbereichen des Definitionsbereichs eine stabile Abhéngigkeit
der Losung von den Daten zu erwarten, so sollten dort keine Sympathiefunk-
tionen Anwendung finden. Die Gefahr von subjektiven Zusatzinformationen
besteht darin, dass der Losung die Vorstellung des Bearbeiters aufgezwungen
werden. Fehlerhafte Vorstellungen {iber die Losung fithren dann zu falschen
Sympathiefunktionalen und anschlieBend zu grofien Fehlern in der Losung.

In manchen Modellen spielen stochastische Zusatzinformationen eine Rolle.
Das ist besonders der Fall, wenn die zu identifizierende Funktion oder der
zu identifizierende Vektor randomisierbar sind, also selbst als Zufallsgrofie
aufgefasst werden konnen. Wir haben es dann mit Bayesschen Modellen zu
tun. Typisch sind solche Situationen im Bereich Klimatologie und Meteoro-
logie, bei denen die Wahrscheinlichkeitsverteilung der zufélligen Losung oder
im Vektorfall wenigstens der Erwartungsvektor Fx = p und eine positiv
definite Kovarianzmatrix B als bekannt vorausgesetzt werden konnen. Aus
statistischer Sicht ldsst sich dann die Verwendung der quadratischen Form

Qa) = (v — )" Bz — p) (2.47)

als Sympathiefunktional motivieren. Die in diesem Abschnitt erwéhnten sto-
chastischen Zusatzinformationen finden ihre Anwendung bei der stabilen
ndherungsweisen Losung von schlechtkonditionierten Gleichungssystemen.

2.5.2 Der Satz von Tichonov

Von Natur aus werden inkorrekte Aufgaben korrekt, wenn die zuldssigen
Losungen auf eine kompakte Menge eingeschrinkt werden. Das ist die Bot-
schaft des Satzes von Tichonov, den wir in diesem Abschnitt formulieren
werden. Eine Einschriankung von Loésungen auf kompakte Mengen fiihrt zur
Uberwindung der instabilen Abhingigkeit der Losung der inversen Aufgabe
von den Eingangsdaten. Sie kann durch objektive Apriori-Informationen er-
reicht werden, wenn Zusatzinformationen, welche die erwartete Losung der
inversen Aufgabe qualitativ beschreiben, den Definitionsbereich D C X des
Operators F' auf eine kompakte Menge einschrianken. Diese Vorgehensweise
wird als deskriptive Regularisierung bezeichnet. Die Informationen aus den
Eingangsdaten werden mit diesen qualitativen Informationen vervollstandigt.
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Fithren die objektiven Hintergrundinformationen nicht auf eine kompak-
te Menge, dann kann die Korrektheit des inversen Problems durch Ein-
schrinkung der Losung auf eine subjektiv gewéhlte kompakte Menge er-
zwungen werden. Wie schon erwéhnt, sollte mit diesen Einschrénkungen sehr
vorsichtig agiert werden, da man moglicherweise der Losung ein glattes Ver-
halten aufzwingt, dass in der Realitdt gar nicht vorhanden ist. Man erkauft
sich in diesem Fall die Stabilitdt durch zusétzliche Approximationsfehler.

Theorem 6 (Tichonov) Es sei F'': X D D — Y ein stetiger injektiver
Operator , der aus dem Banachraum X in den Banachraum Y abbildet und
dessen Definitionsbereich D eine kompakte Teilmenge des Raumes X dar-
stellt. Dann ist der inverse Operator F~':Y D F(D) — D C X stetig.

Der Beweis fiir die Stetigkeit des inversen Operators ist recht einfach: Wir
betrachten einen Punkt yo = F(zo) und eine Folge von Elementen vy, =
F(z,), welche gegen y, konvergiert. Wir miissen nun nur zeigen, dass x,
gegen xq strebt. Aus der Kompaktheit von D erhalten wir die Existenz einer
Teilfolge x,,, die in der Menge D gegen ein Element z* konvergiert. Die
Stetigkeit von F' impliziert

Ty, — T = yYn, = F(z,,) — F(z").

Die y, konvergieren gegen yo, also auch jede Teilfolge. Folglich gilt F'(z*) = v,
und aus der Injektivitat folgt z* = xy. Bis jetzt haben wir das gewiinschte
Resultat nur fiir eine Teilfolge. Wir ben6tigen nun nur noch folgendes Argu-
ment: Enthalt jede Teilfolge a, einer Folge a,, eine Teilfolge a!, welche gegen
ein bestimmtes Grenzelement a konvergiert, dann konvergiert a,, selbst gegen
a. |

Als Folgerung aus diesem Satz erhilt man sofort, dass die Kompaktheit des
Definitionsbereichs D dafiir sorgt, dass mit der Hadamardschen Eindeutig-
keitsbedingung auch die Hadamardsche Stabilitdtsbedingung erfiillt ist.

Folgerung 4 Wird ein Identifikationsproblem durch einen stetigen injekti-
ven Operator F' und kompaktem Definitionsbereich D beschrieben, so ist die
Stabilitdtsbedingung stets erfillt.
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Fiir den Beweis von Theorem 6 benotigten wir die Injektivitdt nur im be-
trachteten Punkt. Es gilt daher auch:

Theorem 7 Besitzt eine Operatorgleichung zu einer speziellen rechten Seite
Yo eine eindeutig bestimmte Losung xog € D, wobei der Operator F' stetig und
der Definitionsbereich D kompakt ist, so gilt

F(z,) — F(xg) inY, z, €D = 1z, — zgin X. (2.48)

Die Kompaktheit des Definitionsbereichs ist nicht nur eine stabilisierende
Eigenschaft fiir Identifkationsprobleme. Sie ist auch duflerst hilfreich fiir Ex-
tremalprobleme der Form (1.4).

Theorem 8 Das Extremalproblem (1.4) ist stets korrekt im Sinne unserer
Definition mit Hilfe des Quasiabstands, falls der Operator F' : X D D —
Y stetig ist und der Definitionsbereich D durch eine nichtleere und in X
kompakte Menge charakterisiert wird.

Betrachtet man die Uberlegung von frither etwas genauer, so ist unter den
genannten Voraussetzungen das Extremalproblem stabil in folgendem Sinne:

Folgerung 5 Unter den die Kompaktheit von D einschlieffenden Vorausset-
zungen von Theorem 8 ist eine Folge {x,} C D mit

1£ () = yally < I [[F(@) = ynlly + 10,

|Yn — yolly < 6, und

n—oo

eine minimierende Folge des FExtremalproblems
|F(x) —yo|ly =min!, z€ D C X, (2.49)

d.h., es gilt
Jim [|F(2n) = yoll = min [ F(z) = yol|y-
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Dartiber hinaus strebt der Punkt-Mengen-Abstand der Elemente der Folge
{z,} zur Losungsmenge

Lmin = {xmin eD: ||F($mzn) - yOHY = ;ng) HF<:U) - yO”Y 7& @
von (2.49) gegen Null, also ist

lim dist(x,, Lynin) = 0.

n—oo

Sowohl die Existenzbedingung als auch die Stabilitdtsbedingung folgen un-
ter den die Kompaktheit von D einschlieenden Voraussetzungen aus der
Tatsache, dass

T [P () = inf [F(z) = yly
fiir eine Folge {x,} C D die Existenz einer Teilfolge {x,, } mit

lim z,, =2 €D
k—o0

und ||F(Z) — y|| + ir% |F(x) — y||y nach sich zieht.
TE

Die genannten Stabilitidtseigenschaften von Extremalproblemen bei kompak-
ter Menge D machen sich viele Zugénge zur ndherungsweisen Losung inverser
Aufgaben nutzbar. Voraussetzung dafiir ist aber, dass im Raum X eine geeig-
nete Menge D gefunden wird. Im endlichdimensionalen Raum X = IR" stellt
dies kein Problem dar, da alle beschrdnkten und abgeschlossenen Mengen
kompakt sind. Verniinftige Schranken fiir einzelne Komponenten lassen sich
hiufig aus physikalischen Uberlegungen ableiten. In diesem Sinne ist auch
das folgende inverse Matrixeigenwertproblem stabil losbar.

Beispiel 2.7 In diesem Beispiel gehen wir von n fest vorgegebenen symmetri-
schen Matrizen M; € IR™*™ aus und bilden ihre Linearkombinationen

M = lel -+ .CCQMQ + ..+ ngn

Fiir jeden Vektor x € R" ist M € R™ ™ ebenfalls wieder eine symmetrische
Matrix. Die m reellen Eigenwerte von M ordnen wir y; > yo > .. > y,, und
fassen sie im Vektor y zusammen. Dazu gibt es Eigenvektoren u; mit

M (z)u; = y;u;. (2.50)
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Das Matrixeigenwertproblem besteht in der Berechnung der Eigenwerte y bei
vorgegebenen z. Diese Eigenwerte sind bei Vorgabe eines beliebigen Vektors
x stets eindeutig bestimmt. Weiter weil man aus der Eigenwerttheorie, dass
kleine Storungen in x auch nur kleine Storungen in den Eigenwerten nach
sich ziehen. In diesem Sinne ist der nichtlineare Operator

F:R">D—R"

der direkten Aufgabe stetig und die direkte Aufgabe korrekt (bei beliebigem
D). Dagegen stellt die Aufgabe der Identifikation von z € D bei gegebenen
Eigenwertevektor y eine inverse Aufgabe dar, die im allgemeinen inkorrekt
nach Hadamard ist, da nicht zu allen Vektoren y passende Multiplikatoren x
existieren. Dariiber hinaus kénnen moglicherweise verschiedene Vektoren z
zum gleichen Eigenwertvektor y fithren.

Das in Beispiel 2.7 betrachtete Identifikationsproblem gehort zur grofien Klas-
se von inversen Eigenwertproblemen. Es entspricht der Losung eines nichtli-
nearen Gleichungssystems

Fz)=y reDCR" yeR"™ (2.51)
mit m nichtlinearen Gleichungen

fi(z1,..x,) = y; (j=1,..m)

in den Unbekannten z1,..x,. Diese Gleichung stellt mit X = R", Y = R™
einen Spezialfall der nichtlinearen Operatorgleichung dar. Der Operator

S
F = f2

Ja

zerféllt in die nichtlinearen Funktionen f; welche die Zuordnung z — y;
der Matrixmultiplikatoren zum j-ten Eigenwert beschreiben. Diese Funktio-
nen sind nicht analytisch angebbar. Thre Funktionswerte lassen sich jedoch
beliebig genau berechnen, indem man die entsprechende Eigenwertaufgabe
numerisch 16st. Schréinkt man den Definitionsbereich D des nichtlinearen
Operators F' auf eine kompakte Menge in IR" ein, d.h.

D:{xEIR”&Zlegbl (z:l,n)}
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und ist F injektiv auf D, so lasst sich Folgerung 4 anwenden, d.h. die Hada-
mardsche Stabilitdtsbedingung wird erfiillt. Injektivitdt bedeutet dabei, dass
es in D hochstens einen Multiplikatorenvektor x gibt, der auf einen festen
Eigenwertvektor y fithrt. Dieser Fall liegt haufig in recht kleinen Bereichen D
vor, deren entsprechende Matrizen nur einfache Eigenwerte besitzen. Kann
die Injektivitdt von F auf D nicht gesichert werden, so fiithrt im Sinne von
Folgerung 5 eine Minimierung der Defektnorm

£ (x) = ysllp

iiber alle z € D auch bei gestorten Eigenwertvektoren ys mit [lys —y|[gm < 0
auf Multiplikatoren x5 die fiir 6 — 0 gegen tatséchliche Losungen des inver-
sen Eigenwertproblems konvergieren. Aber auch bei Problemen, die sich als
nichtlineare Gleichungssysteme mit kompakten Definitionsbereich schreiben
lassen, kann es bei erfiillter Hadamardscher Stabilitdtsbedingung grofie Feh-
ler in der Losung trotz kleiner Datenfehler geben. Dann haben wir es mit
schlechtkonditionierten nichtlinearen Gleichungssystemen zu tun. Wir haben
diesen Aspekt bereits frither fiir lineare Gleichungssysteme angesprochen.

2.5.3 Kompakte Mengen in Funktionenrdumen

Der Zugang iiber einen kompakten Definitionsbereich wird erst richtig span-
nend, wenn wir uns in unendlich dimensionalen R&umen bewegen. Hier stellen
abgeschlossene und beschréankte Mengen keine kompakten Mengen dar. Jede
Menge, die nur endlich viele Elemente umfasst ist kompakt, aber das kann ist
nicht wirklich eine Losung. Klassen nichtnegativer, monotoner oder konvexer
Funktionen bilden ebenfalls keine kompakte Mengen, da sie Elemente mit be-
liebig grofler Norm enthalten. Deshalb interessieren wir uns hier dafiir, wie in
speziellen Banachrdaumen kompakte Mengen aussehen bzw. gewéahlt werden
konnen.

Betrachtet man als Banachraum X den Raum der stetigen Funktionen, dann
gibt der Satz von Arzela-Ascoli die Antwort iiber die Gestalt kompakter Men-
gen. Notwendig und hinreichend fiir die Kompaktheit einer abgeschlossenen
Menge stetiger Funktionen ist die gleichmdfiige Beschrdnktheit und die gleich-
gradige Stetigkeit dieser Funktionen. Die gleichgradige Stetigkeit ist zum Bei-
spiel gesichert, wenn die Funktionen gleichméfig holder- oder lipschitzstetig
sind.
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In R&umen integrierbarer Funktionen kann die Monotonie bzw. die Konve-
xitdt von Funktionen zur Konstruktion kompakter Mengen genutzt werden.
Auf diese Weise kann man praktikable Forderungen an zuldssige Losungen
formulieren, die kompakte Definitionsbereiche und damit die Stabilitédt der
Aufgabe sichern.

Wir betrachten nun den Banachraum X = LP(a,b) mit der Norm

b 1/19
||$||Lp(a,b) = (/a |I(t)|p dt) .

Je grofer die Zahl p ist, umso stérker ist diese Norm. Fir 1 < p < ¢ < o0
gilt die Abschétzung

1_1
2l zrapy < (b —a)r"4|| 2| Li(ap)- (2.52)

Auflerdem interessieren wir uns noch fiir den Raum der wesentlich beschrank-
ten Funktionen X = L* mit der Norm

[2]| 2= (@) = ess sup [z(t)] = lm [|z]|Lr(a)-
te(a,b) p=o0
Unter dem wesentlichen Supremum versteht man dabei das Infimum {iiber
alle Zahlen s fiir die |2(t)| < s in (a,b) bis auf eine Menge vom Maf} Null
gilt. Die L*>-Norm ist stérker als alle LP-Normen und es gilt

2] 2@y < (b= a)?|[2]| oo (a)- (2.53)

Jede Menge monotoner Funktionen auf dem Intervall [a, b] deren Funktions-
werte durch feste endliche Konstanten beschriankt sind, ist kompakt in allen
LP-Raumen mit 1 < p < oo. In dieser Klasse von Funktionen liegen steti-
ge und stiickweise stetige Funktionen mit Spriingen. Man kann daher auch
Représentanten auswihlen, die links- bzw. rechtsseitig stetig sind.

Lemma 4 Mit —oo < ¢ < ¢ < o0 ist jede Menge der Gestalt

D={x(t)€lc,d] (a <t <b): z(ty) >a(tz) (a<t;1 <ty <b)} (2.54)

von monoton wachsenden und gleichmdssig beschrinkten Funktionen im Raum
LP(a,b) fir alle 1 < p < oo kompakt.
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Ubungsaufgabe 2.1 Warum ist diese Aussage falsch fiir den Raum L>(a,b) ?

Um die Aussage dieses Lemmas zu erhalten, benutzt man den Begriff der
Totalvariation

b k
V(z) = sup > la(ts) — x(ti) (2.55)
a a<to<t1<.<tp<b,;—1

einer Funktion z(t), wobei das Supremum in (2.55) iiber alle Zerlegungen in
endlich viele Teilintervalle genommen werden muss. Alle Funktionen aus D
sind von beschrénkter Totalvariation, denn es gilt

b

V() <e—c=C.
Dann folgt aus dem Satz von Helly (siehe Natanson S.250), dass es in jeder
unendlichen Teilmenge von D eine Folge {z,} gibt mit

Jim z,(t) = Z(t) und T € D

Da |z,(t) —Z(t)|P < C? durch eine integrierbare Funktion beschrénkt ist und
fiir n — oo fast iiberall nach Null strebt, liefert der Satz von Lebesgue wegen

n—oo

b 1/p
lim |z, — i'HLp(a’b) = (/ nhlglo |z, (t) — Z(t)|P dt) =0

die Behauptung des Hilfsatzes.

Weiterhin lésst sich zeigen, dass auch jede Menge konverer Funktionen auf
dem Intervall [a, b], deren Funktionswerte durch feste Konstanten beschrénkt
sind, eine kompakte Menge im Banachraum LP(a,b) fiir 1 < p < oo bilden.
Ahnlich wie das vorige Lemma natiirlich auch fiir analoge Mengen monoton
nichtfallender Funktionen galt, gilt das néchste Lemma auch fiir analoge
Mengen konkaver Funktionen.

Lemma 5 Mit —oo < ¢ < ¢ < o0 ist jede Menge der Gestalt

<
+t2) < Q?(tl) +$(t2)
2 - 2

D= {x(t) € e x <t1 t,t1,t2 € [a, b]} (2.56)

von konvexen und gleichmdssig beschrinkten Funktionen im Raum LP(a,b)
fir alle 1 < p < oo kompakt.
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Koénnen die Losungen inverser Aufgaben auf Mengen D von gleichméfig be-
schrankten Funktionen eingegrenzt werden, die monoton oder/und konvex
sind, so sind die entsprechenden Aufgaben korrekt gestellt, d.h. die Losungen
héngen stabil von den Daten ab, falls X = LP(a,b) mit 1 < p < oo gewéhlt
wird und der Operator der direkten Aufgabe stetig ist. Nach Theorem 7 gilt
daher

F(v,) = F(zo) inY, z, € D =z, — x in L’(a,b). (2.57)

Obwohl alle diese Mengen D nur Elemente aus L>(a, b) enthalten, kann man
nicht auf eine gleichméflige Konvergenz

F(zp) — F(zo) inY, 2, € D = @, — 10 in L®(a,b). (2.58)

schlieen. Der Grund besteht in der Nichtkompaktheit solcher Mengen D in
L>(a,b) (siche Ubungsaufgabe 2.1). Ist die Losung x eine stetige Funktion,
dann konnen wir diese Aussage aber teilweise retten. In diesem Fall gilt fiir
beliebig kleines € > 0

F(z,) — F(xg)inY, z, € D = 1z, —xoin L®(a+¢e,b—¢), (2.59)

d.h. in jedem abgeschlossenen Teilintervall, welches die Randpunkte nicht
enthélt ist die Konvergenz gleichméfig. Besteht die Menge D aus nichtwach-
senden und konvexen Funktionen, so gilt sogar

F(z,) = F(zg)inY, z, € D = 1z, —xoin L®(a+¢,b), (2.60)

d.h. das rechte Intervallende wird in die gleichméfiige Konvergenz eingeschlos-
sen.

Wie im Beweis von Lemma 4 gesehen, ist die entscheidende Eigenschaft die
bschriankte Totalvariation. Deshalb gilt auch das Lemma:

Lemma 6 Mit —oo < ¢ < ¢ < oo ist jede Menge der Gestalt
b
D = {:p(t) €le,d (a<t<b): \(z) < K} (2.61)

von gleichmdssig beschrdankten Funktionen mit gleichmdf$ig beschrinkter To-
talvariation kompakt im Raum LP(a,b) fir alle 1 < p < 0.
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Somit stabilisieren Schranken an die Totalvariation das Losungsverhalten
fiir Aufgaben mit nicht monotonen und nicht konvexen Losungen. Die Ar-
gumentation ist die gleiche wie in Lemma 4. Funktionen mit beschrankter
Totalvariation sind linksseitig bzw. rechtsseitig stetig und kénnen an endlich
oder abzéhlbar vielen Stellen Spriinge aufweise. Offenbar sind solche Funk-
tionenmengen wesentlich umfassender als monotone oder konvexe Funktio-
nenmengen.

Es ist durchaus auch von Interesse, Losungsrdaume X behandeln zu kénnen
bei denen auch Ableitungen der betrachteten Funktionen eine Rolle spielen.
Man interessiert sich dabei speziell fiir die in der Theorie der Differential-
und Integralgleichungen wichtigen Sobolevrdume.

Wir beschrinken uns hier auf den Raum H'(a,b). In diesem Raum liegen
alle Funktionen, deren schwache Ableitung quadratisch integrierbar ist. Die
Norm in diesem Raum ist gegeben durch

2l oy = J [ 02+ 20t (2.62)

Mit dem passenden Skalarprodukt wird dieser Raum zum Hilbertraum. Wie
im Falle der LP-Raume konnen die Werte solcher Funktionen auf einer Menge
vom Mafl Null abgedndert werden. Trotzdem findet man im eindimensionalen
immer eine stetige Funktion als Reprédsentanten. Diese Funktionen sind auch
fast iiberall im klassischen Sinne differenzierbar. Es gelt die Inklusionen

H'(a,b) C Cla,b] C L*(a,b).

Man spricht in solchen Féllen davon, dass der Raum H' in den Raum C einge-
bettet ist. Diese Einbettungen sind auch stetig, d.h. es gelten die Abschétzun-
gen

z]lcra < Kil|2]|m1ap) fiir alle z € H'(a,b) (2.63)

und
||Z||L2(a,b) S KQHZHHl(a,b) fllI' alle z € HI(CL7 b) (264)

mit gewissen positiven Konstanten K und Ks. Wegen (2.62) kann man Ky =
1 wihlen. Diese Uberlegungen zeigen, dass die Sobolevnorm stirker als die
beiden anderen Normen ist. Mehr noch, die betrachteten Einbettungen sind
nicht nur stetig, sondern sogar kompakt, wie das folgende Lemma zeigt.
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Lemma 7 (Rellich-Kondrachov) Es sei K eine positive Konstante. Dann ist
die Menge
D={x€ H'(a,b): ||z|mupn < K} (2.65)

als Teilmenge der Banachriume Cla,b] und L*(a,b) jeweils relativ kompakt.

Leider erlaubt die in diesem Lemma betrachtete Menge D nicht die Anwen-
dung der Stabilitdtsaussagen fiir inverse Aufgaben. Der Grund dafiir liegt
in der Nichtabgeschlossenheit der Menge D. Wir werden jedoch im weite-
ren sehen, dass diese Menge trotzdem eine gewisse Rolle bei der stabilen
niherunsweisen Losung inverser Aufgaben spielt.

Die genannte Einbettungseigenschaft in dem Raum der stetigen Funktionen
gilt nur, da das Intervall (a,b) eindimensional ist. Fiir mehrdimensionale
Gebiete ist diese Aussage falsch. Genauere Aussagen dazu bieten die Einbet-
tungssétze, auf die wir hier nicht ndher eingehen wollen.

Zum Abschluss des Kapitels zeigt der folgende Hilfssatz auf, wie man kom-
pakte Mengen im Raum H' konstruieren kann.

Lemma 8 Mit —oo <c<c<o00, —00<d<d<oo,0< K < oo ist jede
Menge der Gestalt

x(t) € [c,d),2'(t) € [d,d],a <t <b

D=<{x¢€ H (ab): \"/(x,) <K (2.66)

a

von Funktionen mit gleichmdf$ig beschrinkten Werten der Funktion und threr
Ableitung sowie mit zusdtzlich gleichmdf$ig beschrinkter Totalvariation der
verallgemeinerten Ableitung kompakt im Raum H*'(a,b).

Wir beenden das Kapitel mit einigen Ubungsaufgaben.

Ubungsaufgabe 2.2 In Anlehnung an das Beispiel 2.1 charakterisiert die li-
neare Operatorgleichung

(A)(s) = [ (s=Da() dt=y(s)  (0<s<T)
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in den Réumen X = C[0,7] und Y = L?(0,T) die Identifkation der zeit-
abhéngigen Beschleunigung = eines zum Nullzeitpunkt in Ruhe befindlichen
Fahrzeuges aus Messungen des zuriickgelegten Weges y. Zeigen Sie, dass die
Gleichung inkorrekt ist und diskutieren Sie dabei die Erfiilllung der drei Ha-
damardschen Bedingungen.

Ubungsaufgabe 2.3 Man leite im Beispiel 2.5 mit Hilfe der Methode der Tren-
nung der Verénderlichen die Darstellungsformel (2.30) fiir das Anfangsrand-
wertproblem her.

Ubungsaufgabe 2.4 Zeigen Sie, dass der nichtlineare Operator F' aus Formel
(2.32) mit positiven Konstanten cg, ¢; fiir alle quadratisch integrierbaren
Funktionen z € L*(0,T) eine stetige Bildfunktion (F(x))(s) liefert und be-
stimmen Sie unter der Bedingung ||| 2(0,ry < K untere und obere Schranken
fiir die Werte dieser Bildfunktionen.

Ubungsaufgabe 2.5 Der im Beispiel 2.6 eingefiihrte Selbstfaltungsoperator
(2.33) werde fiir X = L?(0,1) und D aus (2.34) mittels der Vorschrift

(F(z))(s) = /Osx(s “Ha(t)dt (0<s<2)

auf den Bildraum Y = L?(0,2) erweitert. Dabei setzen wir die Funktionswer-
te z(t) fiir Argumente t ¢ [0, 1] stets gleich Null. Zeigen Sie durch Konstruk-
tion geeigneter Beispielfolgen, dass die nichtlineare Operatorgleichung auch
mit dem erweiterten Selbstfaltungsoperator F' : L?(0,1) > D — L?(0,2) in
allen Punkten x € D lokal inkorrekt ist.

Ubungsaufgabe 2.6 Die Stabilisierung von Identifkationsproblemen nach dem
Satz von Tichonov beruht auf der Kompaktheit des Definitionsbereichs D der
Aufgabe. Zeigen Sie, dass der Definitionsbereich

D ={z(t) e [-1,1] (0 <t <1): z stetig},

der aus stetigen reellen Funktionen besteht, die nach oben und unten gleich-
méBig beschrinkt sind, in keinem der Funktionenrdume C[0, 1] und L?(0, 1)
kompakt ist und demzufolge der Stabilisierungszugang von Abschnitt 2.5.2
darauf nicht angewendet werden kann.
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Kapitel 3

Identifikationsprobleme im
Hilbertraum

In diesem Kapitel betrachten wir Identifikationsprobleme, die sich als Ope-
ratorgleichungen in reellen Hilbertrrdumen schreiben lassen. Wir bezeichnen
dabei die auftretenden Skalarprodukte mit (.,.)x und (.,.)y. Die Normen in
diesen Rdumen sollen durch die Skalarprodukte erzeugt werden, d.h.

(x = llzlk und )y = [lylly-

Wir werden uns dabei auf separable Hilbertrdume beschrinken. Dort ste-
hen uns endliche oder abzéhlbare Orthonormalsysteme zur Verfiigung, die
eine explizite Darstellung bestimmter Sachverhalte erméglichen. Besonders
priagnante Aussagen gewinnt man dabei wieder bei unrestringierten linearen
Identifkationsprobleme in Form von linearen Operatorgleichungen. Dabei soll
der Operator der direkten Aufgabe wieder kompakt sein.

3.1 Lineare Operatorgleichungen im Hilbert-
raum

Wir haben im letzten Kapitel bereits die Korrektheit von linearen unrestrin-
gierten Identifkationsproblemen in Banachrdumen im Sinne von Hadamard

95
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diskutiert. Wir betrachten nun die Gleichung
Ar =y, ze€X, yeY Ael(X)Y) (3.1)

unter der zusétzlichen Voraussetzung, dass X und Y Hilbertrdume sind.

3.1.1 Grundbegriffe der Hilbertraumtheorie

Es sei H ein reeller Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (.,.) und deraus
erzeugten Norm ||.||. Dann gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

[z o) <l llllyll

fiir alle Elemente x und y des Hilbertraums. Zwei Elemente heiflen orthogo-
nal, falls die Bedingung (z,y) = 0 erfiillt ist. Fiir orthogonale Elemente gilt
der Satz des Pythagoras

x4+ yll> = (x+y, 2 +y) = (z,2) + 2(z,9) + (y.y) = =] + llyl*.
Wir bezeichnen mit
T+ ={zcH: (2,2) =0Y2 €T}

das orthogonale Komplement einer Teilmenge 7" von H. Das orthogonale
Komplement eines Teilraums H; von H ist ein abgeschlossener Teilraum von
H. Ist H; ein abgeschlossener Teilraum, so kann H als orthogonale direkte

Summe
H=H ¢ H;

dargestellt werden, d.h. fiir jedes Element x € H gibt es eindeutig bestimmte
Elemente z; € H; und zo € Hi" mit x = 21 + T».

Eine Folge {e,} C H heifit Orthonormalsystem, wenn die Orthonormaltéits-
relationen

1 firm=n
<em7€n>—{0 fiir m £ 1 (m,n=1,2,..)

gelten. Das Orthonormalitétssystem heift vollstdndig, wenn sich jedes Ele-
ment z € H in eine konvergente Fourierreihe

o

x = Z(x,en)en

n=1
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entwickeln lasst, wobei fiir alle x € H die Parsevalsche Gleichung

> (,en)” = |lz|?

n=1

erfiillt ist. Die Skalarprodukte (z,e,) heilen Fourierkoeffizienten von z. Ist
{es} C H ein nicht notwendig vollstdndiges Orthonormalsystem, so gilt we-
nigstens die Besselsche Ungleichung

K

(@, en)” < |l]|”

Il
—

n

In separablen Hilbertrdumen gibt es immer vollstédndige endliche oder abzéhl-
bare Orthonormalsysteme.

Besonders einfach ist die Beschreibung des dualen Raumes, d.h. der Menge
der linearen und beschrénkten Funktionale. Der Satz von Riesz besagt, dass
sich jedes solche Funktional in der Form

flz)=(x,g) firallexe H

mit einem eindeutig bestimmten Représentantenelement g € h darstellen
lasst. Unter den Konstanten C' > 0, fiir die die Ungleichung

|f(z)| < Cllz|| fiir allex € H
gilt, ist C' = ||g|| der kleinstmégliche Wert.

Neben der starken Konvergenz spielt in Hilbertraumen auch die schwache
Konvergenz z,, — z einer Folge {z,} C H gegen ein Grenzelement zq € H
eine wesentliche Rolle. Eine Folge {z,} C H konvergiert fiir n — oo schwach
gegen xg, wenn fiir alle ¢ € H die Grenzwertbeziehung

lim (z,, g) = (%o, 9)

n—oo

erfiillt ist. Bei schwacher Konvergenz x,, — x gilt stets ||xo|| < lim Jnf_ |z |-

Das Grenzelement einer schwach konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.
Die starke Konvergenz x,, — x¢ zieht immer die schwache z,, — xy nach
sich. Andererseits liefern schwache Konvergenz x,, — zy und Konvergenz der
Normen ||z, || — ||zo|| zusammen die starke Konvergenz z,, — o in H.
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Jede in H beschrinkte Menge ist relativ schwach kompakt, d.h. aus jeder
unendlichen Folge {z,} C H kann man eine schwach konvergente Teilfolge
T, — o auswihlen. Insbesondere konvergiert eine Folge {e,} C H, die ein
Orthonormalsystem bildet immer schwach gegen die Null, d.h.

e, — 0
fiir n — oo. Aus der Besselschen Ungleichung folgt ndmlich

dim (2, e,) = 0.
Fiir die schwache Kompaktheit bendtigt man zusatzlich noch die schwache
Abgeschlossenheit. Auf diese kann man schliessen, falls eine Menge abge-
schlossen und konvex ist.

3.1.2 Eigenschaften beschrinkter Operatoren im Hil-
bertraum

Wir betrachten nun lineare beschrénkte Operatoren A € £(X,Y) in sepa-
rablen Hilbertraumen. Ein solcher Operator ist automatisch auch schwach
stetig, d.h. es gilt

T, — x9 = Ax, — Axg.

Achtung: Diese Aussage ist falsch fiir nichtlineare Operatoren. Die schwache
Stetigkeit ist eine stirkere Eigenschaft als die “normale“ Stetigkeit. Uber die
Beziehung

(Au,v)y = (u, A"v)x

fiir alle w € X und v € Y lésst sich in eindeutiger Weise der zu A adjungierte
Operator A* € L(Y,X) definieren. Zwischen den Nullrdumen N(A) und

N(A*) und den Bildrdumen R(A) und R(A*) von A und A* bestehen die
Beziehungen

X=N(A)@®R(A*) und Y =N(A") @ R(A).

Falls A € £(X,X) und A = A* gilt, so heifit A selbstadjungiert. Betrachtet
man Eigenwerte A € R und Eigenelemente u € X mit u # 0 eines selbstad-
jungierten Operators, welche der Eigenwertgleichung

Au = Au
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geniigen, so sind Eigenelemente u; und us zu verschiedenen Eigenwerten )\,
und Ay orthogonal. Fiir beliebige Operatoren A € L£(X,Y’) sind die Opera-
torprodukte A*A € L£(X,X) und AA* € L(Y,Y) selbstadjungiert. Die von
Null verschiedenen Eigenwerte dieser beiden Operatorprodukte sind positiv
und stimmen iiberein.

Jeder Operator A mit einem endlichdimensionalen Bildraum dimR(A) = m
ist kompakt. Dann besitzen die Operatoren A*A und AA* eine endliche Folge
von m nicht notwendigerweise verschiedenen nichtnegativen Eigenwerten und
ein zugehoriges Orthonormalsystem

bzw.
{Ui ;11 cY mit AA*Uz = )\Z'Uz

Bei kompakten mit unendlichdimensionalem Bildraum sind die Eigenwerte
von A*A eine gegen Null strebende Folge positiver Zahlen

M2 20>\ >...—0 fir n — oo.

Auch hier gibt es entsprechende Orthonormalsysteme von Eigenelementen
{u;}$2, € X mit A*Au; = Nuw; bzw. {v;}52, C Y mit AA™; = \v; zu
Eigenwerten {\;}5°,, wobei {u;}2, ein vollstandiges Orthonormalsystem im
Teilraum

R(A*) = R(A*A) = N(A)*

des Hilbertraums X und {v;}$2, ein vollstindiges Orthonormalsystem im
Teilraum

R(A) = R(AA*) = N(A")*

des Hilbertraums Y bilden. Ubrigens, der adjungierte Operator zu einem
kompakten Operator ist ebenfalls kompakt.

3.1.3 Korrektheitsdefinition von Nashed

Folgen wir den Uberlegungen von Nashed, so gelangen wir zu einer weiteren
Definition, deren Beziehung zur Hadamardschen Definition wir im folgenden
diskutieren werden.
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Definition: Die lineare Operatorgleichung (3.1) in den Hilbertrdumen X und
Y heit korrekt nach Nashed, wenn der Bildraum des Operators A abge-
schlossen ist, d.h. wenn gilt

R(A) = R(A). (3.2)

Ist der Bildraum von A nicht abgeschlossen, gilt also

R(A) # R(A), (3:3)

so heifit (3.1) inkorrekt nach Nashed. Sie heifit inkorrekt vom Typ I, falls A
kein kompakter Operator ist, und inkorrekt vom Typ I, falls es sich bei A
um einen kompakten Operator handelt.

Da jeder endlichdimensionale Teilraum abgeschlossen ist, sind lineare Opera-
torgleichungen mit endlichdimensionalem Bild immer korrekt nach Nashed.
Die Inkorrektheit vom Typ I ist dadurch gekennzeichnet, dass der Bildraum
wenigstens einen unendlichdimensionalen abgeschlossenen Teilraum enthélt.
Dagegen fithren kompakte Operatoren mit unendlichdimensionalen Bildraum-
en auf Inkorrektheit vom Typ II. Nashed selbst bemerkt in seinen Arbeiten,
dass die Inkorrektheit vom Typ I weniger stark ist als die vom Typ II. Das
ldsst sich damit begriinden, dass kompakte Operatoren viel mehr gléitten als
nicht kompakte.

3.1.4 Moore-Penrose-Inverse, Stabilitéit, Beispiele

Im Kapitel 2 haben wir uns bei der Diskussion der Korrektheit linearer
Operatorgleichungen nach Hadamard vielfach auf den Fall eines injektiven
Operators zuriickgezogen. Im Hilbertraum konnen wir auch relativ bequem
den nichtinjektiven Fall behandeln, indem wir mit verallgemeinerten In-
versen arbeiten. Wir konzentrieren uns hier auf die Moore-Penrose-Inverse
At Unter Verwendung dieser verallgemeinerten Inversen von A werden wir
zeigen konnen, dass die Korrektheit nach Nashed gleichwertig ist mit der
Erfiillung der Stabilitdtsbedingung von Hadamard. Die Korrektheitsbedin-
gung von Nashed ist also weder an Existenz von Losungen noch an deren
Eindeutigkeit gebunden.

Im Zusammenhang mit der Uberwindung der Mehrdeutigkeit bei der Losung
von Identifikationsproblemen haben wir den Begriff Minimum-Norm-Losung
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eingefiihrt. Fiir die lineare Operatorgleichung (3.1) in den Hilbertrdumen X
und Y kann man entsprechend formulieren, dass ein Element x,,, € X mit

1AL = ylly = min |Az —y]|, (3-4)
Minimum-Norm-Losung genannt wird, wenn

T = min{ |[Z]] | AT —ylly = min [[Az —y,, 7€ X} (3.5)

gilt. Wir iiberlegen uns, dass fiir y € R(A) & R(A)* eine solche Minimum-

Norm-Losung &, = ma(y) stets existiert und eindeutig bestimmt ist. Jedes
Element y € R(A) ® R(A)* kann man némlich darstellen in der Form

y:A'ﬁ_’—yorta 92:3704'9501%

Dabei sind fiir gegebenes y die Elemente y,; € R(A)* = N(A*) und ., €
N(A)* eindeutig bestimmt, wihrend das Nullraumelement zo beliebig gewiihlt
werden kann. Wegen

1Az = yll3 = | Az — AZ[[S + [[yore]”

minimieren genau alle Elemente = welche auch die Gleichung A*Ax = A*y
erfiillen, die Defektnorm ||Az — y||y. Darunter ist wegen ||Z||% = ||zoll% +
|lwort||% das Element x,,, = x,.; das eindeutig bestimmte normkleinste Ele-
ment und damit eindeutig bestimmte Minimum-Norm-Lésung. Ubrigens exi-
stieren keine Minimum-Norm-Losungen fiir y ¢ R(A)®R(A)* (siehe Aufgabe
3.1).

Wir kénnen nun die auf der Menge R(A) ® R(A)* definierte Moore-Penrose-
Inverse At von A iiber die Beziehung

Aly =z, y € R(A) @ R(A)* (3.6)
einfiihren. Wichtige Eigenschaften von A' findet man im folgendem Lemma.
Lemma 9 Der in Hilbertraumen X und Y dber die Beziehung (5.6) defi-

nierte Operator
AT Y D R(A) @ R(A)*F — X

1st linear mit
N(A") = R(A)* und R(A") = N(A)* = R(A¥).

Weiter ist AT genau dann stetig, wenn R(A) abgeschlossen ist.
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Dieses Lemma impliziert direkt das folgende Ergebnis.

Theorem 9 Die lineare Operatorgleichung (3.1) in den Hilbertraumen X
und Y ist korrekt nach Nashed genau dann, wenn die Moore-Penrose-Inverse
At des Operators A stetig ist.

im Falle der Korrektheit nach Nashed existieren fiir beliebige Eingangsdaten
y € Y Minimum-Norm-Lésungen ,,, zu (3.1). Dariiber hinaus ist AT ein
auf dem gesamten Hilbertraum Y definierter beschréankter linearer Operator
At € L(Y, X). Kleine Stérungen in der rechten Seite fithren dann auch nur zu
kleinen Anderungen in der Minimum-Norm-Lésung. Wie der folgende Satz
zeigt, hat dies aber auch noch weitergehende Konsequenzen fiir die Stabilitét
des Problems (3.1) im Sinne der Korrektheitsdefinition von Hadamard.

Theorem 10 Fiir eine lineare Operatorgleichung (3.1) in den Hilbertrdumen
X und Y ist die Konvergenzbedingung (2.2) und damit die Hadamardsche
Stabilitatsbedingung genau dann erfillt, wenn (5.1) korrekt nach Nashed ist.

Ist (3.1) korrekt nach Nashed, dann ist also R(A) = R(A) erfiillt und AT €
L(Y, X). Wir erhalten somit fiir eine Folge {y,,} C R(A) mit ||y, —yolly — 0
von gestorten Elementen zu y € R(A) und zugehorigen Urbildmengen

Uy, ={reX: Az =y,} = {z =AMy, +oy: a2y € N(A)} (n=0,1,..)

die Beziehung (2.2) und damit die Stabilitdtsbedingung der Hadamardschen
Definition, weil wir mit [|Af||zy,x) < co die Beziehung

qdist(U(yn),U(yo)) = sup  inf ||z, — xo||x
2 €U (yn) T0€U (y0)

= A (= wo)llx < ATl 2vx0)llyn — wolly — 0O

bekommen. Hier haben wir schon die Identitat

qdist(U(yn), U(yo)) = sup  inf [lz, — zollx = [|A (yn — v0)lIx
n€U (yn) 20€U (yo)

fir y, € R(A) verwendet. Diese Identitét gilt auch, wenn (3.1) inkorrekt nach
Nashed ist, also R(A) # R(A) gilt. Dann ist AT ein linearer unbeschrinkter
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Operator. Wegen der Unbeschriinktheit von AT gibt es dann eine Folge { f,} C
R(A) mit [|fully = 1 mit ¢, := ||ATf.|lx — oo fiir n — oo. Setzt man
O = ||Yn — volly und y,, := yo + n fn, so erhélt man

adist (U (yn), U(yo)) = llyn — olly | AT fullx = dnipn.
Nur dann, wenn 9§,, schnell genug gegen Null strebt, ist
nlir{)lo Onpn = 0.

Es gibt also Folgen y, — yo in Y, fiir die (2.2) verletzt ist. Die Stabiltéits-
bedingung von Hadamard ist somit nicht erfiillt, sobald (3.1) inkorrekt nach
Nashed ist.

Aus den obigen Uberlegungen folgt auch, dass unter der Bedingung (3.3)
(R(A) # R(A)) die Minimum-Norm-Losungen Afy, zu gestorter rechter Sei-
te y, € R(A) von (3.1) nicht notwendigerweise gegen die Minimum-Norm-
Losung Afyy zu exakter rechter Seite streben, wenn mit v, — o in Y die
Storungen fiir n — oo beliebig klein werden.

An drei Beispielen wollen wir uns nun die drei moglichen Alternativen der
Definition, Korrektheit, Inkorrektheit vom Typ I und Inkorrektheit vom Typ
IT veranschaulichen. Wir beginnen mit dem nach Nashed korrekten Fall. Als
Folgerung von Theorem 10 erhélt man bei Betrachtung endlichdimensionaler
Raume:

Folgerung 6 Wenn der Bildraum R(A) endlichdimensional ist, erfillt die
Operatorgleichung (3.1) in den Hilbertraumen X und Y immer die Hada-
mardsche Stabilitdtsbedingung. Dies ist insbesondere dann stets der Fall, wenn
X und Y selbst endlichdimensionale Raume sind.

Beispiel 3.1 Ein klassisches Identifikationsproblem der Satellitenmeteorolo-
gie, das seit mehr als 20 Jahren von Meteorologen und Mathematikern glei-
chermaflen mit Interesse betrachtet wird, ist die Rekonstruktion vertikaler
Lufttemperaturprofile. Auf der Grundlage von Messdaten von einem in grofler
Hohe befindlichen Satelliten iiber einen festen Punkt der Erdoberfliche soll
die vertikale Temperaturverteilung ermittelt werden. Die Kenntnis der Tem-
peraturverteilung in verschiedenen Hoéhen der Erdatmosphére stellt einen
wichtigen Faktor fiir eine zuverlidssige Wettervorhersage dar.
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Dabei ist die Losung des inversen Problems aus indirekten Messungen we-
sentlich wirtschaftlicher als die direkte Messung der vertikalen Temperatur-
verteilung. Bei letzterer benotigt man Ballons, die Wettersonden in grofie
Hohen tragen. Das ist zum einen sehr teuer und zum anderen iiber unbe-
wohnten Gebieten nur schwierig zu realisieren. Am Bord des Satelliten be-
finden sich Infrarotmessgerite, die in Frequenzbereichen die Intensitdat der
Wirmestrahlung der zwischen Satellit und Erdboden liegende Luft messen
konnen. Unterteilt man diesen Bereich in n Hohenschichten, so kann das
Identifkationsproblem niherungsweise als lineares Gleichungsssystem

Az =b (3.7)

mit m Gleichungen und n Unbekannten formuliert werden, wobei die Ele-
mente aj; der rechteckigen Matrix

a1 a2 ... Qin

a921 929 QAon
A= (a;) =

Am1 Am2 ... Omn

numerische Werte fiir die mittlere Durchléssigkeit der i-ten Hohenschicht
der Atmosphére in Bezug auf Warmestrahlung aus dem j-ten gemessenen
Frequenzbereich enthalten, deren ndherungsweise Kenntnis fiir die Behand-
lung des betrachteten indirekten Messproblems unverzichtbar ist. Die Kom-
ponente z; des in diesem Identifikationsproblems gesuchten Vektors x stellt
die mittlere Temperatur der i-ten Hohenschicht dar, wiahrend die Kompo-
nente y; des Datenvektors y die gemessene Intensitdt der Warmestrahlung
im j-ten Frequenzbereich zum Ausdruck bringt. Das moglicherweise iiber-
bestimmte (m > n) oder unterbestimmte (m < n) lineare Gleichungssystem
ist ein Spezialfall der linearen Operatorgleichung in den endlichdimensionalen
Hilbertraumen X = IR" und Y = IR™. Als Skalarprodukte wahlt man im ein-
fachsten Fall die natiirlichen (Euklidischen) Skalarprodukte. Die rechteckige
Matrix A représentiert hier den linearen Operator A € L(IR",IR™) aus (3.1).
Da das betrachtete Problem endlichdimensional ist, ist der Operator A auto-
matisch stetig und sogar kompakt. Die Moore-Penrose-Inverse A" wird durch
die Pseudoinverse AT € IR"*™ repriisentiert. Das Problem (3.7) erfiillt wegen
Folgerung 6 die Hadamardsche Stabiltdtsbedingung, d.h. es gibt fiir alle Vek-
toren y € R™ eine eindeutig bestimmte Minimu-Norm-Lésung z,,, = Ay,
die stetig von y abhéngt. Fiir den sogenannten Vollrangfall rang(A) = n, gilt

Al = (AT A)~t AT
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und damit die Darstellung
[ A— (ATA)*lATy (3.8)

mit einer reguliiren Matrix AT A. Dieser Vollrangfall entspricht der Situation
des injektiven Operators A in (3.1). Fiir den Fall m < n und rang(A) = m
sei auf die Aufgabe 3.2 verwiesen. Obwohl lineare Gleichungssysteme (3.7)
mit rechteckiger Matrix A stets korrekt nach Nashed sind, konnen sie, wie im
Beispiel 2.2 erldutert, schlechtkonditioniert sein. Damit fithren kleine Fehler
in der rechten Seite zu grofien Fehlern in der Minimum-Norm-Losung.

Die Konditionszahl hat im Fall einer Rechteckmatrix die Form

cond(A) = | Allgmen | AT | e
Wir bezeichnen mit

span(gy, ..gm) == {Z €Z:z=> Ngj, yER(j =1, ..,m)}

=1
die lineare Hiille der Elemente {g;}7_,. Sind diese Elemente linear unabhéngig,

so bilden die lineare Hiille Z = span(g, ..gm) einen m-dimensionalen Teil-

raum von Z. Die Elemente gy, ..gn stellen eine Basis dar in diesem Teilraum
Z.

Abgesehen von den in Beispiel 3.1 betrachteten linearen Gleichungssystemen
treten nach Nashed korrekte Operatorgleichungen (3.1) auch in unendlichdi-
mensionalen Hilbertriumen X und Y auf, wenn der Bildraum R(A) endlich-
dimensional ist dim(R(A)) = m. Dann heit der Operator A ausgeartet und
ist kompakt. Dariiber hinaus gilt die Darstellung

m

Az =73 (z, f;)xg;, (3.9)

J=1

wobei {g;}7., eine Basis des Bildraums R(A) bezeichnet. Die Ausdriicke
(x, f;)x mit f; € X stellen nach dem Satz von Riesz existierende beschrénkte
lineare Funktionale auf dem Raum X dar.

Eine in X losbare Operatorgleichung (3.1) mit A vom Typ (3.9) kann als
lineares Gleichungssystem geschrieben werden, wenn man den Ansatz

T = inhi mit span(Ahy, .., Ah,) = span(g1, .., gm), Ah; = Z ajigj

i=1 Jj=1
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und y = Y° y;9;. verwendet. Wegen
j=1

Ax = Z x;Ah; = Z Z ;i Tig; = Z Yig9; =Y
i=1 j=1

i=1j=1

miissen genau die m linearen Gleichungen

m

m
D 5w =3y
j=1 1

erfiillt sein. Auch wenn mit dim(R(A)) = oo der Operator A nicht ausgeartet
ist, kann der Bildraum R(A) abgeschlossen sein. Das ist zum Beispiel bei
Integralgleichungen zweiter Art der Fall. Diese Gleichungen spielen jedoch
bei der Identifkation von Parameterfunktionen praktisch kaum eine Rolle.

Ein Kriterium zur Unterscheidung kompakter Operatoren von nicht kom-
pakten liefert das folgende Lemma. Dieses erweist sich als niitzlich, um nach
Nashed inkorrekte Aufgaben vom Typ I und vom Typ II zu unterscheiden.

Lemma 10 In Hilbertriumen X undY beschrinkte Operatoren A € L(X,Y)
sind genau dann kompakt, wenn fir jede in X schwach konvergente Folge
T, — xo die zugehorige Bildfolge stark in'Y Ax, — Axqy fiir n — oo konver-
giert.

Fiir das folgende Beispiel einer nach Nashed vom Typ I inkorrekten Opera-
torgleichung (3.1) bendtigen wir als Bildraum den unendlichdimensionalen

separablen Hilbertraum {2, der alle quadratisch summierbaren unendlichen
Zahlenfolgen £ = {¢,,} mit

Z 5721 < 00
n=1
enthalt. Dabei bilden .
<€7 §>l2 = Z fnCn (310)
n=1
und

€]l = (| >_ &2 (3.11)

n=1
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Skalarprodukt und Norm in diesem Raum. Der dazu analoge separable Hil-
bertraum fiir reelle Funktionen ist der von uns schon mehrfach verwendete
Raum L? der quadratisch integrierbaren Funktionen.

Beispiel 3.2 In diesem Beispiel betrachten wir das inverse Problem der Iden-
tifikation einer auf dem Einheitsintervall definierten elektrischen Ladungs-
dichte z(t) aus Daten der k-ten Momente

mi() = /01 trt)dt  (k=0,1,.)

der Ladungsverteilung. Dieses Problem wird auch Hausdorffsches Momen-
tenproblem genannt. Man kann dieses Problem als System

mia(r) =y (G=12.)

mit unendlich vielen Gleichungen in der Funktion x schreiben. Die rechte
Seite bildet eine unendliche Zahlenfolge {z;} C IR. Fiir die Operatorgleichung
(3.1) benutzen wir hier die Hilbertrdume X = L?*(0,1) und Y = [? sowie den
linearen Operator A € £L(L*(0,1),1?)

T
(Az); == / Hlpt)dt (j=1,2,.). (3.12)
0
Es lésst sich zeigen, dass fiir den Operator A aus (3.12) die Bezichungen
Ax||p
|Az|l;z < V7|2l 1201 uwnd  [[A|lzz201)2) = sup | Az]l

z€L2(0,1)\{0} ||$”L2(0,1) B

gelten. Falls das hier definierte Hausdorffsche Momentenproblem l6sbar ist,
was nur fiir spezielle Datenfolgen {y;} der Fall sein wird, so ist es eindeutig
l6sbar, d.h. A ist injektiv. Dariiber hinaus gilt das folgende Theorem:

Theorem 11 Die aus dem Hausdorffschen Momentenproblem resultierende
lineare Operatorgleichung (3.1) mit A € L(L?*(0,1),1%) aus Formel (3.12) ist
inkorrekt nach Nashed vom Typ I, d.h. der Bildraum R(A) ist nicht abge-
schlossen, A~ ist also unbeschrinkt aber A ist kein kompakter Operator.

Wir iiberzeugen uns von der Inkorrektheit des Hausdorffschen Momentenpro-
blems, indem wir ein Orthonormalsystem {e,} C L?(0,1) betrachten, dessen
Funktionen iiberall gleichméfig beschrénkt sind, d.h. es gilt

llenllcran < C < 0 firn=1,2,..
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Zum Beispiel bilden die Funktionen e,, = V/2 sin nrt ein solches System. Dann
haben wir schwache Konvergenz e, — 0 in L?(0,1) und fiir die Bildfolge
ergibt sich

> q 2,2
| Ae, |7 = (/tf ! dt) <C2 (/t] 1dt) Zj—2: Cg .
7j=1

Wegen e, — 0 und der Tatsache, dass jede der Funktionen #~! ein Element
in L?(0,1) vertritt, gilt

1
lim [ " le,(t)dt =0 fiirj=1,2,..
n—oo 0
Dies hat nach dem Weierstrafischen Majorantenkriterium fiir Reihen die Ver-
tauschbarkeit der Grenziibergénge zur Folge. Daher gilt

1 2
Jim | Ae,||% = Z lim (/ e, (1) dt> =0.
n—oo 0

Im Falle injektiver Operatoren A gilt stets x = AT Az fiir alle Elemente des
betrachteten Hilbertraumes. Wire nun A’ ein beschrinkter linearer Opera-
tor, so miisste fiir eine Konstante K > 0 und alle n die Abschétzung

lenllz20,1) < 1 AT(Aen) 22001y < K| Aey 2

gelten. Wegen ||e,||22(01) = 1 und ||Ae,||;2 — 0 fiir n — oo kann eine solche
Eigenschaft nicht gelten. Daher ist R(A) # R(A) und das Problem inkorrekt
nach Nashed.

Um die Aussage von Theorem 11 vollstdndig zu erhalten, zeigen wir nun noch
dass die Inkorrektheit des Hausdorffschen Momentenproblems vom Typ I ist
also dass A nicht kompakt ist. Wir betrachten dazu eine in L?*(0,1) schwach
gegen Null konvergente Folge die in L*°(0,1) nicht gleichméflig beschrénkt
ist und deren Bildfolge { Az, } C [ nicht gegen das Nullelement in [? strebt.
So eine Folge von Funktionen ist zum Beispiel

2,(t) = /nt".

Das sieht man wie folgt: Die schwache Konvergenz z,, — 0 ist gleichbedeutend
mit .
lim [ z,(r)dr =0

n—oo 0
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fiir alle t € [0, 1]. Wir haben fiir diese Argumente aber offensichtlich

t
’/\/ﬁT”dTIZ—\/ﬁ t"+1<—\/ﬁ — 0
0

n—+1 “n+1

fiir n — oo. Weiter gilt ||Az,||;z /4 0 fiir n — oo wegen

1 2
|Az, |2 = (/ thy/nt" dt)
0

da der letzte Ausdruck nicht gegen Null konvergiert. Wire A kompakt, so
miisste z,, — in L?(0, 1) nach Lemma 10 die Beziehung Az, — 0 in [? impli-
zieren. Dies ist aber nicht der Fall, womit die Behauptungen des Theorems
11 sédmtlich gezeigt sind. O

Wir wenden uns nun dem wichtigen Fall einer linearen Operatorgleichung
(3.1) im Hilbertraum mit kompakten Operator A zu, d.h. Inkorrektheit vom
Typ II nach Nashed.

Beispiel 3.3 Wir kehren zuriick zum Beispiel aus der Gravimetrie aus Ubungs-
aufgabe 1.1. Dabei betrachten ein Flugzeug, das in Hohe 1 {iber ein Intervall
der Lange L fliegt. Ziel ist die Bestimmung einer Anomalie der Massendichte.
Fiir diese eindimensionale Aufgabe finden wir die Formel

/OL((S — )24+ 1)7322(t) dt = y(s) (0<s<1L). (3.13)

Fiir die Formulierung der Operatorgleichung wihlen wir die Rdume X =
Y = L*(0, L) mit einem Operator wie in Formel (2.14) beschrieben. Es sei
noch erwihnt, dass der Kern der Integralgleichung (3.13) nicht ausgeartet im
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Sinne von Formel (3.9) ist, d.h. es gilt dim R(A) = oo. Der ausgeartete Fall
wiirde eine Kerndarstellung

m

k(s,t) = fi(t)gi(s)

=1

erfordern, die sich hier nicht finden lédsst. Da die Kernfunktion auf ihrem ge-
samten Definitionsbereich stetig und sogar unendlich oft differenzierbar ist,
besitzt sie natiirlich auch die Eigenschaft der quadratischen Integrierbarkeit
k€ L?((0,L) x (0, L)). Dann ist der in diesem Beispiel betrachtete Operator
A€ L(L*0,L),L*(0,L)) wegen Lemma 3 kompakt. Da aber die Injektivitit
des Operators nicht sofort erkennbar ist (siehe Aufgabe 3.3), ldsst sich die
vermutete Inkorrektheit von (3.13) im Sinne von R(A) # R(A) und damit
die Verletzung der Stabilitdtsbedingung nicht ohne weiteres schlussfolgern.
Die nachfolgenden allgemeinen Betrachtungen zeigen jedoch, dass (3.13) in-
korrekt nach Nashed vom Typ II ist, ohne dass dafiir die Injektivitat von A
benstigt wird. Grundlage dafiir ist das folgende Lemma (siehe Engl S.152).

Lemma 11 Die Moore-Penrose-Inverse A eines in Hilbertraum X und Y
definierten kompakten Operator A € L(X,Y) mit dim R(A) = oo ist ein
unbeschrankter und damit unstetiger linearer Operator.

Als direkte Folge der Lemmata 9 und 11 erhalten wir den folgenden Satz, der
die Situation vom Korrektheit und Inkorrektheit im Fall kompakter Opera-
toren umfassend beschreibt.

Theorem 12 Im Falle eines kompakten Operators A ist die lineare Opera-
torgleichung (3.1) in den Hilbertrdumen X undY korrekt nach Nashed genau
dann, wenn der Bildraum R(A) des Operators A endlichdimensional ist. An-
derenfalls, d.h. fir kompaktes A und dim R(A) = oo ist (3.1) inkorrekt nach
Nashed vom Typ II.

Als unmittelbare Folge aus diesem Theorem ergibt sich, dass die Integralglei-
chung (3.13) des Gravimetrieproblems aus Beispiel 3.3 inkorrekt nach Nashed
vom Typ IT ist und damit die Stabilitdtsbedingung (2.2) verletzt ist. Das letz-
te Theorem besagt aber viel mehr, ndmlich dass alle linearen Fredholmschen
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Integralgleichungen (2.12) mit nicht ausgearteten quadratisch integrierbarem
Kern k € L*((c,d) x (a,b)) im Raumpaar X = L?(a,b) und Y = L*(c,d) un-
abhéngig von der Erfiillung der Eindeutigkeitsbedingung instabil sind. Damit
konnen beliebig kleine Fehler in den Datenfunktionen zu beliebig groflen Ab-
weichungen der erhaltenen Losungsfunktionen fiithren.

3.1.5 Singulidrwertzerlegung kompakter Operatoren

Die Grundlage fiir die Untersuchung linearer Operatorgleichungen (3.1) mit
kompakten Operatoren A bildet der im néchsten Lemma formulierte Polar-
zerlegungssatz. Wir verwenden hier die Formulierung von Baumeister (S.60-
61).

Lemma 12 Fs sei A € L(X,Y) ein kompakter Operator, der zwischen den
separablen Hilbertrdumen X wund Y wirkt. Dann existieren eine Indexmenge
J =A1,2,..,m} fir den Fall dim R(A) =m bzw. J = IN={1,2,..} fir den
Fall dim R(A) = oo, Orthonormalsysteme {u;};e; in X bzw. {vj}je; inY
und eine Folge {o;}jes positiver reeller Zahlen mit folgenden Eigenschaften:

{oj}jes ist nicht wachsend, und es gilt ]lggo o; =0 fir J=1IN; (3.14)

Auj=ov; (jeJ) und A'vy=oju; (j€J). (3.15)
Fiir alle x in X gibt es ein Element o € N(A) mit
r=x0+ Y (z,u;)xu; und Az =Y oz, u;)v;. (3.16)
jeJ jeJ

Es gqilt fiir alle y € Y
Ay = 0(y,v;)yu;. (3.17)

jeJ
Dieses Lemma besagt, dass es fiir einen kompakten Operator in jedem Fall
ein singuldres System im Sinne folgender Definition gibt.

Definition Es seien X und Y separable Hilbertraume und A € £(X,Y) ein
kompakter Operator. Dann heifit die zur Indexmenge J mit

J=1,2,..,m fir dim R(A) =m
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bzw.
J=N=1{1,2,.} fir dim R(A) = 00
gehorende Tripelfolge
{04550} jes
singuldres System fiir A, wenn o; > 0 und v; € Y wie im Lemma 12 de-
finiert sind und die Bedingungen (3.14)-(3.17) erfiillen. Insbesondere heiflen

die Zahlen o; Singuldrwerte von A. Weiterhin nennt man die in Formel (3.16)
angegebene Zerlegung Singularwertzerlegung des Operators.

Es sei vermerkt, dass
[Allcx,y) = o1 (3.18)
gilt und aus (3.15) sofort

A*Au; = olu;  sowie  AA*v; = ojv; (3.19)

folgen, d.h. die singuldren Werte sind definiert als Quadratwurzeln der posi-
tiven Eigenwerte \; sowohl des Operators A*A als auch AA*. Die Orthonor-
malsysteme {u;};es bzw.{v;};e; des singuldren Systems sind im R(A*) bzw.
R(A) vollstindige Orthonormalsysteme der Eigenelemente von A*A bzw.

AA*.

Unter Verwendung der gerade definierten singuldren Systeme suchen wir nun
Losbarkeitseigenschaften und Losungsdarstellungen zu linearen Operatorglei-
chungen (3.1) mit kompakten Operatoren. Unabhéngig von der Korrektheit
oder Inkorrektheit solcher Gleichungen, konnen ihre Losungen mit Hilfe von
Fourierreihen explizit ausgedriickt werden. Jede rechte Seite y € Y ldsst sich
namlich darstellen als Fourierreihe

v =10+ (U, v)yv; (3.20)
jed
mit einem eindeutig bestimmten Element y, € N(A*), wobei (yo,v;)y = 0
fir alle j € J gilt. Fiir die Losung x in (3.1) verfiigt man nun iiber die
Darstellung (3.16). Damit erhélt die Operatorgleichung (3.1) in Reihenform
die Gestalt
> 0@, ui)xv; = yo + Y _{y, vi)vv;. (3.21)
jeT jeT
Aus der Gleichung (3.21) folgt unmittelbar, dass yo = 0 bzw. damit gleich-
wertig y € N(A*)* eine notwendige Bedingung fiir die Lésbarkeit von (3.1)
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darstellt. Um daraus aber eine hinreichende Bedingung zu erhalten, miissen
zum einen zusétzlich die Gleichungen

oi{z,u;)x = (y,v)x fir alle j € J

zwischen den Fourierkoeffizienten von Losung und rechter Seite gelten, zum
anderen muss

r=10+Y .0y, (3.22)

jes  9j

tatséichlich ein Element des Hilbertraums X représentieren. In der Dar-
stellung (3.22), die alle potentielle Losungen von (3.1) besitzen, bedeutet
zo € N(A) ein beliebig gewihltes Nullraumelement. Dabei ist im Fall eines
ausgearteten Operators A mit J = {1,2,..,m}

x ::170+Z <y’vj>yuj
=1 i

stets ein Element aus X. Fiir alle y € Y stellt dann speziell

& <y7 Vi)Y
Lmn = ATy = Z J> U
j=1 9

die eindeutig bestimmte Minimum-Norm-Loésung dar. Interessanter ist der
nichtausgartete Fall mit dim R(A) = oo fiir welchen in der Darstellung (3.22)
die Bedingung x € X der Picardschen Bedingung

o) A2
3 <y’”§>y < (3.23)
j=1 J

g

entspricht. Die Picardsche Bedingung, welche die Zugehorigkeit der Folge von
Quotienten
(y, v))¥
2

9;

zum Raum [? fordert und die eine Konvergenzbedingung fiir die in (3.22)
auftretende Fourierreihe darstellt, ist genau dann erfiillt, wenn

y € R(A) ® R(A)*
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gilt, also die Elemente y zum Definitionsbereich der Moore-Penrose-Inversen
AT gehoren. Wegen

o0

1Az =y} = > (o5, ui)x — (v, v)v)* + lwolly
j=1

ist fiir die Elemente y € R(A) ® R(A)*

o0

Tom = .0y, (3.24)

=1 9

Minimum-Norm-Losung von (3.1). Die Moore-Penrose-Inverse besitzt fiir kom-
pakte Operatoren A also im allgemeinen die Darstellung

Aly = i Mu] y € R(A) @ R(A)™.. (3.25)

0

j=1
Theorem 13 FEs sei A € L(X,Y) in separablen Hilbertrdumen X undY ein
kompakter Operator mit dem singuldren System {o;;u;;v;},es. Die lineare
Operatorgleichung (3.1) besitzt genau dann eine Lisung, wenn y € N(A*)*
gilt und im Falle dim R(A) = oo die Picardsche Bedingung (3.23) erfiillt ist.
Alle Elemente x, die der Darstellung (3.22) geniigen, sind dann Ldsungen
von (3.1). Fiir rechte Seiten y € R(A)® R(A)* charkterisiert die Darstellung
(3.22) genau die Elemente mit der kleinsten Defektnorm ||Ax — y|ly Unter
diesen Elementen ist dann mit o = 0 die eindeutig bestimmte Minimum-
Norm-Lésung ', = Aty von (3.1) zu finden.

Der {iiber einen Operator vom Typ (3.9) beschriebene ausgeartete Fall der
linearen Operatorgleichung (3.1) kann, wie wir gesehen haben, durch ein
lineares Gleichungssystem (3.7) beschrieben werden. Wir verwenden in den
Réumen X = R" und Y = R die Euklidische Norm und das entsprechende
Skalarprodukt und bezeichnen mit r = rang (A) < min(m,n) den Rang der
Matrix A. Dann existiert fiir die Matrix A ein singuléres System {o;;u;;v,}
mit den singuldren Werten

0p>092>...20.>0
und zwei Orthonormalsysteme von Vektoren

{w;}7-y CR" und {v;}*; C R™,
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so dass die Beziehungen
AUj = 0;Vj, A*Uj = 0,Uj (] = 1, 2, ey T') (326)

gelten und eine Singuldrwertzerlegung der Matrix A existiert in Form des
Matrizenproduktes

o1 ... 0 0
o cee cee e cee T
L I I (3.27)
0 .. 0]0

mit den orthogonalen Matrizen U € R™*"™ und V' € R™ ™. Fiir othogonale
Matrizen, deren Zeilen und Spalten zueinander paarweise orthogonal sind
gilt bekanntlich UT = U1, Aus der Singulirwertzerlegung (3.27) der Matrix
A mit rang (A) = r lisst sich unmittelbar die Pseudoinverse AT € R™*™

o 010
AT=U| il v (3.28)
0 00

als spezielle Moore-Penrose-Inverse fiir diese endlichdimensionale Situation
ableiten. In Verallgemeinerung zum Vollrangfall rang (A) = n kann man
damit die Minimum-Norm-Losung eines allgemeinen linearen Gleichungssy-
stems (3.7) mit rang (A) = < min(m,n) in der Form
At - <y7 Uj >
Ty = Aly = Z ", (3.29)

=1 9j

schreiben. Aus den obigen Uberlegungen zur Singulirwertzerlegung von Ma-
trizen A folgt fiir die Spektralnorm die Darstellung
01

COIld (A) - |’A‘|Rmxn||AT||]Rnx7rt - 0_—

T
der Konditionszahl.
Wir setzen in den nun folgenden Betrachtungen dieses Abschnitts voraus,

dass dim(A) = oo gilt, d.h. dass A nicht ausgeartet ist. Eine besonders
wichtige Klasse solcher Operatoren bilden Hilbert-Schmidt-Operatoren.
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Definition: Ein Operator A € £(X,Y) heifit Hilbert-Schmidt-Operator, wenn
fir ein in X vollstédndiges Orthonormalsystem {e;} C X gilt:

S(A) = 3 IlAei . < o0 (330

j=1

Lemma 13 Hilbert-Schmidt-Operatoren A sind stets kompakt und erfiillen
fir alle in X wollstindigen Orthonormalsysteme {e;} die Beziehung

S(A) =3 [Ae |3 =3 0? < o
j=1 j=1

Als Konsequenz aus diesem Lemma erhalten wir, dass fiir einen Hilbert-
Schmidt-Operator die Summe S(A) unabhéngig ist von der Wahl des Ortho-
normalsystems {e;}. Man kann dariiber hinaus zeigen, dass ein kompakter
Operator genau dann ein Hilbert-Schmidt-Operator ist, wenn die Folge {c;}
seiner Singuldrwerte quadratisch summierbar ist, also ein Element im Raum

I? bildet.

Die linearen Fredholmschen Integraloperatoren A vom Typ (2.14) in den
Riumen X = L*(a,b) und Y = L*(c,d) mit quadratisch integrierbarem
Kern k € L*((c,d) x (a,b)) sind Hilbert-Schmidt-Operatoren, wobei die Be-
ziehungen

S(A) = /Cd /ab(k(s,t))2 dtds = 20? < 0

und im Falle eines von der Nullfunktion verschiedenen Kerns
k(s,t) =D oju;(t)v;(s) (3.31)
j=1

gelten, wenn {o; u;;v;}32, ein singuléres System von A bezeichnet. Die Kon-
vergenz dieser Reihe ist im Sinne des Raumes L?((c, d) x (a, b)) zu verstehen.

Wir wollen uns nun die Gestalt singuldrer Systeme am Beispiel verdeutlichen.
Dazu betrachten wir den kompakten Operator aus Beispiel 2.1

(Az)(s) = /0 ety dt (0<s<1) (3.32)
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im Raum X =Y = L%(0,1). Wendet man die im Abschnitt 3.1.2 eingefiihrte
Gleichung zur Definition des adjungierten Operators A* an, so lasst sich die
Darstellung

(A= [ys)ds  0<t<)

(A* Ax)( / / t) dtds.

finden. Die Eigenwertgleichung A* Au = Au fithrt auf das Randwertproblem

und schlie3lich

—ult) = M(t) (0 <t<1), u(1) =/(0) =0, fullzzm =1,

dessen Losungen

4 1
die singulédren Werte
B 2
EECT R

liefern. Man sieht wegen {o;} € [? sofort, dass A ein Hilbert-Schmidt-Operator
ist. Mit

J=12..) (3.33)

v;(t) = %(Auj)(t) = V2sin (j — %) it

erhélt man das singulére System

{(2 ﬁms(]—é)ﬂt \/—Sln<j—;>77t (Oﬁtﬁl)}

25 — )’

o]
J=1

fir den Operator (3.32). Die dabei auftretenden Orthonormalsysteme {u;}
und {v;} sind vollsténdig in L?*(0,1). Man erkennt, dass die Eigenfunktionen
u; und v; umso stérker oszillieren, je grofler j und damit je kleiner der Wert
o; ausfallt. Die Situation, dass Singulédrwerte nahe Null zu hochfrequenten
Eigenfunktionen gehoren, ist typisch fiir das Verhalten grofler Klassen kom-
pakter Operatoren im Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen.

Wir betrachten ein weiteres Beispiel eines Hilbert-Schmidt-Operators, des-
sen Singuldrwerte o; fiir j — 0o exponentiell, also extrem schnell gegen Null
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streben. Im Fall des Operators (3.32) hatte die Singuldrwertfolge ein Ver-
halten wie 1/j. Die Bedeutung dieser Abklingraten wird uns im néchsten
Abschnitt im Zusammenhang mit dem Grad der Inkorrektheit einer linearen
Operatorgleichung (3.1) beschéftigen.

Beispiel 3.4 Zu den klassischen inversen Problemen gehort die Aufgabe der
Rekonstruktion des Anfangstemperaturprofils z(p) (0 < p < 1) eines homo-
genen Stabes der Lénge 1, dessen von der Ortskoordinate p und der Zeitko-
ordinate ¢ abhéngigen Temperaturen u(p,t) dem Anfangs-Randwertproblem
zur eindimensionalen Wéarmeleitgleichung

Ou(p,t) _ Pu(p,t)
o 0p?

mit den homogenen Randbedingungen

0<p<1,0<t<1)

u(0,t) = u(l,t) =0 0<t<1)
und der Anfangsbedingung

u(p,0) =a(p)  (0<p<1)

geniigen, aus Messungen

y(p) = (Az)(p) ==ulp,1)  (0<p<1) (3.34)

des Temperaturprofils des Stabes zur Erndzeit ¢ = 1. Der in (3.34) definierte
Operator A ist in X =Y = L?(0,1) linear und kompakt. Funktionen u, die
der Differentialgleichung und den Randbedingungen geniigen, lassen sich als
Reihe

u(p,t) = Z ¢j exp(—j*m*t) sin jmp
j=1
mit beliebigen reellen Koeffizienten c¢; darstellen. Daraus resultiert das sin-
gulédre System

{exp(—727®); V2sinjmp (0 < p < 1); V2sinjmp (0 < p < 1)}2,

des Operators A aus (3.34). Dieser Operator A € L£(L*(0,1),L*(0,1)) ist
selbstadjungiert und injektiv. Er ldsst sich als Hilbert-Schmidt-Operator in
Form eines Integraloperators

(Az)(p) = /01 k(p,mz(n)dn (0<p<1)
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mit der Formel (3.31) entsprechenden Reihendarstellung
k(p,n) =Y 2exp(—j*r’)sinjrpsinjmn  (0<p<1,0<n<1)
j=1

der Kernfunktion schreiben. Die Kernfunktion k(.,.) verkorpert dabei die
Greensche Funktion des entsprechenden Anfangswertproblems zur Wérme-
leitgleichung.

3.1.6 Der Grad der Inkorrektheit linearer Operator-
gleichungen

Bisher haben wir uns ausfiihrlich mit der Inkorrektheit linearer Operator-
gleichungen (3.1) beschéftigt. Dabei haben wir niemals die Frage gestellt,
wie stark inkorrekt solche Identifikationsprobleme sind. Die gut strukturierte
Klasse injektiver, kompakter Operatoren in Hilbertraumen X und Y erlaubt
Antworten auf diese weitergehende Fragen.

Diese Fragestellung ist stark durch numerische Untersuchungen motiviert. Es
zeigt sich, dass solche Aufgaben ganz unterschiedliche numerische Schwierig-
keiten generieren. Der Computer kann natiirlich nur mit diskretiserten Pro-
blemen arbeiten. Wir gehen daher von einem endlichdimensionalen Raum X
aus und von einem vollstdndigen Orthonormalsystem

X, :=span (wy, ws, ..., wy,).

Unter der ndherungsweisen numerischen Losung wollen wir die Konstruktion
eines Elements x,, € X,, verstehen, welches Losung des auf den Teilraum X,
eingeschrinkten Kleinste-Quadrate-Problems

|Az — ylly =min!, z € X, (3.35)
ist. Aus den Uberlegungen von Abschnitt 3.1.4 folgt, dass
x=Aly

fiir alle y € Y die in X,, wegen der Injektivitdt von A eindeutig bestimmte
Losung bildet. Dabei stellt AT € L£(Y, X,,) die Moore-Penrose-Inverse des
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Operators A, € L(X,,Y) dar, der mittels der Vorschrift A,z = Az fir
x € X, als Einschrédnkung von A auf X,, definiert wird.

Es sei nun zy € X die fiir eine feste rechte Seite y, eindeutig bestimmte
Losung von (3.1). Wir betrachten den Fehler einer Niherungslosung |22 —
zo||x einer Ndherungslosung

xfb = AL?J&

zu einer gestorten rechten Seite ys mit ||y — ys|ly < 6. Aus der Dreiecksun-
gleichung erhalten wir dafiir

129, —ollx < |2 —2nllx + 20— ol x < AL 2evx lys —ylly + 1ALy — 20|l x
und damit
125, — zollx < ALl cevx.)0 + I|AT Azo — 2ol|x. (3.36)

Die Schranke fiir den Fehler der Niherungslosung 22 im Sinne der rech-
ten Seite zerfillt in zwei Terme. Der erste Term || Al || z(v.x,)0 charakterisiert
die Stabiltdt der Naherungslosung in Bezug auf Storungen in den Daten. Der
zweite Term || Al Azo—x0||x beschreibt die Approximationseigenschaften von
xo durch geeignete Elemente aus X,,. Bei geschickter Wahl des Orthonormal-
systems strebt dieser Wert gegen Null fiir n — oo. Wahlt man {w;} = {u;}
mit {u;} aus dem singuléren System von A, so gilt fiir y = Ax,

7“ &
A;r@y = Z <y e Z anu] X Uj
=1 9j =1
und damit
j=n+1

Um den Approximationsfehler klein zu halten, empfiehlt es sich also bei
der numerischen Losung von (3.1) die Dimension n so grof wie moglich zu
wéhlen. Die Inkorrektheit nach Nashed ist aber, wie Theorem 10 gezeigt
hat, immer mit Instabiltdt verbunden. Diese kommt in der Abschitzung
(3.36) durch [|Al|lzxv,x,) zum Ausdruck. Dieser Faktor wir mit dem Da-
tenfehler multipliziert. Im néchsten Lemma sehen wir, dass dieser Ausdruck
mit n — oo auch gegen unendlich strebt. Je grofler n gewéahlt wird, desto
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starker wirken sich die Datenfehler in der N&herungslosung aus. Diese wi-
derspriichlichen Tendenzen kann man praktisch durch Wahl eines “mittleren
Diskretisierungsniveaus“ n handhaben, welches einen Kompromiss zwischen
Approximation und Stabilitdt darstellt.

Lemma 14 Bei beliebiger Wahl des die Teilrdume X,, generierenden Ortho-
normalsystems {w;} gilt fir

|Az]y )"
At = min = 538
AL £v,x0) <:E€Xn\{0} ||:E||X> .

die Grenzwertbeziehung

Tim (| ALz x,) = oo

Die Aussage dieses Lemmas folgt aus der Tatsache, dass fiir die unbeschrank-
te Inverse A~ eines injektiven kompakten Operators A eine unendliche Folge
{#;} C X existiert mit z; # 0 und

| A%y

||Zj||X

— 0 fir j — oo. (3.39)

Wiére nun die Grenzwertbeziehung

Tim [ ALz x,) = oo
verletzt, so gébe es unter Beriicksichtigung der Darstellung (3.38) eine Folge
von Dimensionen n; und eine Konstante € > 0, so dass fiir alle z € X,,, die
Ungleichung

[Az]ly > ellzllx

ng

gilt. Die n;-dimensionalen Approximationen z;" = > (z;,w;)xw; erfiillen

dann fiir alle 7 und j die Bedingung

1Az ly > ellzj"[|x
und mit lim ||z} — 2;{|x = 0 die Ungleichung
1— 00

[Azjlly > ellzlx-
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Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Grenzwertbeziehung (3.39).

Sucht man nach Teilriumen X,,, die den “Instabilitdtsfaktor” || Al | zev,x,)
in der rechten Seite moglichst klein halten, so leistet dafiir das im néchsten
Lemma formulierte Maximum-Minimum-Prinzip von Poincaré und Fischer
gute Dienste.

Lemma 15 FEs sei A € L(X,Y) ein kompakter linearer Operator in sepa-
rablen Hilbertraumen X und Y mit einem singuldren System {o;u;;v;},e.
Dann gilt fir allen € J

_ [Az|y . [ Az |y
0, = max =
XnCX zeXn\{0} ||| x 2€SPan(ur uz,...un)\{0} ||| x

= [[Aun|ly (340)

Dabei ist das Mazimum in Formel (3.40) iber alle n-dimensionalen Teilrdume
X,, des Hilbertraums X zu nehmen.

Daraus ergibt sich wegen Formel (3.38) sofort:

Folgerung 7 Die Norm ||Al| zv.x,) wird beziglich aller n-dimensionalen
Teilriume X,, von X minimal fir X = span(uy, .., u,), d.h., es gilt

1 1 ..
HALHL(Y,Xn) > . und HALHL(Y,Xn) = fir X,, = span(uy, .., u,). (3.41)

n n

Waéhlt man die Teilrdume X,, optimal als erste n Elemente des singuléren Sy-
stems, so verhilt sich die Ndheringslosung im Sinne der Abschéitzung (3.36)
am stabilsten gegeniiber Datenstorungen. Die Kehrwerte der singuldren Wer-
te spielen dann die Rolle der “Instabiltétsfaktoren”. Je schneller die Folge
{o,} der Singuldrwerte gegen Null strebt, umso schneller wéchst der Mul-
tiplikator ||Af|lz(v,x,) selbst im besten Falle gegen unendlich. So macht es
Sinn, den Grad der Inkorrektheit einer Operatorgleichung (3.1) iiber die Ab-
klingrate der Singuldrwertfolge des Operators A gegen Null zu definieren.

Definition: Wir bezeichnen eine lineare Operatorgleichung (3.1) mit kom-
pakten Operator A € L(X,Y) in separablen Hilbertriumen X und Y als
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hochstens inkorrekt vom Grade v > 0, wenn fiir die Singuldrwertfolge {on}
des Operators A eine Konstante C' > 0 existiert mit

1
— < Cn” (n=1,2,...) (3.42)
Un
Analog bezeichnen wir eine solche Gleichung als mindestens inkorrekt vom
Grad v > 0, wenn eine Konstante C existiert mit

Lo m=12.) (3.43)

On

Haben wir beide Ungleichungen, d.h., es gilt 0, ~ n™", so nennen wir die

positive Zahl v Grad der Inkorrektheit. Die Proportionalitédt entspricht also
der Existenz zweier Konstanten ) < C < C' < oo mit

o < Ui <Tn’ (=12 (3.44)
Gilt fiir jedes positive v eine Ungleichung (3.43), so sagen wir, dass der Grad
der Inkorrektheit unendlich ist. Wenn eine Operatorgleichung hochstens in-
korrekt vom Grade 1 ist, so nennt man sie auch schwach inkorrekt. Man
spricht von méBig inkorrekten Gleichungen, wenn es eine endliche Zahl v gibt,
so dass (3.42) gilt, anderenfalls heiBen solche Gleichungen stark inkorrekt. Je
hoher der Grad der Inkorrektheit einer inversen Aufgabe (3.1) ausfillt, desto
kleiner muss man die Diskretiserungsdimension n in (3.35) wéhlen, um bei
festem Datenfehlerniveau 6 > 0 noch einen akzeptablen Fehler (3.36) der
Niherungslosung 28 abzusichern. Daraus kann man folgende Interpretation
ableiten: Will man ein fest vorgegebenes Fehlerniveau der Ndherungslosung
nicht iiberschreiten, so kann man bei stark inkorrekten Aufgaben nur eine
sehr kleine Anzahl n von Parameterwerten aus den gegebenen fehlerhaften
Daten rekonstruieren. Bei schwach inkorrekten Aufgaben fallt diese Anzahl
deutlich hoher aus. Im Kapitel 4 werden wir mit Hilfe von Regulariserungsver-
fahren danach streben, auch bei stiarker inkorrekten Aufgaben eine grofiere
Anzahl von Parametern nidherungsweise zu ermitteln. Bei der Regularisie-
rung und auch bei der Auswahl numerischer Verfahren spielt der Grad der
Inkorrektheit eine wesentliche Rolle.

Im vorigen Abschnitt haben wir im Raum X =Y = L?(0,1) bereits fiir den
Operator aus (3.32) (Identifikation der ersten Ableitung) die Singuldrwert-
folge (3.33) bestimmt. Fiir diese gilt offensichtlich

Op ~ nt



84 KAPITEL 3. IDENTIFIKATIONSPROBLEME IM HILBERTRAUM

Wir haben es beim Differentiationsproblem also mit einem Grad v = 1 der
Inkorrektheit zu tun. Wir sind damit genau an der Grenze zwischen schwach
und méfig inkorrekten Problemen. Im Beispiel 3.4 haben wir fiir das Warme-
leitproblem mit Zeitumkehr die Singuldrwertfolge

o, = exp(—n’7?)
ermittelt. Dieses in Operatorgleichung (3.34) formulierte inverse Problem ist
daher stark inkorrekt und sein Grad der Inkorrektheit ist unendlich, da die
Folge der Singulérwerte schneller féllt als jede Potenz n™" fiir endliches po-
sitives v.

Beispiel 3.5 In diesem Beispiel betrachten wir im Raum X =Y = L%*(0,1)
die fiir reelle Zahlen r > 0 definierte Familie
s (s—t)r1
Ay = [0
() = [
von speziellen linearen Integraloperatoren A, der gebrochenen Integration.
Dabei bezeichnet I'(r) die Gammafunktion zum Argument r. Die Familie
(3.45) gehort zu den linearen Volterraschen Integralgleichungen erster Art

z(t)dt =y(s) (0<s<1) (3.45)

/OS ks, 0)z(t) dt = y(s) (0<s<1) (3.46)

einer Teilklasse der linearen Fredholmschen Integralgleichungen erster Art

/01 k(s,Da(t) dt = y(s) (0<s<1), (3.47)

wobei die im Quadrat (0,1) x (0,1) definierte Kernfunktion k£ bei den Vol-
terraschen Integralgleichungen im Dreieck {(s,t) : 0 < s <t < 1} identisch
verschwindet. Unter den linearen Volterraschen Integralgleichungen erster
Art gehort die Familie (3.45) wiederum zu den linearen Faltungsgleichungen

/OS k(s — Oz(t) dt = y(s) (0<s<1) (3.48)

deren Kernfunktionen k nur von der Differenz der Argumente s und ¢ abhén-
gen. Die Bezeichnung “gebrochene Integration® im zusammenhang mit dem
Operator A, ldsst sich damit begriinden, dass (3.45) fiir natiirliche Zahlen
r = [ in der Form

/OS %m(ﬂ dt=y(s) (0<s<1) (3.49)



3.1. LINEARE OPERATORGLEICHUNGEN IM HILBERTRAUM 85

dem Problem der Identfikation der I-ten Ableitung z(t) = y(¢) einer Funk-
tion y(t) aus Werten der Funktion entspricht. Dabei gibt es stetige Losun-
gen x von (3.49) natiirlich nur fiir l-mal stetig differenzierbare Funktionen
y € C'0, 1] mit

y(0) = y'(0) = ¢"(0) = ... = y*"(0) = 0.

Die Gleichung (3.45) lasst sich als Verallgemeinerung dieses Problems (3.49)
der [-maligen Differentiation auffassen. Man kann daher von der Identifikati-
on von Ableitungen einer gebrochenen Ordnung r sprechen.

Fiir den Zahlenbereich 0 < r < 1 wird (3.45) als Abelsche Integralgleichung
bezeichnet, fiir die es zahlreiche Anwendungen bei inversenen Problemen z.B.
der Mechanik, Stereologie und Geophysik gibt. Eine Zusammenstellung die-
ser Anwendungen zur Theorie Abelscher Integralgleichungen findet man im
Buch von Gorenflo und Vessella. Bei solcher Wahl des Parameters r sind im
Gegensatz zum Fall r > 1 die Kernfunktionen des Integraloperators A, nicht
mehr stetig, sondern schwach singulér, d.h. sie weisen fiir s = ¢ auf der Dia-
gonale des Quadrats (s,t) € [0, 1] x [0, 1] eine Polstelle auf, die aber in dem
Sinn schwach ausgepragt ist, dass die entsprechenden Kernfunktionen & in
der Variante (3.48) die Darstellung

) = ——  (0<r<1)

- l-r

besitzt, die fiir 0 < r < 1 integrierbar ist und somit zum Raum L'(0,1)
gehort. Aus der Youngschen Ungleichung ergibt sich fiir z € L?(0,1) und
k € L'(0,1) aber Az € L?(0,1) mit A aus (3.48) und es gilt eine Abschiitzung

Az] 20,1 < IkllLr 0,0 [17]| 2(0,1)-

Daher haben wir in (3.45) fiir alle » > 0 einen beschrénkten linearen Operator
A, € L(L*(0,1), L*(0,1)) vorliegen, der auch kompakt ist. Aber nur fiir r >
1/2 ist der Kern des Integraloperators quadratisch integrierbar und damit
A, ein Hilbert-Schmidt-Operator. Allgemein lésst sich fiir die Singuldrwerte
von A, in L*(0,1) zeigen, dass

r

op~n_ " firaller >0

gilt. Das Problem (3.49) der [-maligen Differentiation ist also vom Inkorrekt-
heitsgrad [ und damit méfBig inkorrekt, wobei mit wachsendem Differentiati-
onsniveau [ die Schwierigkeiten der Aufgabe steigen. Dagegen ist die Abelsche
Integralgleichung mit einem Grad 0 < r < 1 nur schwach inkorrekt.
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Beispiel 3.6 Lineare Faltungsgleichungen
/ k(s —Oa(s) dt = y(s) (0<s<T) (3.50)
0

als Spezialfall Volterrascher Integralgleichungen erster Art treten bei der In-
terpretation indirekter Messungen auf, wenn die Werte x(t) (0 < ¢ < T') einer
von der Zeit abhéngigen Grofie aus den gemessenen Werten y(s) (0 < s < T)
der Faltung

/05 k(s — t)a(s) dt

der Funktion x mit einer Kernfunktion £ bestimmt werden sollen. Die Kern-
funktion als Apparatefunktion definiert den inneren Mechanismus der Mes-
sung, wobei nur Werte x(t) (0 <t < s) aus der Vergangenheit den Messwert
y(s) zum aktuellen Zeitpunkt s beeinflussen. Diese Situation ist typisch fur
Evolutionsgleichungen.

Anwendungen fiir dieses Modell gibt es sehr viele. So kann zum Beispiel
bei der Fluoreszenzspektrokopie die Funktion x die innere Struktur komple-
xer Strukturen beschreiben und y die meBbare Fluoreszenzreaktion. In der
Nuklearmedizin steht die Funktion x fiir die Funktionstiichtigkeit innerer
Organe. Gemessen wird die Substratmenge y gewisser schwach radioaktiver
Substanzen. Die Verarbeitung dieser Stoffe gibt Aufschluss dariiber, ob eine
Stoffwechselstorung vorliegt. Die Kernfunktion beschreibt hier die Verarbei-
tungsraten fiir die jeweilige Substanz im Korper. Eine dritte Anwendung fin-
det sich in der Geophysik bei der Modellierung von Untergrundgasspeichern.
Man misst den zeitlich veranderlichen Gasdruck y und moéchte Aussagen iiber
das “Speichergedédchtnis“ x gewinnen.

Wir betrachten daher nun den linearen Faltungsoperator
(Az)(s) = / k(s —Dz(t)dt  (0<s<1) (3.51)
0

im Raum X =Y = L*(0,1). Dazu nehmen wir an, dass die Kernfunktion k
den Bedingungen

ke L*0,1) und sup{s:k(r) =0 fiir fast alle 7 € [0,5]} =0 (3.52)

geniigt. Der quadratisch integrierbare Kern k£ impliziert die Zugehorigkeit
von A zur Klasse der Hilbert-Schmidt-Operatoren. Weiter ist gefordert, dass
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die Kernfunktion in der Ndhe der Null nicht identisch verschwindet. Die-
se zweite Bedingung in (3.52) sichert die Injektivitdt von A und damit die
Eindeutigkeit von Losungen der Faltungsgleichung. Diese Aussage liefert der
Satz von Titchmarsh, der hier als Lemma formuliert ist:

Lemma 16 FEs seien f € L*(0,1) und g € L*(0,1) zwei Funktionen und
v € (0,1] eine positive reelle Zahl, so dass

/OS f(s—=1t)g(t) dt =0 fir fast alle s € [0,7]

gilt. Dann existieren Zahlen o, 3 € [0,1] mit a+ 8 >~ und f(t) =0 fir fast
alle t € [0, a] sowie g(t) =0 fir fast alle t € [0, F].

Gilt nun fiir den Faltungsoperator (3.51) Az = 0 in L?(0,1) und fiir kein
0 < & <1 die Beziehung k(1) = 0 fiir fast alle 7 € [0, ], so muss wegen des
Lemmas z(t) = 0 sein fiir fast alle ¢ € [0, 1]. Somit gilt x = 0 in L?(0,1) und
der Operator A € L(L*(0,1), L*(0, 1)) erweist sich als injektiv. Vorstellungen
iiber den Grad der Inkorrektheit liefert das folgende Theorem:

Theorem 14 Im Raum X =Y = L*(0,1) ist jede Operatorgleichung (3.1)
mit einem linearen Faltungsoperator (3.51), dessen Kern k der Bedingung
(3.52) geniigt, mindestens inkorrekt vom Grad v = 1/2. Ist fir eine positive
ganze Zahl l der Kern dariber hinaus (I — 1)-mal stetig differenzierbar und
besitzt eine quadratisch integrierbare [-te Ableitung, d.h. es gilt

ke 70,1 wund kY e L*0,1), (3.53)

so ist die Gleichung sogar mindestens inkorrekt vom Grade v = 1+1/2, wenn
zusdtzlich fiir die Ableitungen des Kerns die Bedingung

k(0) = k'(0) = ... = k=1 (0) = 0 (3.54)
erfillt ist.
Sind k € C'710,1] und (3.54) fiir beliebig grofie Zahlen [ erfiillt, so hat

die Faltungsgleichung den Inkorrektheitsgrad unendlich. Je glatter der Kern
wird, desto grofler fallt der Grad der Inkorrektheit aus. Dies deckt sich mit
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der gerade gewonnenen Erkenntnissen aus Beispiel 3.5, wo im Falle der Abel-
schen Integralgleichungen mit einer Polstelle im Kern die kleinsten Inkor-
rektheitsgrade festgestellt wurden. Die mit wachsendem [ zunehmend glatter
werdenden Kerne waren von wachsenden Inkorrektheitsgraden begleitet. Al-
lerdings wachsen die Inkorrektheitsgrade nur dann an, wenn im Sinne von
(3.54) immer hohere Ableitungen an der Stelle ¢ = 0 verschwinden. Dies ist
auch eine Glattheitsforderung, aber jetzt an den Kern

k(s—t) (0<t<s<1

k(s’t):{ 0 (0<s<t<l

— N

des zugehorigen Fredholmschen Integraloperators (2.14) mit a = ¢ = 0 und
b = d = 1 beim Ubergang iiber die Diagonale s = ¢t des Quadrats (s,t) €
[0,1] x [0, 1].

Theorem 15 Wir betrachten im Raum X =Y = L*(0,1) die lineare Fred-
holmsche Integralgleichung erster Art

1
(Az)(s) = / k(s,t)z(t) dt = y(s) (0<s<1) (3.55)

0
mit k € L*((0,1) x (0,1)). Dann gilt fir die Singulirwerte des Operators A

o, <Cm)n™Y* (n=1,2,..) mit lim C(n)=0.

Falls dartiber hinaus die Funktionen

ok 0%k 02k

" 0s’ 0s27 7 Osl—2

stetig in s sind fur fast alle t und

I e
S = ) gt dr+ ()

mit g € L*((0,1) x (0,1)) und h € L*(0,1) gilt, so haben wir sogar

o, < Cn)n Y2 (n=1,2,.) mit lim C(n)=0. (3.56)

n—oo
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Offenbar ist Theorem 14 eine direkte Konsequenz von Theorem 15. Als Li-
teratur in Bezug auf Theorem 15 sei das Buch von Engl empfohlen. Ist bei
Faltungsgleichungen die sehr einschneidende Forderung (3.54) nicht erfiillt,
so liegt der Inkorrektheitsgrad niedriger. Deshalb kann man allgemein davon
ausgehen, dass bei vergleichbaren Differentiationseigenschaften des Kernes
Volterrasche Integralgleichungen weniger inkorrekt als Fredholmsche Inte-
gralgleichungen sind, falls nicht zusétzlich alle Werte der Kernfunktion k(s, t)
und ihre sdmtlichen Ableitungen bis zur héchsten Ordnung fir s = ¢ ver-
schwinden. Die Bezichung (3.54) charakterisiert gerade so einen Ausnahme-
fall fiir die Faltungsgleichung.

Unmittelbar aus Theorem 15 erhalten wir fiir Fredholmsche Integralgleichun-
gen (3.47) eine Folgerung iiber den Inkorrektheitsgrad in Abhéngigkeit von
der Kernglattheit.

Folgerung 8 Fine lineare Fredholmsche Integralgleichung (3.47) mit k €
L?((0,1) x (0,1)) 4st mindestens inkorrekt vom Grad 1/2. Unter den in
Theorem 15 formulierten Glattheitsbedingungen an die Kernfunktion k ist
die Gleichung (5.47) sogar mindestens inkorrekt vom Grad v =1+ 1/2.

Es sei noch erwiahnt, dass man aus der Kernglattheit keine Informationen
dariiber erhélt, welchen Inkorrektheitsgrad eine solche Integralgleichung héchstens
aufweist.

Falls die Singuldrwerte {0, } eines kompakten linearen Operators A € £(X,Y)
bzw. deren Abklingraten und damit der Grad der Inkorrektheit nicht unmit-
telbar verifizierbar sind, so kann man versuchen, den Operator A mit Hilfe
eines anderen Operators B € L(X,Z) (X,Y, Z separable Hilbertraume) in
der Form

c||Bz||z < ||Azx|ly <¢||Bzlz fur alle z € X (3.57)

und Konstanten 0 < ¢ < ¢ < oo abzuschétzen, wenn die Singuldrwertfolge
{G,} des Operators B oder wenigstens deren Abklingraten bekannt sind.
Wegen Lemma 15 folgen dann aus (3.57) und (3.40) die Ungleichungen

co, < o, <C0p (n=1,2,..). (3.58)

Ein Inkorrektheitsgrad v von B iibertrigt sich auf den Operator A und um-
gekehrt (siehe Aufgabe 3.4). Wir demonstrieren diese Vorgehensweise am
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Beispiel des Operators aus (3.32) im Sobolevraum X =Y = H'(0,1). Fiir
das Differentitionsproblem

/Os$(t) dt=y(s) (0<s<1) (3.59)

wissen wir aus Abschnitt 3.1.5, dass bei Betrachtung von Lésungen z und
rechten Seiten y im Raum L?(0, 1) der Inkorrektheitsgrad v = 1 auftritt. Um
den entsprechenden Inkorrektheitsgrad im Sobolevraum H'(0, 1) zu bestim-
men, betrachten wir A € L(H'(0,1), H'(0,1)) als den zu (3.59) gehérigen
Operator und nutzen die Definition der Sobolevnorm

1Az 730,y = W oty dt) s+ [ @02 dt = T, + el Ea0ny

Wegen (3.18) und (3.33) ergibt sich daraus

el < Axlmon < |1+ glellzon  fir alle z € H'(0,1)
(3.60)
eine Ungleichung vom Typ (3.57). Dabei haben wir Z = L?(0,1), ¢ = 1,
¢ = \/1+ % und einen Operator B € L(H'(0,1),L*(0,1)) mit Bz =
fiir alle 2 € H'(0,1), der die Einbettung des Raumes H'(0,1) in den Raum

L?(0,1) beschreibt. Nun lisst sich fiir diesen kompakten Einbettungsoperator
B das singulédre System mit den Komponenten

1 .
G; = (j=1,2,..),

\/1 + (j — 1)%n?

iy = 1,10 =  |[——2——cos(j — I)mt und &, = 1, 1; = v/2cos(j — 1)7t

Vi
explizit aufschreiben. Damit haben wir eine Abklingrate &, ~ n~! der Sin-
guldrwerte von B. Demzufolge gibt es Konstanten 0 < ¢; < ¢y < 00 mit

C:
<o, <2

a
n <
fiir die Singuldrwertfolge {c,} von A € L(H'(0,1), H'(0,1)). Das Differen-
tiationsproblem (3.59) ist also auch im Raum H'(0,1) inkorrekt vom Grad
v=1.
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3.2 Nichtlineare Operatorgleichungen und ihr
lokales Korrektheitsverhalten in Hilber-

traumen

Im Kapitel 2 haben wir uns mit lokaler Korrektheit und Inkorrektheit von
Identifikationsproblemen

F(z)=y reDCX,yeY (3.61)

in Banachrdumen beschéaftigt. Wir wollen diese Diskussion nun weiter ver-
folgen unter der Annahme dass X und Y Hilbertrdume sind. Dazu werden
jetzt einige Begriffe zur genauen Charakterisierung nichtlinearer Operatoren
F bereitgestellt.

3.2.1 Einige weitere Begriffe zu nichtlinearen Opera-
toren

Die Kompaktheit eines nichtlinearen Operators F' kann vollig zu der im linea-
ren Fall definiert werden: Ein Operator, der beschriankte Mengen in relativ
kompakte abbildet, heiit kompakt. Eine weitere wichtige Eigenschaft von
Operatoren ist die schwache Abgeschlossenheit.

Definition: Ein nichtlinearer Operator ' : X D D — Y, der zwischen Hilber-
trdumen X und Y wirkt, heiit schwach abgeschlossen, wenn fiir {z,} C D
die schwache Konvergenz der Folgen x,, — zp in X F(z,) — 3 in Y die
Beziehungen xy € D und F(z() = yo nach sich ziehen.

Lemma 17 Falls der schwach abgeschlossene Operator F': X D D — Y auf
S C D kompakt ist, so transformiert F' schwach konvergente Folgen x,, — x
in X mit {x,} C S in stark konvergente Folgen F(z,) — F(xy) in Y.

Um nichtlineare Operatoren in Tayloreihen entwickeln zu konnen, wie wir
es bei Funktionen reeller Verdnderlicher gewdhnt sind, bendtigen wir den
Begriff der Ableitung des Operators F' im Punkt xy € D. Wir betrachten
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zwei verschiedene Varianten einer solchen Ableitung, die Fréchet-Ableitung
und die Gateaux-Ableitung.

Definition: Ein beschriankter linearer Operator A € L£(X,Y") heifit Fréchet-
Ableitung des Operators F': X D D — Y im Punkt zy € int(D), wenn es
eine offene Kugel B,(zy) C D und ein positives reelles Funktional € : D
B,.(zp) — IR mit wli_}r}rrlo e(x) = 0 gibt, so dass fiir alle x € B,.(zg) gilt:

[1F(x) = Fxo) = Al — o) [ly < ()]l — ol x- (3.62)

Der Operator F' heifit auf der offenen Menge S C D Fréchet-differenzierbar,
wenn er in allen Punkten xy € S eine Fréchet-Ableitung F'(x() := A besitzt.

Gilt fiir A € £(X,Y) anstelle von Ungleichung (3.62) fiir hinreichend kleines
t und beliebige Elemente h € X mit ||h||x = 1 sowie eine positive reelle
Funktion e mit ltilI(I)l £(t) = 0 die Beziehung

[ (x0 + th) — F(xo) — t(AR)|ly < e(B)]t], (3.63)

so heiit F'(zy) = A Gateaux-Ableitung von F im Punkt z,. Anschaulich
bedeuten beide Ableitungsbegriffe folgendes: Existieren in einem Punkt al-
le Richtungsableitungen und lassen sich diese beschreiben als linearer Ope-
rator angewendet auf die Richtung, dann spricht man von einer Gateaux-
Ableitung. Fiir eine Fréchet-Ableitung muss, vereinfacht gesagt, zuséatzlich
das Restglied gleichméBig gegen Null gehen. Jede Fréchet-Ableitung ist au-
tomatisch auch Gateaux-Ableitung. Jeder auf einer offenen Menge Frechet-
differenzierbare Operator ist auf dieser Menge auch stetig. Existiert F”(x) fur
alle x € B,(zo) und ist als Abbildung x € B,(z9) C X — F'(z) € L(X,Y)
stetig, so gilt die Darstellung

F(z) — F(x) = /01 F'(xo +t(z — x0))(x — xo) dt (x € By(xg)) (3.64)
Ist auBlerdem
1F" () = F'(wo)llexy) < Lllz —wollx (2 € By(wo)), (3.65)

so erhalten wir aus (3.64) die Abschétzung

|1F(x) = F(xo) = F' (o) (x — zo)[ly < ;III —wllx (2 € By(0)). (3.66)
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Fiir uns ist wichtig, dass sich die Kompaktheit des nichtlinearen Operators
auf die Fréchetableitung iibertriagt. Fiir mehr Einzelheiten sei auf das Buch
von Colton und Kress verwiesen.

Lemma 18 Essei F: X D D — Y ein auf der offenen Menge S C D kom-
pakter Operator, der im Punkt xy € S Fréchet-differenzierbar ist. Dann stellt
die Fréchet-Ableitung F'(x¢) € L(X,Y) ebenfalls einen kompakten Operator
dar.

3.2.2 Hinreichende Bedingungen fiir lokale Inkorrekt-
heit und lokale Korrektheit

Aus der bisherigen Theorie wissen wir bereits, dass kompakte lineare Ope-
ratoren A mit unendlich dimensionalen Bildraum R(A) stets auf inkorrekte
Probleme fiihren, bei denen insbesondere die Hadamardsche Stabilitatsbe-
dingung nicht erfiillt ist. AuBlerdem konnten wir uns davon iiberzeugen, dass
lokale Inkorrektheit einer nichtlinearen inversen Aufgabe einer lokalen Vari-
ante der Stabilitdtsbedingung entspricht. Es liegt daher nahe, dass kompakte
nichtlineare Operatoren F' mit lokal inkorrekten Problemen verbunden sind.
Das wollen wir im néchsten Theorem nachweisen. Vorher aber formulieren
wir noch einige Voraussetzungen, die uns in diesem Abschnitt stets begleiten
sollen: Wir nehmen an, dass der Definitionsbereich D von F' wenigstens eine
abgeschlossene Kugel

Bi(zg) :=={z € X : ||z — x| x <7} C D(F) (3.67)

mit positivem Radius r enthélt und der Operator F' im Inneren B, (xq) der
Kugel stetige Fréchet-Ableitungen F'(z) € L(X,Y) besitzt, die der Glatt-
heitsbedingung (3.65) geniigen.

Theorem 16 Der Definitionsbereich D des zwischen den unendlichdimen-
sionalen Hilbertrdaumen X und Y wirkenden schwach abgeschlossenen Ope-
rators I erfille fir eine Kugelradius r > 0 die Bedingung (3.67). Weiter sei
F auf B,(z¢) kompakt. Dann ist die nichtlineare Operatorgleichung (3.61) in
o lokal inkorrekt.
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Wir fixieren in X ein abzéhlbar unendliches Orthonormalsystem {e,} C X.
Wir wissen e,, — 0 in X. Dann gilt

T, = zo + pe, € B(xo) mit ||z, — zo||x = p und z,, — 0,

aber z, -/ xo in X fiir beliebige 0 < p < r. Nach Lemma 17 folgt aus
der schwachen Konvergenz von x, die starke Konvergenz der Bildelemente
F(z,) — F(x) in Y. Dies entspricht gerade der lokalen Inkorrektheit.

Unter den in Theorem 16 geforderten Bedingungen ist die Kompaktheit von
F' die entscheidende fiir die lokale Inkorrektheit von (3.61) in xy. Aussagen
dariiber, wie man die Kugelbedingung abschwéchen kann findet man bei
Engl/Kunisch/Neubauer.

Um eine nichtlineare Gleichung (3.61) in der Umgebung eines Punktes x
ndherungsweise mit Hilfe einer einfacheren linearen Gleichung losen zu konnen,
betrachtet man gern die Linearisierung, die sich ergibt, wenn man F'(z) in
zo in eine Taylorreihe bis zum linearen Glied F(z) ~ F(x¢) + F'(xq)(x — x0)
entwickelt. So entsteht als Naherung fiir (3.61) eine lineare Operatorgleichung

F'(zo)r=9y, zeDCX, ge€Y, Fl(x)eL(X,Y) (3.68)

vom Typ (1.2) mit § = y — F(xg) + F'(z9)xo. Wegen Lemma 18 ist fiir
F kompakt auf B,(xq) auch die Fréchet-Ableitung kompakt. Aufgrund der
Ergebnisse von 3.1 erweist sich sie lineare Operatorgleichung (3.68) genau
dann als korrekt nach Nashed, wenn dim R(F”(xg)) < oo gilt. Fiir kompakte
Operatoren F' und unendlichdimensionale Hilbertraume X und Y fiihrt das
in zo lokal instabile nichtlineare Problem (3.61) entweder auf ein ebenfalls
instabiles linearisiertes Problem (3.68) mit dim R(F’(x¢)) = oo und einer
unbeschrinkten Moore-Penrose-Inversen F’(z¢)" der Fréchet-Ableitung oder
aber F’(x¢) ist ausgeartet mit F”(z¢)" € L(Y, X) und einer stabilen lineari-
sierten Gleichung (3.68). Fiir beide Félle lassen sich Beispiele angeben.

Man kann die lokale Korrektheit einer nichtlinearen Gleichung (3.61) aller-
dings erzwingen, indem man den Bereich der zuldssigen Losungen auf eine
Menge

D={zeD: z—xy=F(zo)w, wey, ||wl|ly <7} (3.69)
einschrankt. Alle Elemente einer solchen Menge lassen eine Quelldarstellung
r—x9 = F'(x9)"w (wey) (3.70)

zu, wobei F'(x¢)* der zu F'(xy) adjungierte Operator ist.
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Theorem 17 Unter den in diesem Abschnitt formulierten Voraussetzungen
an das lokale Verhalten des Operators F' in der Umgebung des Punktes xq ist
die Operatorgleichung

Flz)=y, =zeDcX,yeY (3.71)

mit einem gegeniiber der Ausgangsgleichung (3.61) im Sinne von (3.69) ein-
geschrinkten Bereich D zuldssiger Losungen lokal korrekt in xq, falls

T-L <2
qilt.
Wir betrachten zum Beweis dieses Theorems die fiir alle z € D giiltige und
aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung resultierende Abschétzung

|z —xol|” = (2 — mo, F'(w0)"w)x
= (F'(20)(x — x0), w)y
|1 F" (o) (x — zo) [y [[w]ly

<
< 7l (o) (x — @o) |y
Dann ergibt sich fiir z € D N B, (zo) mit (3.66) und 6 = L
1F(2) — F(z0) — F'(z0)(z — 2o)|ly < O] F"(z0)(z — 20|y
Aus unserer Voraussetzung folgt 8 < 1. Die Dreiecksungleichung impliziert

[F' (o) (@ — zo)ly < [|F(2) = F(w0) = F'(wo)(x — o) |y + [|F(2) — F(o)lly
< OF (wo)(x — o)y + [1F(2) = F(xo)llv-

Folglich gilt
1
1E"(zo) (& = @o)lly < 7—4l1F (@) = F(zo)lly-

Insgesamt erhalten wir fiir alle 2 € D N B,.(z,) die Stabilitétsabschitzung

e = zollx < /775 IF @) = Flao)llv,
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aus der die lokale Korrektheit von (3.71) folgt.

Gelingt es bei der ndherungsweisen Losung der Gleichung (3.61) in einer Um-
gebung von xg stets solche Naherungslosungen auszuwéhlen, die der Quell-
darstellung (3.70) geniigen, so kann man die Instabilitdt des Problems iiber-
winden. Manche iterative Ndherungsverfahren zur Losung von (3.61) lassen
sich in dieser Weise handhaben.

Beispiel 3.7 Wir betrachten fiir eine lichtdurchlassige Materialschicht der
Dicke d = 1, in welcher der reelle Parameter ¢ den Abstand eines Schicht-
punktes von der Unterkante der Schicht beschreibt, die Profilfunktion x(t)
(0 <t < 1) einer physikalischen Grofe, deren nicht direkt messbaren Werte
nur von t abhéngen. Bei der Schicht kann es sich um einen diinnen Film aber
auch um eine Luftschicht in der Erdatmosphére handeln, wobei z(t) z.B.
ein Refraktionsprofil oder Temperaturprofil verkorpern kann. Aus integralen
Messdaten y(s) (0 < s < 1), die bei der Durchstrahlung der Schicht gewon-
nen werden, soll im Sinne eines Identifikationsproblems die Materialfunktion
x rekonstruiert werden. Diese Daten kénnen zum Beispiel die Intensitéit der
Strahlung als Funktion der Wellenlénge oder des Einfallswinkels s der Strah-
lung sein. Kennt man die Reaktionsfunktion k(s, ¢, z) der Schichtbestandteile
in der jeweiligen Hohe ¢ auf die Strahlun s, so ist das inverse Problem als
Urysohnsche Integralgleichung

(F(x))(s) = /01 k(s,t,x(t)) dt = y(s) (0<s<1) (3.72)
zu schreiben. Wenn mit f € L?((0,1) x (0,1))
\k(s,t,2)| < f(s,t)(c1 + o)) (s,t €[0,1], x € R)

gilt, so ist der Operator F' : L?(0,1) — L?(0,1) auf dem ganzen Raum
L*(0, 1)kompakt und die Gleichung (3.72) damit iiberall lokal inkorrekt. Falls
weiterhin die zweiten partiellen Ableitungen % der Kernfunktion iiberall
existieren und gleichméBig beschrinkt sind, so gibt es fiir alle zy € L*(0,1)
die Fréchet-Ableitung F’(x) des Operators F' mit der Darstellung

L Ok(s,t t

(F'(20)h)(s) = / Mw) dt  (0<s<1, heL*0,1)).
0 x
(3.73)

Der Operator F'(zg) aus (3.73) ist dann fiir alle 7o € L?(0,1) ein kompak-
ter linearer Fredholmscher Integraloperator mit quadratisch integrierbarem
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Kern. Auch das in Beispiel 3.1 vorgestellte Identifikationsproblem der Sa-
tellitenmeteorologie fiihrt bei strenger Modellierung erst einmal auf eine In-
tegralgleichung vom Typ (3.72). Meist wird jedoch bei der ndherungsweisen
Bestimmung vertikaler Temperaturprofile in der Erdatmosphére eine Lineari-
sierung (siehe Formel (3.68)) verwendet. Durch Diskretisierung entsteht dann
ein lineares Gleichungssystem, welches wir im Beispiel 3.1 diskutiert haben.

Betrachtet man dagegen noch einmal den nichtlinearen Selbstfaltungsope-
rator F' : L?(0,1) — L*(0,1) aus Formel (2.33), so erweist sich dieser als
schwach abgeschlossen, aber nicht kompakt auf jeder Kugel B, (0) (siche Go-
renflo/Hofmann). Von der Nichkompaktheit des Operators F iiberzeugt man
sich leicht anhand der Folge

x,(t) = rsinnt 0<t<1)

mit {z,,} € B.(0), z, = 0, ||z 12(0.1) — 5V2 # 0 und

sCoSns sinns) (0<s< 1)

(Fla)(s) = (2570 4 22

sowie F(z,) — 0, aber ||F(2,)|/12(01) — 5V6 # 0. Die Bildfolge {F(z,)}
in L%(0,1) kann also keine konvergente Teilfolge besitzen und es liegt keine
Kompaktheit vor. Interessanterweise ist trotzdem die Fréchet-Ableitung

(F'(20)h)(s) = 2/08 vo(s —)h(t) dt  (0<s<1, heL20,1)) (3.74)

fiir alle zo € L?(0, 1) ein kompakter linearer Faltungsoperator.

3.2.3 Der lokale Grad der Inkorrektheit

Um fiir ein nichtlineares Identifikationsproblem (3.61) in sinnvoller Weise
einen lokalen Grad der Inkorrektheit im Punkt xg € D definieren zu koénnen,
bendtigt man lineare Operatoren A € L(X,Y), die das lokale Verhalten des
Operators F' in einer Umgebung von z hinreichend gut widerspiegeln. Diese
Rolle iibernimmt natiirlich die Fréchet-Ableitung, wie wir uns im néchsten
Theorem tiberzeugen kénnen. Unter dem Grad der Inkorrektheit von (3.61)
im Punkt z versteht man dann den Grad der Inkorrektheit der linearisierten
Gleichung. Die Welt der nichtlinearen Operatoren ist jedoch sehr reichhaltig.
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Es zeigt sich, dass die Verbindung zur Fréchet-Ableitung unterschiedlich eng
sein kann. Eine sehr enge Bindung besteht wenn eine n-Bedingung

|1F(2) = F(xo) = F'(x — o)y < nllF(z) — F(xo)lly (3.75)

fiir eine Konstante > 0 und alle z aus einer Kugel B, (z) erfiillt wird.
Die Fréchet-Ableitung bringt dann die wesentlichen Eigenschaften des nicht-
linearen Operators in einer gewissen Umgebung zum Ausdruck. Gilt nur ei-
ne Abschitzung (3.69), so kann dieser Zusammenhang wesentlich schwéicher
sein. In diesem Fall liefert Theorem 17 gute Argumente, sich mit der Abklin-
grate der Singularwerte der Fréchetableitung zu beschéftigen.

Um Aufschluss iiber das Stabilitdtsverhalten einer nichtlinearen Operator-
gleichung (3.61) im Punkt 2y zu gewinnen, kann man sich fragen, welche
lineare Operatoren A € L(X,Y) eine Ungleichung des Typs

[A(z = 20)lly < K[[F(z) = F(zo)lly  (x € By(20)) (3.76)

befriedigen. Betrachtet man solche Operatoren A, so gilt fiir diese mit ||z||z =
|Az|ly (z € X) eine Stabilitdtsabschéitzung

[z = xollz < K[|F(x) = Fzo)lly (2 € By(x0))-

Dabei erfiillt ||z|| 7 die ersten beiden Normaxiome. Das dritte Normaxiom gilt
nur fiir injektive Operatoren. Wir sprechen daher nur von einer Seminorm.
Misst man die Absténde in X in dieser Seminorm, so ist (3.76) diesbeziiglich
lokal korrekt, wenn (3.76) gilt. Wir suchen unter allen solchen Operatoren A
nun denjenigen A,,,, heraus, der maximal ist beziiglich der Halbordnung

A1 < AQ =4 HAthY < HAQhHY (h € X), (377)

d.h. fiir den stets A < A, gilt. Dieser gesuchte Operator ist derjenige
mit dem kleinsten Nullraum und mit den geringsten Glattungseigenschaften,
unter allen Operatoren A, die (3.76) erfiillen. Es sollte erwéhnt werden, dass
die Halbordnung (3.77) sich auf Aquivalenzklassen bezieht. Zwei Operatoren
gehoren zur selben Aquivalenzklasse, falls sie der Beziehung A; ~ A, mit

A~ Ay & il Ashlly < | Ahlly < cmanllAshlly (R € X)  (3.78)

fiir Konstanten 0 < ¢ < Crnae < 00 geniigen.
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Theorem 18 Der Operator F erfiille fir x € B,(x¢) eine n-Bedingung
(3.75). Dann ist die Fréchetableitung F'(xo) ein Reprisentant der eindeutig
bestimmten Aquivalenzklasse maximaler Operatoren A,uq. zur Halbordnung
(3.77) beziiglich aller beschrinkten linearen Operatoren A € L(X,Y), die
eine Ungleichung (3.76) befriedigen.

Die Aussage von Theorem 18 ergibt sich aus der Tatsache, dass die betrach-
tete Fréchet-Ableitung auch eine Gateaux-Ableitung mit

F'(zy)h = lim F (o + ”;) — F(wo)

ist. Dann folgt ndmlich fiir alle h € X und hinreichend kleinem ¢ die Unglei-
chung
[A(ER)[ly < K|[F (2o + th) — F(xo)lly

und beim Ubergang zur Grenze t — 0 auch
| AR[ly < K||F'(z0)h]ly.

Damit gilt A < F'(x) fiir alle Operatoren A € L(X,Y), die (3.76) erfiillen.
F'(xg) erfiillt aber selbst die Bedingung (3.76), da aufgrund der Dreiecksun-
gleichung und der n-Bedingung gilt

[F (zo)(z — o)y < [|F(2) = F(xo) = F'(wo)(x — mo)ly + |F(z) — F(xo)ly
< (+DF(@) = F(xo)lly.

Somit ist die Fréchet-Ableitung maximaler Operator im Sinne der eingefiihr-
ten Halbordnung.

Im Anschluss an die Beispiele 2.4 und 2.5 und durch diese angeregt wurde
der nichtlineare Operator (2.32) diskutiert und die lokale Inkorrektheit der
entsprechenden nichtlinearen Gleichung gezeigt. Wir betrachten fiir X =Y =
L*(0,1) diesen auf ganz L*(0, 1) definierten Operator

(F(x))(s) := cpexp (01 /Osx(t) dt) (0<s<1;¢>0,c1#0) (3.79)

mit der Fréchet-Ableitung

(F'(z0)h)(s) == e1(F(wo))(s) /0 Th(tydt (0<s<1; helL*0,1) (3.80)
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im Punkt zy € L?*(0,1). Wegen der Positivitit, Stetigkeit und damit Be-
schrénktheit der Funktion (F(x¢))(s) (0 < s < 1) (siche Aufgabe 2.4) haben
wir Aquivalenz F'(zq) ~ A im Sinne von Formel (3.78) zwischen der Fréchet-
Ableitung (3.80) und dem Integraloperator A des Differentiationsproblems
(siehe Formel (3.32)), von dem wir wissen, dass ein Inkorrektheitsgrad v = 1
vorliegt. Dann ist folglich ¥ = 1 auch der im ganzen Raum L?(0, 1) einheitli-
che Grad der Inkorrektheit von (3.61) fiir " aus (3.79) (siehe Formeln (3.57)
und (3.58)). Der in (3.80) definierte Operator F”(xg) ist wegen Theorem 18
fiir alle 7y € L?(0,1) auch maximaler Operator im Sinne der eingefiihrten
Halbordnung. Die Erfiilltheit einer n-Bedingung sieht man wie folgt: Wir
definieren zunéchst

0(s) =1 [ (o(t) — wo(t)) dt.

erhalten
(F(x) — F(x0))(s) = (F(zo))(s)(exp(¥(s)) — 1)
und somit
(F'(z) = F(zo) — F'(zo)(x — 20))(s) = (F(x0))(s)(exp(vh(s)) — 1 — ¥(s)).
Aus der Abschétzung

lexp(¥) — 1 —¢| < |¢lexp(¢) —1] (¢ € R)

folgt zunéachst
|(F(2) = F(x0) = F'(x0)(z — m0))(s)| < [Y()[|(F(2) — F(0))(s)]

und daraus schliefllich

1F() = F(x0) = F (wo) (x = x0)l 120.1) < eallw—=ol| 20,0 1 F' () = F (o)l 12(0.1)

Aber nicht jeder nichtlineare Operator fithrt wie F aus (3.79) auf einen
in allen Punkten x( einheitlichen Grad der Inkorrektheit. Wie in Goren-
flo/Hofmann ausfiihrlich dargestellt wird variiert der Grad der Inkorrektheit
in Abhéngigkeit vom Punkt xq stark fiir den Selbstfaltungsoperator. Theo-
rem 14 zeigt namlich, dass fiir einen Faltungsoperator (3.74), der in diesem
Fall die Fréchet-Ableitung bildet, schwach mé&fige und starke Inkorrektheiten
moglich sind, je nachdem wie glatt die Funktion x ist und welches Verhalten
diese Funktion an der Stelle t = 0 aufweist (sieche auch Aufgabe 3.6).
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Ubungsaufgabe 3.1 Zeigen Sie, dass fiir Elemente y ¢ R(a) @ R(A)* keine
Minimum-Norm-Losungen der linearen Operatorgleichung (3.1) im Sinne der
Formeln (3.4) und (3.5) existieren, also die Moore-Penrose-Inverse A" auf
diese Elemente nicht anwendbar ist. Zeigen Sie dazu, dass das Funkional
J(x) = ||[Az — y||?- des Defektnormquadrats fiir y ¢ R(a) & R(A)* zwar ein
endliches Infimum l}g}f{ J(z) > —oo besitzt, jedoch fiir solche rechten Seiten

y kein Element z,,, mit J(z,,) = 1g)f( J(x) existiert.

Ubungsaufgabe 3.2 Wir betrachten in Beispiel 3.1 den Fall eines unterbe-
stimmten linearen Gleichungssystems (3.7) mit m < n und rang (A4) = m.
Man finde in diesem Fall eine Darstellung der Minimum-Norm-Losung
von (3.7) als Gegenstiick zu der fiir den Vollrangfall giiltigen Formel (3.8).

Ubungsaufgabe 3.3 Ist die Losung 2 € L?(0, L) der Integralgleichung (3.13)
aus Beispiel 3.3, sofern eine solche fiir gegebenes y € L2(0, L) iiberhaupt
existiert, stets eindeutig bestimmt ?

Ubungsaufgabe 3.4 Im Falle separabler unendlichdimensionaler Hilbertriume
X, Y und Z gelte fiir zwei beschriankte lineare Operatoren A € £(X,Y’) und
B € L(X, Z) die Abschitzung

|Az|ly < C||Bz|z

fiir alle z aus X mit einer positiven Konstante C'. Man zeige, dass die fol-
genden Aussagen gelten: Falls B kompakt ist, so ist auch A kompakt. wenn
A und B kompakte Operatoren sind und sich die Operatorgleichung Ax =y
als hochstens inkorrekt vom Grade v > 0 erweist, so ist auch die Operator-
gleichung Bx = z hochstens inkorrekt vom Grade v > 0.

Ubungsaufgabe 3.5 Welchen Grad der Inkorrektheit besitzt die Faltungsglei-
chung

/Os exp (—i) c(t)dt =y(s) (0<s<1)

im Raum X =Y = L%(0,1) ?

Ubungsaufgabe 3.6 Fiir welche Elemente 2o € L?(0,1) erfiillt der in For-
mel (2.33) definierte Selbstfaltungsoperator F : L?(0,1) — L*(0,1) eine -
Bedingung (3.75) fiir alle x aus einer Kugel B,(7) im Raum L?(0,1) mit
Mittelpunkt zy und Radius » > 0 ?
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Kapitel 4

Regularisierungsmethoden

Wir wollen in diesem Kapitel Moglichkeiten aufzeigen, wie man inkorrekte
inverse Aufgaben ndherungsweise stabil 16sen kann. Methoden, die einen sol-
chen Zweck erfiillen, nennt man Regularisierungsmethoden. Wir wollen hier
einen Uberblick iiber solche Methoden geben und wichtige Prinzipien der
Regularisierungstheorie vorstellen.

Die Einbeziehung von Zusatzinformationen haben wir bereits im Kapitel 2
behandelt. Dabei haben wir die als deskriptive Regularisierung bezeichne-
te Regularisierungstechnik kennengelernt, die auf dem Satz von Tichonov
beruht. Die Hauptidee besteht dabei in der Einschriankung des Definitions-
bereichs D auf eine kompakte Menge in X. In diesem Kapitel interessieren
wir uns fiir den in der Praxis haufiger vorkommenden Fall, dass eine solche
Einschriankung nicht erreicht werden kann.

Wir konzentrieren uns hier auf die Darstellung von Methoden im Hilbert-
raum, d.h. wir betrachten die Probleme (3.1) und (3.61). Aus den bisherigen
Untersuchungen wissen wir, dass die Methode der kleinsten Quadrate beru-
hend auf der Minimierung des Defektnormquadrats

| F(z) — ys||3 = min !, reDCX (4.1)
fiir allgemeine nichtlineare Operatorgleichungen bzw.
| Az — ys||3- = min !, reX (4.2)

103
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fiir unrestringierte lineare Operatorgleichungen praktisch zum Scheitern ver-
urteilt ist. Man bezeichnet diese Methode haufig als output least squares.
Fiir die Verbindung zwischen den fehlerbehafteten und fehlerfreien Daten
soll wieder

ly —yslly <0 (4.3)

gelten. Zum einen wird im Normalfall ein solches minimierendes Element gar
nicht existieren und zum anderen wissen wir, dass bei Existenz eines solchen
Elements, das Element unstetig von den Daten abhéngt. Nicht viel giinsti-
ger sieht die Situation nach Diskretisierung aus. Inkorrekt gestellt Problem
sind meist sehr schlecht konditioniert. Daher kann man nur mit sehr groben
Diskretisierungen arbeiten.

Das Prinzip der Regularisierung besteht nun darin, die Bildelemente nicht
so genau wie mdglich zu approximieren, sondern nur so genau wie ndtig.
Damit schafft man sich Spielraum fiir die Einbeziehung subjektiver Apriori-
Informationen in den Losungsvorgang. Diese Anpassung ist so zu verstehen,
dass nur Elemente als Losungen in Frage kommen, die zu den Daten kompa-
tibel sind, d.h. die die Gré8enordnung des Datenfehlers nicht {iberschreiten.
Die Menge der datenkompatiblen Elemente ist aber in der Regel sehr grof.
Die Regularisierung kennt nun zwei Wege, aus dieser Menge geeignete Ele-
mente auszuwihlen. Der erste Weg ist theoretisch kaum beherrschbar und
besteht in einer ungesteuerten Regularisierung. Man 16st dabei die Minimie-
rungsprobleme (4.1) bzw. (4.2) durch unvollsténdige Minimierung. Diese Mi-
nimierung bricht man nach einer genau festgelegten Zahl von Iterationen ab.
Man verringert dabei deutlich den Einfluss der Instabilitdten. Diese wirken
sich erst dann richtig aus, wenn die Iterierten sich dem Minimum annéhern.

Ein diskretisiertes inverses Problem kann auch durch die Zulassung von Run-
dungsfehlern stabilisiert werden. In beiden Féllen ist aber trotz eventuell
erreichter Stabilitdt vollig unklar, welche Eigenschaften die Approximatio-
nen der Losungen besitzen und wie weit der Abstand von der tatsédchlichen
Losung ist.

Die Eigenschaften der Nidherungslosungen kann man sehr gut beschreiben,
wenn man gesteuert regularisiert. Dabei gibt es verschiedene Moglichkeiten.
Eine Moglichkeit besteht darin, iber der Menge der datenkompatiblen Lésun-
gen ein Sympathiefunktional zu minimieren. Eine andere besteht darin, das
iterative Minimierungsverfahren beim Erreichen des Datenfehlers ¢ abzubre-
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chen. Man kann die regularisierte Losung in einem endlichen Teilraum su-
chen, wobei die Dimension des Teilraumes eine Steuergriéfie ist. Verschiedene
Methoden zur gesteuerten Regularisierung werden wir in diesem Abschnitt
néher untersuchen.

4.1 Regularisierung von linearen Operator-
gleichungen mit kompakten Operatoren

In diesem Abschnitt diskutieren wir unrestringierte lineare Operatorgleichun-
gen, die inkorrekt vom Typ II nach Nashed sind. Sie sind durch kompakte
Operatoren mit unendlichdimensionalem Bildraum gekennzeichnet. In einem
allgemeinen Regularisierungsschema koénnen verschiedene Regularisierungs-
methoden eingeordnet werden. Dieses Schema ldsst sich auch auf inkorrekte
Probleme vom Typ I nach Nashed anwenden. Mit der dafiir notwendigen
Spektraltheorie solcher Operatoren wollen wir uns hier aber nicht beschafti-
gen.

4.1.1 Ein allgemeines Regularisierungsschema

Unter der exakten Losung von (3.1) werden wir im weiteren die Minimum-
Norm-Lésung z,,, = A'y fiir eine exakte rechte Seite y € R(A) verstehen.
Anhand von gestorten Daten ys € Y, welche Ungleichung (4.3) befriedigen,
soll diese exakte Losung durch lineare Transformation der Daten ndherungs-
weise so berechnet werden, dass die Ndherungslosungen stetig von den Daten
abhédngen und einen moglichst kleinen Fehler aufweisen.

Definition Eine Familie { R, }4~0 von beschriankten linearen Operatoren R,, €
L(Y, X) heiBt lineare Regularisierung fiir den Operator A', wenn

lim Ray = Ay fiir alle y € R(A) (4.4)

gilt. Der Operator R, heifit linearer Regularisierungsoperator mit dem Re-
gularisierungsparameter a.

Die Operatoren R, approximieren fiir « — 0 punktweise die Moore-Penrose-
Inverse Af. Es gilt dabei folgendes Lemma (sieche Engl/Hanke/Neubauer):
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Lemma 19 Wenn der Wertebereich R(A) des Operators A € L(X,Y) inY
nicht abgeschlossen ist, so folgt fiir eine Familie { Ry }as0 von beschrdankten
linearen Regularisierungsoperatoren R, € L(Y, X), welche die Grenzwertbe-
ziehung (4.4) befriedigen, die bestimmte Divergenz der Operatornormen

Cl{ii}l’(l) ||Ra||£(y7x) = Q. (45)

Wendet man die Operatoren R, fiir einen festen Wert a > 0 auf die Daten y
bzw. ys an, so entstehen regularisierte Losungen z, = R,y bzw. 1° = R,ys,
die wegen der Beschréanktheit von R, stetig von den Daten abhéngen. Weiter

erhédlt man aufgrund der Dreiecksungleichung

e = @mnllx =l Rays — A'yllx

< ||Rays — Rayllx + [ Ray — Alyl|x
< | Ralleoolly = wslly + [ Ray — Alyllx

und damit im Endergebnis
25 = Zmnllx < [|Rallevx)d + | Ray — Aly|x. (4.6)

Der totale Regulariserungsfehler besteht also aus der Stabilitdtskomponen-
te || Rall(v,x)d und der Approximationsfehlerkomponente || R,y — Afy||x. Im
Fall exakter Daten ist diese Approximationskomponente ein Mafl des Abstan-
des zwischen dem Originalproblem und dem gelosten stabilen Naherungssy-
stem. Fiir kleine a wird die Komponente || R,y — ATy|| x des Regularisierungs-
fehlers klein und strebt gegen Null. Dagegen tendiert die erste Komponente
| Rallzv,x)0 wegen (4.5) bei festem Datenfehlerniveau 6 > 0 ins Unendliche.

Die Wahl eines optimalen Regularisierungsparameters wird wieder auf der
Grundlage eines Kompromisses zwischen Approximation und Stabilitat ge-
wonnen. Leider hdngt der optimale Regularisierungsparameter von der Losung
Tmn Selbst ab und ist daher anhand der Daten nicht apriori bestimmbar. F'iir
die Wahl eines geeigneten Regularisierungsparameters wurden aber heuristi-
sche Strategien entwickelt, auf die wir spéter eingehen werden.

Hier soll uns numehr die Frage beschéftigen, ob man fiir eine Folge von
Daten, deren Datenfehlerniveau d gegen Null strebt, eine zugehorige Folge
von Regularisierungsparametern o« = «(¢) finden kann, so dass auch der
Regularisierungsfehler ||2° — 2., ||x gegen Null strebt.
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Definition: Im Zusammenhang mit der Bestimmung von Minimum-Norm-
Losungen x,,, einer linearen Differentialgleichung in Hilbertraumen X und
Y sei eine lineare Regularisierung { R, } >0 gegeben. Dann heifit diese Regu-
larisierung fiir eine Vorschrift a = a(6, ys) zur Auswahl des positiven Regu-
larisierungsparameters konvergent, wenn fiir alle y € R(A)

lim sup || Ragsys)¥s — Tmnllx = 45 € Vi lly —wslly <0} =0 (4.7)
gilt.

Wir sprechen von einer Apriori-Parameterwahl o = «(d), wenn der Re-
gularisierungsparameter a nur vom Datenfehlerniveau 0 abhéngig gemacht
wird. Ansonsten sprechen wir von einer Aposterori-Parameterwahl. Hier kann
in die Wahl des Parameters zum Beispiel die augenblickliche Defektnorm
|Az? — ys|ly einflieBen. Eine interessante Tatsache, die in der Literatur
manchmal als Bakushinski-Veto bezeichnet wird, ist die Nichtexistenz von
konvergenten linearen Regularisierungen fiir nach Nashed inkorrekten Ope-
ratorgleichungen, bei denen mit o« = «(ys) die Parameterwahlvorschrift nur
von den Daten abhingt ohne das Datenfehlerniveau explizit zu beriicksichti-
gen. Vorschriften zur Regularisierungsparameterwahl, die ohne Kenntnis von
0 auskommen, liefern daher niemals konvergente lineare Regularisierungen.

Eine direkt aus Formel (4.6) resultierende Apriori-Parameterwahl, die auf
eine konvergente Regularisierung fiihrt, liefert das néchste Theorem:

Theorem 19 FEine lineare Regularisierung {Rq }aso fiir AT ist konvergent,
wenn der Regularisierungsparameter o = a(d) so gewdhlt wird, dass die
Grenzwertbeziehungen

(1511% a(0) =0 (4.8)
und
lim [| Ras) [l v, )0 = 0 (4.9)

erfillt sind.

Es ergeben sich nun als Fragen, wie man eine lineare Regularisierung iiber-
haupt konstruieren kann, wie die Grofien ||Ra(5)|| £(v,x) beschaffen sind und
welche Forderungen man an a = «(0) stellt, damit (4.9) erfiillt ist. Zur Be-
antwortung dieser Fragen betrachten wir lineare Regularisierungen fiir Af
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auf der Grundlage der singuldren Systeme fiir kompakte Operatoren A mit
unendlichdimensionalem Bildraum. Wir gehen dazu von einer Reihendarstel-
lung der Minimum-Norm-L&sung
<1
Aly=3%" — (Y, vj)vuy, y € R(A) (4.10)

=19

aus und fithren Filterfunktionen f(a, 0;) zur Dampfung ein. Als lineare Néhe-
rungsvorschrift fiir A’y wihlt man dabei

Roys = S 107 vy, s € R(A) (4.11)

j=1 9

wobei die Filterfunktionen f : (0,00) x (0, [|A||zx,y)] — R fiir eine nichtne-
gative Funktion K : (0,00) — (0,00) die Bedingungen

0< fla,0) <1 fiirallea>0und0<o < ||Allzxy), (4.12)
|[f(a,0)| < K(a)o  firalle 0 < o < [|Allzx,v) (4.13)
sowie
lir% fla,0) =1 firalle 0 <o <||Allzx,y) (4.14)
erfiille.

Theorem 20 FEs sei A € L(X,Y) ein kompakter Operator mit dem sin-
guldren System {oj; uj;v;}132,. Dann ist die iber Vorschrift (4.11) definierte
Familie { Ry }a0 von beschrinkten linearen Operatoren aus L(Y, X) eine li-
neare Regularisierung fiir AT, wenn fiir die Filterfunktion f die Bedingungen
(4.12),(4.18) und (4.14) erfillt sind. Dabei gilt |Rq|zcxy)y < K(a), und
die Regularisierung ist konvergent fiir eine Apriori-Parameterwahl o = «(0),
wenn § — 0 die Grenzwertbeziehungen a(d) — 0 und 6K (a) — 0 nach sich
zieht.

Man iiberzeugt sich anhand der aus (4.13) folgenden und fiir alle ys € Y
geltenden Beziehung

Ragsly = 50 LOTI 0 00 < (K@) X 0 < (K (@)l

j=1 g j=1
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sofort von der Beschrianktheit des Operators R, und der dabei auftretenden
Beziehung ||R.||z(x,v) < K(a). Die Grenzwertbeziehung (4.4) resultiert fiir
r = 1o+ 252, (%, u5) xuj, To € N(A) und y = Az aus der Reihendarstellung

|Ray — Alyllx = [|RaAz — AT Az [ = Y (f(a, o) — 1)*(w,uy)%.  (4.15)
j=1
wobei wegen
Z a,0;) (z,u;)% Z z,u;)% < ||z|% siehe (4.12)

das Weierstrafische Majorantenkriterium fiir Reihen anwendbar ist und die
Vertauschung des Grenziibergangs o — 0 mit der Summation erméglicht, so
dass mit (4.14) und

hm(f(aﬁaj) - 1)2<.CIZ,’LL]'>§( =0

a—0

auch
hr% | Ray — ATyH?X =0

fir y € R(A) folgt. Die Konvergenzaussage fiir die Regularisierung ist dann
eine direkte Folgerung aus Theorem 19. O

Wir bemerken noch, dass die in Theorem 20 auftretende Konvergenz des Ap-
proximationsfehlers || R,y — Ay||x nicht gleichméBig iiber alle x € X erfolgt.
So existiert keine positive Funktion C'(«) mit iiir(l) C(«) = 0, die eine Konver-
genzrate beziiglich des Regularisierungsparamaters « fiir diese Komponente
des Regularisierungsfehlers zum Ausdruck bringen wiirde, derart dass

|RoAz — ATAz||x < C(a)|z]|x fiirallea >0 und alle z € X (4.16)
gilt. Wegen Formel (4.15) folgt aus (4.16) ndmlich

sup |f(a,05) — 1| < C(a).
jeIN

Dies kann aber nicht gelten, denn mit lim o; = 0 folgt aus der Ungleichung

Jj—o00

(4.13) fur alle o > 0 die Grenzwertbeziehung lim f(«,0;) = 0 und damit
j—o0

sup |f(o,05) — 1| = 1.
jelN
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4.1.2 Die Tichonov-Regularisierung

Aus der Betrachtung des Abschnitts 3.1.4 im Anschluss an Formel (3.5) ergibt
sich, dass Losungen des Kleinste-Quadrate-Problems (4.2) auch Losungen der
Normalgleichung

A" Ax = A'ys, reX (4.17)

sind und umgekehrt. Die Normalgleichung weist aber kaum bessere Eigen-
schaften auf als die lineare Operatorgleichung (3.1) selbst. Fiir ys & R(A) &
R(A)* besitzt (4.17) keine Losungen und fiir ys € R(A) @ R(A)* gibt
es unendlich viele Losungen, falls der Operator nicht injektiv ist. Da aus
R(A) # R(A) auch R(A*A) # R(A*A) folgt, ist (4.17) gleichermaflen inkor-
rekt nach Nashed wie das Ausgangsproblem (3.1). Wenn fiir kompakte Opera-
toren A mit der Singuldrwertfolge {o;} die Gleichung (3.1) einen Grad v > 0
der Inkorrektheit hat, so hat die Normalgleichung mit der Singuldrwertfolge
{0]2-} des Operators A* A sogar einen doppelt so hohen Inkorrektheitsgrad 2v
(siche Formel (3.44)). Jedoch lédsst sich unter Verwendung des Einheitsope-
rators I in X zu (4.17) leicht eine Familie von Nachbaraufgaben

(AA+ al)z = A*ys, reX (4.18)

angeben, wobei jede solche zu einem festen Parameter o > 0 gehorige lineare
Operatorgleichung (4.18) korrekt nach Hadamard ist. Auf der Bestimmung
von Loésungen a8 (siehe spiter die Formel (4.22)) solcher korrekter Ersatz-
probleme beruht dir Methode der Tichonov-Regularisierung. Aufbauend auf
Arbeiten von Tichonov aus den 60er Jahren wurde diese Methode in den
letzten Jahrzehnten zu dem Standardwerkzeug der Regularisierung inverser
Probleme entwickelt.

Lemma 20 Fin selbstadjungierter Operator B € L(X,X), der im Hilber-
traum positiv definit ist, d.h. es gilt eine Ungleichung

(Bx,x)x = Bl|=|%

fiir alle v € X mit 3 > 0, besitzt einen stetigen inversen Operator B~% €
L(X,X) mit |Bzxx) < % Weiterhin ist fir jedes feste z € X das
Ezxtremalproblem

(Bx,z)x — 2(x,z)x = min!, reX (4.19)
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aquivalent zur Operatorgleichung
Br =z reX (4.20)

und besitzt wie diese die eindeutig bestimmte Lisung x = B~ 1z.

Setzt man B := A*A + ol und z = A*ys, so liefert Lemma 20 mit g = «
selbst die Korrektheit der Operatorgleichung (4.18) nach Hadamard, d.h.
die Existenzbedingung, die Eindeutigkeitsbedingung und die Stabilitétsbe-
dingung sind fiir diese Gleichung erfiillt. Mehr noch, (4.18) ist 4quivalent zur
Minimierung des Funktionals

<(A*A + OéI)I,J?>X - 2<I7 A*y5>X - <AZE, Ax>Y + <ZL’, x>X - 2<Al‘7 y5>Y

= Az —yslis + allzlx — vl

iiber alle z € X. Da der konstante Term ||y;||? keine Rolle spielt, betrachtet
man
Ta(w) = [ Az — yslly + ozl (4.21)

als Tichonov-Funktional, und die regularisierte Losung nach Tichonov

:L‘i = Roys = (A*A + o)t A%ys = Z 207j

=105 T

(ya, Uj>YUj (4-22)

ist die eindeutig bestimmte Losung des Extremalproblems
T.(z) == || Az — ys|ly + a||z||% = min!, z e X. (4.23)

Die Tichonov-Regularisierung liefert wegen (4.22) eine N#éherungsvorschrift
(4.11) mit der positiven Filterfunktion

2

fla,o) = fir alle @ > 0 und 0 < o < [[A[£(x,v)- (4.24)

ol +a
Die Filterfunktion (4.24) erfiillt offensichtlich die Bedingungen (4.12) und
(4.14). Wegen 02 + a > 2 /ao gilt

02 o

<
o2+ a T 2/«
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und damit (4.13) mit K(a) = ﬁ Wihlt man den Regularisierungsparame-

ter a der Tichonov-Regularisierung «/(9) so aus, dass a(d) — 0 und \/jm — 0

bzw. damit gleichwertig % — 0 fiir 6 — 0 erreicht wird, so erfiillt eine sol-
che Apriori-Parameterwahl die Grenzwertbedingungen (4.8) und (4.9) aus

Theorem 19. Als Konsequenz von Theorem 20 ergibt sich:

Folgerung 9 Die zur Methode der Tichonov-Regularisierung in Formel (4.22)
definierte Operatorfamilie {Rq}aso ist eine lineare Regularisierung fir den
Operator AY mit | Ro || z(v.x) < ﬁ Sofern eine Apriori-Parameterwahl oo =
a(0) die Bedingungen

2

)
a(0) — 0 und () — 0 fir § —0 (4.25)

befriedigt, ist diese Regularisierung konvergent.

Um die Konvergenzbedingung (4.25) zu erfiillen, muss o mit ¢ gegen Null ge-
hen. Dies darf aber nicht zu schnell geschehen. o muss langsamer gegen Null
gehen als §2. Die zugehérige Filterfunktion hat die Eigenschaften eines Tief-
passfilters. Bei festem Regulariserungsparameter a > 0 féllt der Dampfungs-
faktor f(o, ;) umso kleiner aus, je gréfer j wird, da die Singuldrwertfolge
von A eine fallende Nullfolge verkorpert.

Die Summanden der Reihe (4.10) mit grofem j werden beim Ubergang zu
(4.22) stark geddmpft. Dies betrifft in der Regel die hochfrequenten Anteile
der Losungen (siche Beispiele in 3.1.5). Dagegen werden die vorderen Rei-
henglieder oder Hauptkomponenten der Losung mit kleinem j wegen

2

032—1—04

fiir geniigend kleine o nahezu unveréandert gelassen. Die Hauptkomponenten
verkorpern in der Regel die niederfrequenten Anteile der Losung. Man re-
konstruiert also mit Hilfe der Tichonov-Regularisierung die niederfrequenten
Anteile in der Minimum-Norm-Losung Afy recht genau und auch stabil in
bezug auf Fehler in den Daten. Dagegen wird auf die hochfrequenten An-
teile mit zunehmender Frequenz immer mehr verzichtet. Dieser Philosophie
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bedienen sich die meisten Regularisierungsverfahren. Insofern ist es nicht ver-
wunderlich, dass standarméafig eingesetzte Regularisierungsmethoden wenig
erfolgreich sind, wenn hochfrequente Losungen gesucht werden. Spezielle In-
formationen iiber die Losung oder die Datenstruktur erfordern daher manch-
mal besondere Regularisierungszugénge.

Wir betrachten nun einige weitere Eigenschaften der Tichonov-Regularisie-
rung. Die regularisierte Losung z° (siehe Formel (4.22)) hingt wegen der
Beschréanktheit des Operators R, stetig von den Daten y; ab. Eine stetige
Abhéngigkeit ergibt sich aber auch beziiglich des Regularisierungsparameters
a > 0, denn die regularisierte Losung geniigt der Gleichung

(A*A+al)x® = A*ys. (4.26)

Betrachtet man zusétzlich (A*A + (a + h)I)zl,, = A*ys mit a + h > 0, so
gilt
* h k
(A" A+ al) (2o, — 3) = —h,, = a—A (Azo.ip, — s)

+h
und
Al . _ .
20 —2dlx < a+h”<A A+ o) Mo 0l A ool Azl — vslly
[Allecxyy A 5
’ A .
PA—— h(H ey lonllx + llyslly)

Nun ist wegen T, (2%) < T,(0) fiir alle o > 0 auch

(@ + W)llzamllk < Tarn(za) < lyslly

und damit

[Allzcxy) (7] <HAHL(X,Y>

1 fir |h .
o«  a+h m*)”y‘s”yﬁo e =0

s — zallx <
Dann existiert wegen

s .6
(A*A + al)% =

sogar ein Ableitungselement

dx? L)
Za i Zeth Pa o X,
do h—0
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welches die lineare Operatorgleichung

5
(A*A+ aI)dﬁ = 20 (4.27)

dae  °

16st und folglich die Darstellung
dz?
do
besitzt. Die regularisierte Losung héangt also sogar stetig differenzierbar vom
Regulariserungsparameter ab. Fiir die Entwicklung sinnvoller Strategien ei-

ner Aposteriori-Parameterwahl bei der Tichonovregularisierung ist es niitz-
lich, die Funktionen

pla) = Azg — g5y und  ¥(a) = z3|% (4.29)

nédher zu betrachten. Die erste Funktion charakterisiert das Defektnormqua-
drat der regularisierten Losung als Funktion des Regularisierungsparameters
und die zweite bringt die Abhéngigkeit der regularisierten Losung selbst zum
Ausdruck. Wir studieren das Monotonieverhalten der Funktionen ¢(a)) und
(). Aufgrund von (4.26) gilt

= —(A*A+al) 2 (4.28)

dx? dz? . dx?
¢'(a) = 2<Aaa Azl — ys)y = 2<E’ A (A — ys))x = —2a<aa z0) x
und mit (4.28) folgt
dx® dax®
() = 2% ||=2 1% + 2al|A—2|%2 > 4.
¢0) = 207 22 5 + 20| A% >0, (4.30)

d.h. die Funktion ist monoton nichtfallend. Fiir ys ¢ N(A*) gilt mit ¢'(«)
sogar strenge Monotonie fiir ¢ Andererseits ist

dx? dx? dx?
V() = 2<%>$2>X = —2H%H§< - QHA%H?/ <0,

d.h. die Funktion ist monoton nichtwachsend, und fiir ys ¢ N(A*) gilt wieder
Y’ () > 0 und damit strenge Monotonie.

Wir setzten fiir die weiteren Betrachtungen N(A*) = {0} voraus und damit
streng monotone Funktionen ¢(a) und ¥ (a). Wegen N(A*) = {0} gilt die

Formel -

lysll3 = > {ys, vi)y-

J=1
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Daraus folgern wir zunéchst

(o) 0.2 2 00 042
Ar — il — i _q V=Y N2 < 2
|Aze, — yslly ]2_1: (0]2 T a ) (Ys, vj)y = (0]2 T a)2<y5;U]>Y < [lyslly

und anschliefend die Vertauschbarkeit von Summation und Grenziibergang
in der Reihendarstellung von ||Az® 2. Wir erhalten die Grenzwerte
lim ¢(a) =0 und  lim o(e) = [|ys|3- (4.31)

Die entsprechenden Grenzwertbeziehungen fiir ¢)(«) werden in Aufgabe 4.1
formuliert.

Definition: Gegeben seien ein Datenfehlerniveau § > 0 und eine gestorte
rechte Seite ys € Y der linearen Operatorgleichung (3.1) mit exakter rechter
Seite y € R(A), wobei die Ungleichung

1y — yelly <0 < llyslly (4.32)

erfiillt werde. Unter dem Diskrepanzprinzip verstehen wir dann eine Aposte-
riori-Parameterwahl o5 = awy;s(9, ys) des Regularisierungsparameters a > 0
der Tichonov-Regularisierung (4.22), die auf der Losung der Gleichung

||A13dis — y5||y = 5 (433)
beruht.

Mit N(A) = {0} und (4.32) liefert das Diskrepanzprinzip einen eindeutig be-
stimmten Regularisierungsparameter ag;,. Das kann man wie folgt sehen. Die
Funktion ¢(a) (a > 0) ist streng monoton und erfiillt die Grenzwertbezie-
hungen (4.31). Wegen dem zweiten Grenzwert ist ¢(«) fiir grofie o grofler als
0 und wegen dem ersten fiir kleine « kleiner. Das eben definierte Diskrepanz-
prinzip geht auf Morozov zuriick. Es beruht auf der heuristisch motivierten
Idee unter den im Sinne von ||Az — ys||y < d mit den Daten vertréglichen
Losungen solche Elemente zu bevorzugen, bei denen diese Ungleichung sogar
als Gleichung erfiillt ist. Natiirlich sind auch Fille denkbar, in denen klei-
nere Regularisierungsparameter bessere Losungen generieren. Das ist zum
Beispiel dann der Fall, wenn das § nur als maximaler Messfehler bekannt ist
und der reale deutlich kleiner ist. In diesen Fillen ist das Diskrepanzprinzip
iiberregularisierend. Es produziert zu grofie Regularisierungsparameter und
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zu glatte Losungen. Im Gegensatz dazu fithrt eine Unterregularisierung zu zu
kleinen Regularisierungsparamtern und zu stérker oszillierenden Losungen.

Eine Motivation fiir das Diskrepanzprinzip liefert die folgende Tatsache. Die
regulariserte Losung xidis mit ||Az,,,. — ys|ly = 0 16st das restringierte Ex-
tremalproblem

||z]| x = min! reX: ||Az —yslly <0. (4.34)
Wiire némlich ||Z]|x < [|«2, ||x fiir ein & € X mit ||AZ —ysy < 6, so miisste
auch
Tois, () = [ AT=ys |3 +aas|Z% < Az, —vsll¥+aaslaa,, 5 < Tog, (20,,)

: N fiir das Tichonov-

gelten. Dies widerspricht aber der Optimalitidt von 7,

Funktional. Ubrigens ist auch umgekehrt jede Losung von (4.34) eine regu-
larisierte Losung (siehe Aufgabe 4.2).

Mit dem Sympathiefunktional Q(z) = ||z||x und D = X ist das Extremal-
problem (4.34) eine Konkretisierung von Problem (2.42), wobei datenkom-
patibel ||[Az — ys]ly < bedeutet. Wenn der Regularisierungsparamter iiber
das Diskrepanzprinzip bestimmt wird, dann minimiert jede Losung xidis das
Sympathiefunktional (x) unter allen mit den Daten vertréglichen Elemen-
ten x € X. Die Tichonov-Regularisierung erzwingt also nicht nur N&he-
rungslosungen, die stabil von den Daten abhéngen, sondern sie beeinflusst
auch die Eigenschaften der Néherungslosung zielgerichtet. Es darf nicht un-
erwiihnt bleiben, dass eine regularisierte Losung z%, mit |22 ||x = K auch
Losung des Extremalproblems

|Az — ys|ly = min! reX: ||z||lx <K (4.35)

ist. Die regularisierten Losungen haben also minimale Defektnormen, wenn
bei einer solchen Minimierung nur Elemente aus einer Kugel im Hilbertraum
X mit festem Radius K > 0 zugelassen werden.

Wir wollen uns nun noch der Frage zuwenden, welchen Aufwand die Be-
stimmung der regularisierten Losung z,,. auf der Grundlage des Diskre-
panzprinzips erfordert. Fiir jeden festen Regularisierungsparameter muss ei-
ne korrekte lineare Operatorgleichung (4.18) geldst werden, um ° zu be-
stimmen. Unter Ausnutzung des streng monotonen Wachstums der Funktion
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() kann man die Gleichung (4.33) nédherungsweise mit hinreichender Ge-
nauigkeit 16sen. Ausgehend von einem Startwert o wir dazu eine geeignete
Folge von Regularisierungsparametern {c,} konstruiert, die den gewiinsch-
ten Parameter ag;, gut approximieren. Mit ¢(a) > 6% kann man eine Pa-
rameterfolge «,, := 27"qq als einfachste Variante betrachten und dabei das
eindeutig bestimmte Folgenelement o, als Ndherung fiir ag;s verwenden, das
der Beziehung

p(ar) < d2 < p(ag-1)

geniigt. Damit kann man nun ein Bisektionsverfahren aufbauen. Da aber die
Berechnung eines Funktionswertes ¢(a,,) immer die Losung einer Operator-
gleichung (4.18) erfordert, sollte die Anzahl von benétigten Regularisierungs-
parametern moglichst klein gehalten werden. Das legt die Benutzung eines
schnell konvergierenden Iterationsverfahrens fiir die Losung der nichtlinearen
Gleichung

B(a) == p(a) —8* =0 (4.36)

in einer reellen Verénderlichen nahe, wobei aufgrund der expliziten Berechen-
barkeit von ¢'(a) das Newton-Verfahren geeignet erscheint. Dessen direkte
Anwendung auf Gleichung (4.36) macht jedoch Probleme, weil die Funktion
() fiir kleine @ konvex und fiir groe konkav ist. Wesentlich giinstiger ist
es mit § = 1/a von der Gleichung

P(8) = p(1/B) = 6* = || Axf 5 — ysll} — 6% = 0 (4.37)

auszugehen. Diese Funktion ist fiir # > 0 monoton fallend und streng konvex
(siehe Aufgabe 4.3). Daher liefert die Newton-Iteration

P(n)

Bn—i—l = ﬁn - @l(ﬁn)

(n=0,1,.) (4.38)

ausgehend von einem kleinen 3y mit ¢(3) > 0 eine monoton gegen die einzige
Nullstelle (45 = 1/ags von Gleichung (4.37) wachsende Iterationsfolge. Der
wesentliche Aufwand eines Newton-Schrittes besteht in der zur Berechnung
von ¢(f,) und @'(8,) erforderlichen Losung der Operatorgleichungen (4.18)
und (4.27) mit entsprechendem Regularisierungsparameter.

Bevor wir uns dem Konvergenzverhalten des Diskrepanzprinzips zuwenden,
sei mit dem Prinzip der Quasioptimalitit noch ein weiteres Kriterium zur
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Auswahl des Regularisierungsparameters a > 0 bei der Tichonov-Regularisie-

rung kurz erwéhnt, welches nicht selten sehr brauchbare regularisierte Losun-
gen xiqo liefert. Der Parameter oy, 16st dabei das Extremalproblem

5

o Lo

da

§(a) =

— min!, a>0. (4.39)
b

Aus Gleichung (4.28) erhdlt man die Beziehung

5
a% = —a(A*A+al) 2l
a

Eine Motivation fiir das Extremalproblem (4.39) entnimmt man der auf der
Neumannschen Reihe beruhenden und fiir y € R(A) giiltigen Gleichung

Aly =2, +a(A"A+al) 'z, + > o (A*A+ al) Tz, (4.40)
=2

bei welcher unter Vernachldssigung der unendlichen Summe in (4.40) ohne
Beriicksichtigung von Datenfehlern die Differenz ||z, — Afy||x klein bleibt,

S5
wenn Hof{f—a
o

< minimiert wird.

Die Funktion &(«v) weist héiufig einen &hnlichen Verlauf wie die Fehlerfunktion
|22, — Zmn || x auf und besitzt mit «,, in diesen Fillen ein globales Minimum,
dass dem optimalen Regularisierungsparameter o, sehr nahe kommt. Lei-
der zeigt die Funktion {(«) manchmal einen “welligen “ Verlauf und besitzt
zahlreiche relative Minima, was die sichere Parameterwahl nach dem Prinzip
der Quasioptimalitéit erschwert. Praktisch 16st man gern eine diskrete Version
von (4.39), indem man aus einer Parameterfolge a = 27"« das Folgenele-
ment auswihlt, welches ||xik+1 — a9 ||x minimiert. Man wihlt also in der zu
einer solchen Parameterfolge gehorigen Folge regularisierter Losungen eine
solche aus, die sich von ihrem Nachbarelement wenig unterscheidet, also am
wenigsten sensibel auf Parameterinderungen reagiert. Deshalb wird dieses
Prinzip manchmal auch als Sensitivitéitsprinzip bei der Wahl des Regulari-
sierungsparameters bezeichnet.

Theorem 21 Unter den Voraussetzungen N(A*) = {0} und (4.32) ist die
Methode der Tichonov-Regularisierung (4.22) mit Regularisierungsparame-
tern agis = awis(0,ys), die nach dem Diskrepanzprinzip (4.33) ausgewdhlt
werden, eine konvergente Reqularisierung fiir At
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Wir betrachten dazu Folgen 4,, — 0 und y, := ys, — y € R(A) fir n — oo
SOWie Ty, 1= Tay,,(5,y.)- Die Aussage von Theorem 21 ist giiltig, wenn fiir
n — oo stets xz, — Aty gilt. Nun haben wir || Az, — y,||y = J, und folglich
Ax, — y fiir n — oo. Weiter gilt

Tadis((;n,yn)(zn) = ”Axn - yn”%/ + Oédis(5n,yn)||$n||§(
5721, + adis((smyn)Han?X

S Tadis(6n:yn) (ATy>
= ”y_ynH%/+O‘di8(6nayn)”AT?/H§(
< 52 + adis(6n> yn) HAT?JHgf

und damit ||z,|x < ||ATy|/x fiir alle n. Eine Teilfolge {z,, } konvergiert in
X dann schwach gegen ein Element z € X. Wegen der schwachen Stetigkeit
von A und der Eindeutigkeit des Grenzwertes gilt Az = y. Aus ||Z||x <
lim klilgo zn, llx < |[|[ATy||x folgt # = Ay fiir n — oo und damit insgesamt

z, — A'y. Nun haben wir mit

ATyl <lim inf [l]x < lim sup [lz.]lx < [|ATy]x
n—oo

noch |z,||x — [|ATy||x und damit x,, — Aly fiir n — oo.

Im Abschnitt 3.2.2 hatten wir im Zusammenhang mit nichtlinearen inver-
sen Problemen den Begriff der Quelldarstellung eingefiihrt (Formel (3.70)).
Es ergab sich, dass inkorrekte Probleme durch Einschrankung auf Lésungs-
bereiche, in denen solche Quelldarstellungen gelten, korrekt werden. Mit
dem gleichen Hintergrund lassen sich, wie im folgenden ausgefiihrt wird, fiir
die Tichonov-Regularisierung linearer inkorrekter Operatorgleichungen bei
Giiltigkeit gemeinsamer Quelldarstellungen Konvergenzraten erreichen.

Theorem 22 Unter den Voraussetzungen von Theorem 21 gibt es eine Kon-
stante C' > 0, so dass die auf Grundlage des Diskrepanzprinzips gewonnenen

reqularisierten Lésungen xidis mit agis = Qais(0,ys) die Abschdtzung

|22,,,. = Tanllx < CV6 (4.41)

Adis

befriedigen, falls die Minimum-Norm-Lisung ., = Aly von Gleichung (3.1)
einer Quelldarstellung

T = ATw (wey) (4.42)
gentigt.
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Wir zeigen die Giiltigkeit dieser Aussage, indem wir uns an die Ungleichung

7. 1x < llamnllx

aus dem Beweis von Theorem 21 erinnern. Dann gilt

120, = Zmnll% < 2([@mnll% = (@, Tomn)x)

= 2Ty — xidis, Tnn) X
(T — xidis, A*w) x

= 2(A(zpn — xidis), w)y

= 2(y —ys,w)y + 2(ys — A-Téadi.g» w)y
(

yllwlly

IAIA

4||w]|yo.
Das liefert die Ungleichung (4.41) mit C' = 2,/||w||y.

Falls die Operatorgleichung (3.1) inkorrekt nach Nashed ist, so kann der Re-
gularisierungsfehler ||22 —~— #pmy||x des Diskrepanzprinzips fiir § — 0 nicht

schneller als v/¢ gegen Null streben. Es gibt jedoch Quelldarstellungen, die
eine Apriori-Parameterwahl o = «(9) erméglichen, so dass sich der Regula-
risierungsfehler proportional zu 6%/ verhiilt.

Theorem 23 FEs seien ¢ und C' positive Konstanten. Dann erhdlt man fiir
die Apriori-Parameterwahl o = o) = c0?/3 eine Abschitzung

|2, = Tmnllx < C5*° (4.43)

des Regularisierungsfehlers, wenn die Minimum-Norm-Lisung T, = Aly
von Gleichung (3.1) eine Quelldarstellung

Tn = A" Av (veX) (4.44)
besitzt.

Zum Beweis gehen wir von einer Abschiitzung fiir R, = (A*A + ol ) tA*A
aus. Wegen (4.44) gilt
Roy — Ty = (A*A+al) P A*A2ppn — Toon
= (A*A+al) Y (A*A— (A*A +ol))zmm
= —a(A*A+al) 2,
= —a(A*A+al) 'A*Av.
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Aus der Spektraldarstellung von (A*A + aI)~'A* A folgert man
[(A*A+al) " A" Al pix,x) < 1
und daraus
HRay - xmnHX < O‘HUHX'

Auf der Grundlage von Formel (4.6) schétzen wir den Regularisierungsfehler
ab. Fiir die Norm von R, benutzen wir die Formel aus Folgerung 9. Wir
haben dann

4]
70 = Zmnllx < [ Ralleerxd + allvllx < 5= + aflollx

2V
und mit a = ¢§?/3 eine Ungleichung
”xg — Tonlx < Cs*?,
wobei C' = 2%/5 + c||v||x gilt. Damit ist Theorem 23 bewiesen.

Im Zusammenhang mit Theorem 23 ldsst sich aber auch ein Sattigungssatz
beweisen, der besagt, dass fiir nach Nashed inkorrekte lineare Gleichungen
(3.1) keine Apriori-Parameterwahl oo = «(0) existiert, so dass der Fehler der
Tichonov-Regularisierung fiir 6 — 0 schneller als 6%% gegen die Minimum-
Norm-Losung z,,, # 0 konvergiert.

Am Ende dieses Abschnitts wollen wir uns nun am Beispiel der linearen
Fredholmschen Integralgleichung erster Art

(Azx)(s) := /ab k(s,t)x(t) dt = y(s) (c<s<d) (4.45)

anschauen, welche konkreten Probleme bei der Bestimmung der regularisier-
ten Losung x, aus der Gleichung

(A"A+al)z, = A"y (4.46)

zu 16sen sind. Wir betrachten in diesem Zusammenhang zwei verschiedene
Fille der Wahl des Losungsraumes X, wobei der Raum der Daten mit L?(c, d)
festgehalten wird. Im ersten Fall sei

X = L*(a,b), Y := L*(c,d) und k € L*((a,b) x (c,d)). (4.47)
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Wir wissen aus Lemma 3, dass der dann betrachtete lineare Fredholmsche
Integraloperator A € L£(L*(a,b), L*(c,d)) kompakt ist. Der zu A adjungierte
Operator A* besitzt die Form

(A0 = [k (s ds (a<t<D)

und der zusammengesetzte Operator A*A € L(L*(a,b), L*(a,b)) ldsst sich
darstellen als

(A* Az)(t) = / Kt r)z(r) dr (e <t<b)

a

mit dem integrierten Kern
- d
Bt.m) = [ k(s Ok(s.7) ds (7)€ [a,8] X [a,1]). (4.48)

Damit erhélt die Gleichung (4.46) fir alle > 0 die Gestalt einer linearen
Fredholmschen Integralgleichung zweiter Art

b d
/ (t, )20 (r) dr + o) = / k(s,Dy(s)ds  (a<t<b), (4.49)
die fiir alle y € L?(c, d) eindeutig bestimmte Lsungen liefert.
Im zweiten Fall werde
X = H'(a,b), Y := L*(c,d) und k € L*((a,b) x (c,d)). (4.50)

betrachtet. Um beide Fille besser unterscheiden zu konnen, bezeichnen wir
im zweiten Fall die regularisierte Losung mit z, und den kompakten Ope-
rator aus (4.45) mit A € L(H"'(a,b), L?(c,d)), wobei mit der Darstellung
A = AB der Zusammenhang zum Integraloperator aus dem ersten Fall her-
gestellt wird. Dabei ist B der im Anschluss an Formel (3.60) eingefiihrte
kompakte Einbettungsoperator vom Raum H'(a,b) in den Raum L?*(a,b).
Die Gleichung (4.46) mit A anstelle von A lisst sich dann in der schwachen
Formulierung

<f~1*flzi’a, 2) i (ap) T U Tas 2) Hi(ap) = <f1*y, Z)miap furalle z € H'(a,b)
und damit gleichwertig in der Form

(AZo, AZ)12(ca) + UTa, 2) 1 (ap) = (U, A2) 12 fiir alle 2 € H'(a,b)
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bzw.

(A*AZ o, 2) 12(ap) + O Tas 2) i1 (ap) = (A", 2) 1200y fiir alle z € H*'(a,b)
(4.51)
aufschreiben. Mit &, € H'(a,b) gilt auch z, € C[a,b] und &, € L*(a,b). Wir
betrachten die Funktionen

£ = [ (A" AT)(5) + aals) — (A"9)(s)) ds (a<t<D)
und
9) = [ (0@, (s) + f(s) ds  (a<t<b).

Esist f € C'[a,b] wegen der Stetigkeit des Kernes k und g € H'(a, ). Wegen
f(b) = g(a) = 0 und Formel (4.51) erhalten wir durch partielle Integration
die Gleichung

[+ sy e = [ goar+ 50)
= o[ g a- [ g0rwa

= Ta, ) H1(ap) T (A ATo, 9) 1200 ) — (A", 9) 12(a )
= 0.

Also gilt az!, = — f € C'[a, b] und damit ist 7, € C?[a, b], also zweimal stetig
differenzierbar. Mit

atl = —f'= A*AZ, + az, — A'y
gilt daher die Integrodifferentialgleichung
b d
[ kit 7)za(r) dr + alia(t) — 3(0) = [ k(s,y(s) ds (a <t <)
Wegen

For2dinen = [ Falt)(t) + 2,(0)2/(1) di
(o= T Dot + 5 0)2(0) — T(0)2(a)
liefert die Gleichung (4.51)
(A", 2)r2p) = (A"AZo, 2)12(ap) + W(Tas 2) 12(ab)
(A", 2) 12(ap) + Q(Ta — T, 2) 12(ap) + AL (D) 2(b) — aZ, (a)z(a)
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und damit
7 (0)z(b) — ail (a)z(a) =0  fiir alle 2 € H'(a,b).
Hieraus ergeben sich die natiirlichen Randbedingungen

7 (a) = 7., (b) = 0. (4.53)

(e}

Jede in H'(a,b) regularisierte Lésung 7, von (4.45) befriedigt auch automa-
tisch homogene Randbedingungen fiir die erste Ableitung an beiden Inter-
vallenden. Dies ist eine durch die Tichonov-Regularisierung subjektiv in die
Néherungslosung hineingetragene Eigenschaft, die gegebenenfalls zu wesent-
lichen Verzerrungen der regularisierten Losung an den Réndern des Intervalls
[a, b] fithren kann. AbschlieBend sei zum Fall X = H'(a,b) erwihnt, dass eine
regularisierte Losung &, mit ||| g1 (e = K auch Losung des restringierten
Kleinste-Quadrate-Problems

| Az — YsllT2eqy =min!, ze€D={zxe H(a,b): ||z)m@p < K} (4.54)

ist. Die dabei in Formel (4.54) auftretende Restriktionsmenge D ist relativ
kompakt in L?(a,b) (siche Lemma 7).

Die hier in Ansétzen vorgestellte Theorie der Tichonov-Regularisierung fiir
lineare Operatorgleichungen (3.1) kann auch auf den Fall zugeschnitten wer-
den, dass anstelle von (4.23) ein Extremalproblem der Gestalt

T.(z) = [[Ax — y5]|3 + aQ(z) = min!, 2 € X (4.55)

mit €2 aus einer allgemeineren Klasse von Sympathiefunktionalen betrachtet
wird. Zur moglichen Wahl solcher Sympathiefunktionale sei auf Abschnitt
2.5.1 verwiesen. Weiterhin ist eine Einbeziehung restringierter Probleme in
der Form

To(z) = || Az — y5]|3 + aQ(z) =min!, z€eDCX (4.56)

mit konvexen abgeschlossenen Mengen D moglich. Die Tichonov-Regulari-
sierung erweist sich dabei stets als eine Strafenmethode, bei der das Defekt-
normquadrat auf der Grundlage eines nichtlinearen Sympathiefunktionals 2
mit einer Strafe beauflagt wird. Der Regularisierungsparamter « spielt dabei
die Rolle eines Strafparameters. Je grofler dieser gewéhlt wird, um so hérter
fallt die Strafe aus.
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4.1.3 Alternative Regularisierungsmethoden

Nachdem wir die Tichonov-Regularisierung ausfiihrlich betrachtet haben,
wollen wir uns in diesem Abschnitt drei weiteren Regularisierungmetho-
den zuwenden. Diese lassen sich bei Wahl geeigneter Filterfunktionen eben-
falls in das allgemeine Regularisierungsschema (4.11) einordnen. Weitere De-
tails und dariiber hinausgehende Methoden findet man in den Biichern von
Engl/Hanke/Neubauer und Kirsch.

Eine theoretisch besonders ausgezeichnete Variante liefert die Methode der
abgebrochenen Singuldrwertentwicklung

W= Ry = Y WYy ey (4.57)
o> gj

Die Formel (4.57) orientiert sich an der Darstellung (3.25) der Moore-Penrose-
Inversen, wobei solche Summanden weggelassen werden, deren zugehérige
Singuldrwerte o; kleiner als der Regularisierungsparameter o > 0 sind. Die
Zahl der in (4.57) auftretenden Summanden ist offensichtlich endlich. Wir
haben es hier mit einem Spezialfall der Formel (4.11) unter Verwendung der
nichtnegativen Filterfunktion

1 firoc >«
0 firo <«

flaw) = (459)
zu tun. Die Filterfunktion gentigt wegen 0 < f(o, 0) < 1, |f(a,0)| < K(a)o

mit K(a) = und lim f(a,0) =1 den Bedingungen (4.12)-(4.14). Als Fol-
gerung von Theorem 20 ergibt sich:

Folgerung 10 Die zur Methode der abgebrochenen Singuldrwertentwicklung
in Formel (4.57) definierte Operatorfamilie {R,}as0 ist eine lineare Regu-
larisierung fiir den Operator A" mit |Ra||zovx)y < =. Sofern eine Apriori-
Parameterwahl o = «(0) die Bedingungen

a(0) -0 wund % —0 fir 6—0 (4.59)

befriedigt, ist diese Reqularisierung auch konvergent.
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Der entscheidende Vorteil der Methode der abgebrochenen Singularwertent-
wicklung besteht darin, dass die mittels (4.57) geloste korrekte Ersatzaufgabe
zur inkorrekten linearen Operatorgleichung (3.1) beziiglich aller Losungskom-
ponenten, die zu Singulédrwerten o; > « gehoren, exakt mit der Ausgangsauf-
gabe iibereinstimmt. In diesen wesentlichen Losungsanteilen triit kein Appro-
ximationsfehler auf. Dafiir werden die iibrigen meist hochfrequenten Losungs-
anteile génzlich vernachléssigt. Der auch hier wieder auf der Grundlage heu-
ristischer Kriterien zu bestimmende Regularisierungsparameter « legt da-
bei die Anzahl der relevanten Losungskomponenten fest. Leider erfordert die
Realisierung der Methode der abgebrochenen Singuldrwertentwicklung um-
fassende Kenntnisse iiber das singuldre System des Operators A. Aufler den
relevanten Werten o; werden auch die zugehorigen Eigenelemente u; und v;
explizit benotigt, um Formel (4.57) auswerten zu konnen. So treten die theo-
retischen Vorteile der Methode aufgrund des damit verbundenen enormen
Realisierierungsaufwandes oft in den Hintergrund, und man entscheidet sich
in der Regel fiir eine aufwandédrmere Regularisierungsmethode.

Besonders giinstig erscheinen unter diesem Gesichtspunkt iterative Metho-
den, von denen wir hier speziell die Methode der Landweber-Iteration be-
trachten wollen. Wir gehen dazu von der Normalgleichung (4.17) aus, die wir

unter Verwendung einer Relaxationskonstante w mit 0 < w < ——— als

TATZ v

Fixpunktgleichung
r=(1—-wA"A)x +wAys
in einer iterierfahigen Form schreiben kénnen.
Dabei gilt ¢ := ||[I — wA*Al|z(x,x) < 1. Den zugehorigen Iterationsprozess

T = (I —wA A)z, + wA ys, 20 =0 (4.60)

bezeichnet man als Landweber-Iteration. Durch Induktion erhélt man fiir die
n-te Iterierte die Darstellung

n—1

Tp =Y (I —wA*A)wA*y, (n=1,2,..). (4.61)

i=0
Wir betrachten zuerst den Fall y; € R(A) @& R(A)". In diesem Fall ist die
Normalgleichung (4.17) losbar, wobei 20 = := Afys mit A*ys = A*AxS = die
normkleinste Losung der Normalgleichung ist. Es gilt dann wegen der Iden-
titat .

> (I - wA A wA A =1 — (I —wA*A)"

1=0
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die Beziehung

:Efnn o ([ CUA*A) Linn
und damit
fonn_anX < anﬂ?i,mHX — 0 fir n — oo.

In diesem Fall konvergiert die Landweber-Iteration gegen das Element 29, ==
Atys, welches aber wegen der Unbeschrinktheit des Operators AT auch fiir
kleine § > 0 weit von der tatsichlichen Minimum-Norm-Losung z,,, = Ay
entfernt sein kann. Noch ungiinstiger sicht der Fall ys & R(A) & R(A)" aus.
Wir setzen in diesem Fall wieder die Kompaktheit des Operators A mit dim
R(A) = oo voraus und schreiben

oo n—1 o0 1—(1—u)0J2-)”

g Z (1-— wa w0j<y5, Vj)yu; = Z

i=0 j=1

- (Ys, vj) vy

Wegen 0 < 1 — wo? < 1 strebt [|z,||% fiir n — 0o gegen die Reihe

i <y57 Uj>%’
0]2 ’

J=1

die aber gegen oo divergiert, weil fiir ys & R(A) @& R(A)" die Picardsche
Bedingung (3.23) verletzt ist. Es hat also fiir inkorrekte Probleme keinen
Sinn, eine moglichst grofie Zahl von Schritten der Landweber-Iteration aus-
zufithren. Wir konzentrieren uns daher auf eine endliche Anzahl N von Ite-
rationsschritten, wobei diese Zahl hier die Rolle des Regularisierungsparame-
ters spielt. Um den Zusammenhang zum allgemeinen Regularisierungsschema
herzustellen setzen wir o« = 1/N. Mit

< 1—(1—wo?)N
2’ = Ryys = oy = > J
j=1
> 1—(1-wo? )
= (Ys, vj) v, (4.62)
=1 9

- (Ys, vj)yu;

erweist sich die N-schrittige Landweber Interation als Spezialfall von Formel
(4.11), wobei wir fiir 0 < w <

HAHW "

1
fla,0)=1—(1— wa?)l/o‘ fiir o€ INund 0 <o < [|[Allgxy) (4.63)
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als positive Filterfunktion haben. Diese erfiillt wegen 0 < f(a,0) < 1 und
lin% f(a,0) = 1 die Bedingungen (4.12) und (4.14). Auch die Bedingung
(4.13) ist erfiillt, denn es gilt die Ungleichung

1-1-7)N<VrN fir alle N e Nund 0 <7 < 1. (4.64)

Mit 7 = wo? ergibt sich aus (4.64) aber

1—(1—wo?)¥ 1
( wo’) < VwN fﬁralleNE]Nundngg—z.
o o
Somit ist mit @ = 1/N und K(«a) := \/g die Ungleichung |f(a, 0)| < K(a)o
fiir 0 < o < ||Al|zex,y) erfiillt. Wiederum ergibt sich als Folgerung von Theo-
rem 20

Folgerung 11 Die zur Methode der Landweber-Iteration in Formel (4.62)
definierte Operatorfamilie {RN}NeﬂV ist eine lineare Regularisierung fiir den
Operator AT mit |Ry|covx) < VwN. Sofern eine Apriori-Parameterwahl
N = N(6) die Bedingungen

N(6) — oo und 6*N(§) — 0 fird —0 (4.65)

erfillt, ist diese Regularisierung auch konvergent.

Um eine Konvergenz der regularisierten Losungen zu erreichen muss die An-
zahl der durchgefiihrten Iterationen ins Unendliche wachsen. Dies darf aber
im Sinne 62N () — 0 in Abhéngigkeit von § nicht zu schnell geschehen.

Auch bei der Landweber-Iteration konnen heuristische Strategien zur Wahl
des Regularisierungsparameters N = 1/« eingesetzt werden. Vorzugsweise
verwendet man ein auf Iterationen zugeschnittenes Diskrepanzprinzip. Man
wahlt dazu Ny, fiir eine gegebene Konstante 7 > 1 so, dass

AN, = yslly <70 < [[Azw,, 1 = wslly (4.66)
erfiillt wird. Da fiir N(A*) = {0} die Bedingung ||Az, — ys||3 = %(1 —
j=1

wo3 ) (ys, v;)3 — 0 fiir n — oo gilt, ist fiir 70 < [|ysly der Regularisierungs-

parameter Ny, aus Formel (4.66) stets eindeutig bestimmt. Die regularisier-
ten Losungen x der Methode der Landweber-Iteration werden im Vergleich
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zur Tichonov-Regularisierung und zur abgebrochenen Singuldrwertentwick-
lung mit sehr geringem Aufwand erhalten, da weder Operatorglchungen zu
l6sen noch Eigenelemente zu bestimmen sind. Der Aufwand reduziert sich
im Wesentlichen auf die einmalige Auswertung von A*ys und die Auswer-
tung des Operatorbildes A*Ax,, in jedem Landweber-Iterationsschritt. Das
Diskrepanzprinzip (4.66) ist ebenfalls sehr kostengiinstig zu realisieren, da es
zusétzlich nur der Defektberechnung der Iterierten von (4.60) erfodert.

Eine dritte Alternative zur Tichonov-Regularisierung bildet die Methode der
asymptotischen Regularisierung. Diese geht wieder von der Normalgleichung
(4.17) aus und stort dieselbe durch Hinzufiigen eines Ableitungsterms, wobei
mit

2 (t) + A Az(t) = A*ys, z(0) =0 (4.67)

ein Anfangswertproblem zu einer gewohnlichen Differentialgleichung erster
Ordnung mit Losungselementen z(t) im Hilbertraum X betrachtet wird, de-
ren Variable ¢ sich als Zeit interpretieren lasst. Fiir den kompakten Operator
A kann man unter Verwendung seines singuléren Systems die Losungen von
(4.67) als Reihe in der Form

< 1 — exp(—to?)

z(t) = 1

(ys,vj)yu;  (t>0) (4.68)
=1 i

darstellen. Man erkennt sofort, dass es keinen Sinn hat, diese Losungen fiir
grofie Zeiten t zu bestimmen, denn fiir ¢ — oo strebt ||z (¢)||?- wieder gegen
die Reihe > % Man wihlt daher eine Endzeit T', die hier die Rolle des

j=1 %

Regularisierungsparamters spielt, und betrachtet mit o := 1/7T regularisierte
Losungen

>, 1 —exp(=T0o7)

2% = Rpys == x(T) = o (Ys, vj)yu,
j

=1
> 1 —exp(—0j/a)

-3

=1

<y§7?}j>ij. (469)
0j

Diese Methode ordnet sich ebenfalls in das allgemeine Regularisierungssche-
ma (4.11) ein. Als Filterfunktionen haben wir dabei

2
fla,0) =1—exp (—U—> fira >0und 0 <o < [|A]gxy).  (4.70)
«
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Mit 0 < f(a,0) < 1 und lir%f(&,o) = 1 sind wieder die Bedingungen
(4.12) und (4.14) erfiillt. Wir nutzen die fiir alle positiven a und o erfiillte
Ungleichung

(), 1 o

o Va
(siehe Aufgabe 4.4) und erhalten damit weiterhin die Bedingung (4.13) in der
Form |f(«, 0)| < K(a)o mit K(«) := ﬁ Auch hier ldsst sich eine Folgerung
aus Theorem 20 ableiten:

Folgerung 12 Die zur Methode der asymptotischen Regularisierung in For-
mel (4.69) definierte Operatorfamilie { Ry }r=o ist eine lineare Regularisie-
rung fiir den Operator At mit || Rr||zqvx) < VT. Sofern eine Apriori-Para-
meterwahl T = T(0) die Bedingungen

T(5) — oo und 6°T(6) —0 fir §—0 (4.72)

befriedigt, ist diese Regularisierung auch konvergent.

Die Endzeit T'(9) bis zu der das Anfangswerproblem (4.67) gelost wird, soll-
te also unbeschriankt wachsen. Das darf wieder nicht zu schnell geschehen.
Abschlielend sei der enge Zusammenhang zwischen der Landweber-Iteration
und der asymptotischen Regularisierung vermerkt. Betrachtet man ndmlich
tn, = nw und x, = x(t,) und ersetzt (4.67) ndherungsweise durch die Diffe-
renzenformel

x(tn—&-l) - x(tn)

- + A" Az (t,) = A'ys, z(ty) = 0,

so erhélt man durch Umstellen nach x,1 = x(t,41) die Vorschrift (4.60) der
Landweber-Iteration. Die asymptotische Regularisierung ist also ein stetiges
Analogon zur Landweber-Iteration.

4.1.4 Regularisierung durch endlichdimensionale Ap-
proximation

Wir haben bereits zwei Methoden der Behandlung von nach Nashed inkor-
rekten Operatorgleichungen (3.1) durch endlichdimensionale Approximation



4.1. LINEARE OPERATORGLEICHUNGEN 131

kennengelernt. Zum einen beruhte die im vorangegangenen Abschnitt vorge-
stellte Methode der abgebrochenen Singuldrwertentwicklung auf einer Ein-
schrinkung moglicher Losungen auf den endlichdimensionalen Unterraum
X,, = span(uyq, .., u,), wobei dieser Raum aus den Linearkombinationen der
Eigenelemente u; zu den n grofiten singuldren Werten o; des Operators A
gebildet wird. Die Zahl n ergibt sich dabei nach Vorgabe des Regularisie-
rungsparameters o > 0 in eindeutiger Weise aus der Bedingung

Oni1 < @ < 0. (4.73)

Zum anderen haben wir uns im Abschnitt 3.1.6 mit der Methode der klein-
sten Quadrate (3.35) beschéftigt. Dabei waren wir von injektiven und kom-
pakten Operatoren A ausgegangen und haben ein Orthonormalsystem {w,}
in X betrachtet und aus ihm einen n-dimensionalen Teilraum ausgewéhlt.
Die Niherungslosungen 2’ = Alys der Losung des Extremalproblems (3.35)
geniigen der Ungleichung

|AzS — ys]|2 < ||Az — ys]|2  fiir alle z € X,. (4.74)

Wegen der Orthogonalitit des Defektelements Az — y; zu allen Linearkom-

binationen der Gestalt i A Aw; gelten auflerdem die Gleichungen
i=1

(A2d, Ax)y = (y5, Az)y fiir alle 2 € X,
bzw. dazu dquivalent
(Axi,ij)y = (ys, Awj)y (7 =1,..,n). (4.75)

Aufgrund der Injektivitdt von A ist (4.75) und das dazu dquivalente lineare
Gleichungssystem
MM=r (4.76)

n
mit den Vektoren z% := > \w; und r; := (ys, Aw;)y sowie der Systemma-
i=1

trix M = ((Aw;, Aw;)y )i j=1,.» eindeutig losbar. Nun steht die Frage, ob es
sich bei dieser Modifikation 2 := R,ys := Alys der Methode der kleinsten
Quadrate um eine Regularisierung fiir den Operator Af handelt, der in unse-
rem injektiven Fall dem Operator A~! entspricht, die sich in das allgemeine
Regularisierungsschema mit dem Parameter a@ = 1/n einordnen lésst.
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Zunéchst einmal spricht dafiir die im Abschnitt 3.1.6 hergeleitete Abschétzung
(3.36), die sich als Spezialfall von (4.6) im allgemeinen Schema erweist. Au-
flerdem fallt unter unsere Voraussetzung der Kompaktheit von A fiir {w;} =
{u;} diese spezielle Kleinste-Quadrate-Methode mit der Methode der abge-
brochenen Singularwertentwicklung zusammen (siehe Aufgabe 4.5).

Dies ist aber fiir beliebig gewédhlte Systeme {w;} nicht der Fall, sondern
nur, wenn das Operatorprodukt A, A gleichméBig beschrankt ist, also falls
|A, A zx.x) < K < oo gilt. Eine solche gleichméBige Beschrinktheit ist
nicht allgemeingiiltig, wie Seidman an einem Gegenbeispiel zeigte.

Jedoch kann man auch ohne explizite Kenntnis des singuliaren Systems des
Operators A eine Regularisierung fiir A" durch endlichdimensionale Appro-
ximation erhalten. Wir gehen dazu von allgemeinen Galerkin-Verfahren aus,
die auf die Bestimmung der Elemente 2’ € X,, = span(wy, .., w,,) mit

<AZE£L,IZJ]'>Y = <y57ﬁ)j>y (] = 17 "7n) (477)

gerichtet sind, wobei {w;} bzw. {w;} Systeme linear unabhéngiger Elemente
in den Rédumen X bzw. Y darstellen. Mit w; = Aw; ist die auf n-dimensionale
Teilrdume X,, = span(wy, .., w,) eingeschriankte Methode der kleinsten Qua-
drate (4.75) ein spezielles Galerkin-Verfahren, welches allerdings nicht not-
wendigerweise regularisierende Eigenschaften besitzt. Wesentlich giinstiger
sieht es mit der dualen Methode der kleinsten Quadrate aus, bei der w; =
A*w; fir den Zusammenhang der beiden Elementsysteme verwendet wird.
Als Charakterisierungen der dualen Methode findet man wieder ein lineares

Gleichungssystem (4.76), wobei aber jetzt mit 2° := R,y;s := i NiA*w; die
i=1
Darstellungen r; = (ys, w;)y fiir den Vektor r und M = ((A*W;, A*0;))i j=1.n

fiir die regulidre Systemmatrix gelten. Wir erhalten das folgende Theorem
(Beweis in Engl):

Theorem 24 Fulls das Elementesystem {w;} C Y so gewdhlt wird, dass
fiir alle e > 0 und z € R(A) eine Zahl m € IN und reelle Multiplikatoren

ALy oy A existieren mit ||z — 30 Ay < e, so ist die iber die duale Metho-
j=1

de der kleinsten Quadrate definierte Operatorfamilie {R,} _py eine lineare
Regularisierung fiir den Operator At, d.h., es gilt

nh_)rgo R,y = Aly fiir alle y € R(A).
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4.1.5 Probleme in L?*(—o0,00)

In diesem Abschnitt wollen wir nun den Fall betrachten, dass die lipgare
Operatorgleichung (3.1) im Raumpaar X = Y = L?(—o00,00) wirkt. Uber
uneigentliche Integrale wird die Norm

o seey =/ [ (w®)? dt < o (4.78)
und das Skalarprodukt

wmmmwzfimm@ﬁ<m (4.79)
definiert. Unter L% (—o0, 00) wollen wir dagegen den mit der Norm

el ey =/ [ u®I? dt < o (4.80)
und dem Skalarprodukt

(s V) 12 (—o0,00) = /_O:o u(t)o(t) dt < oo (4.81)

ausgestatteten Raum der quadratisch integrierbaren komplexen Funktionen
einer reellen Verdnderlichen verstehen. Funktionen, die auf ganz IR definiert
sind, spielen in technischen Modellen eine wichtige Rolle, z.B. bei elektri-
schen Signalen oder mechanischen Schwingungen. Die in keiner Richtung
eingeschréinkte Zeit erlaubt die Nutzung der Fouriertransformation

(Fu)(w t) exp(—iwt) dt (—00 < w < 00), (4.82)

= [

um mit Hilfe dieser linearen Abbildung v — Fu die Probleme aus dem Zeit-

bereich in den Frequenzbereich zu transformieren. Fiir derart transformierte
Funktionen p(w) := (Fu)(w) stellt

(Fo)( \/%/ w)exp(—iwt) dw (—o00 <t < 00) (4.83)

die entsprechende Riicktransformation dar. Die Fouriertransformation kann
man dabei als stetiges Analogon zur Entwicklung in eine Fourierreihe be-
trachten. Bezeichnet man mit L'(—o0, 00) den Banachraum der auf IR abso-
lut integrierbaren reellen Funktionen w(¢) mit der Norm

luller ooy = [ lu(t)] dt < ox, (4.84)
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so ist Fu nach Formel (4.82) fiir alle u € L*(—o00,00) eine beschrinkte und
stetige komplexe Funktion der reellen Variablen w mit ‘llim (Fu)(w) = 0.

Dabei gelten fiir v € L?*(—o0,00) N L'(—o00,00) die Beziehungen Fu €
L% (—00,00) sowie
[Full £2,(—o000) = 1tll 22(=00,00)-

Man kann auflerdem den linearen Operator F der Fouriertransformation
auf Grunlage von Formel (4.82) auch auf komplexe Funktionen u anwen-
den und so auf den ganzen Raum L% (—o00,00) erweitern (siche Engl), dass
F € L(L:(—00,00), L%4(—00,0)) einen sowohl injektiven als auch surjekti-
ven Operator mit

[Full 22, (—o0.00) = 12l] £2,(~00,00) fiir alle u € L% (—00, 00) (4.85)

bildet, wodurch dann der stetige inverse Operator F~! ebenfalls auf ganz
L%(—00,00) definiert ist. Die Fouriertransformierte einer quadratisch inte-
grierbaren (verallgemeinerten) Ableitung v’ einer Funktion u € L2 (—00, 00)
geniigt im iibrigen der Formel

(Fu')(w) = iw(Fu)(w) (-0 <w < 00). (4.86)

Weiter gilt das folgende Lemma, welches in der Literatur als Faltungssatz
bekannt ist. Dieses Lemma zeigt, dass die Faltung zweier reeller Funktio-
nen durch Fouriertransformation in die Multiplikation komplexer Funktionen
iiberfithrt wird.

Lemma 21 Gegeben seien u € L'(—o0,00) und v € L*(—o00,00). Dann
gelten fiir die Faltung

w(s) = /°° uls —to(t) dt (—oo < s < 00) (4.87)

die Beziehungen w € L*(—00,00) mit
[]] 22(~00,00) < [l 21 (~00,00) [0 £2(~00,00)

und

(Fw)(w) = \/ﬁ(}_u)(w) (Fo)(w). (4.88)
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Faltungen traten im Zusammenhang mit Wahrscheinlichkeitsdichten bereits
im Beispiel 2.6 auf.

Beispiel 4.1 Wir betrachten das Problem der Rekonstruktion eines tatséchli-
chen Signals z(t) aus der Aufzeichnung desselben mit Hilfe eines Messgeriits.
Gemessen wird dann die Funktion y(t), die iiber eine lineare Faltungsglei-
chung

(Az)(s) = /oo k(s —t)x(t) dt = y(s) (—o0 < s < 0) (4.89)

—00

mit dem Signal verbunden ist, wobei die Apparatefunktion k(t) als bekannt
vorausgesetzt wird. Das Ziel des inversen Problems ist das Entzerren des
gemessenen Signals. Haufig ist die Apparatefunktion k& symmetrisch beziiglich
t = 0 und ndherungsweise eine Glockenkurve

Je kleiner n > 0 ausfallt, um so nadelférmiger ist die Glockenkurve und um
so weniger verzerrt sind die Messdaten. Fiir n — 0 strebt die Kernfunkti-
on gegen die Deltadistribution. Mit wachsendem 7 wichst die Verzerrung
und es fallen die Chancen, einer genauen Rekonstruktion des Signals x aus
zusitzlich verrauschten Messdaten ys mit ||y — ys(| 22(—00,00) < 9. Sind die Ap-
paratefunktion k£ und die Signalfunktion x nur auf der positiven Halbachse
von Null verschieden und wird y(s) nur fir s € [0,7] gemessen, so nimmt
(4.89) die Gestalt (3.50) einer speziellen Volterraschen Integralgleichung er-
ster Art an, die wir im Beispiel 3.6 ausfiihrlich behandelt haben.

Wir betrachten nun (4.89) mit & € L'(—o0, 00) als lineare Operatorgleichung
(3.1) in den Réumen X =Y = L?(—o0, ), deren linearer Operator A wegen
Lemma 21 beschrénkt ist mit

| Al £(£2(=00,00), L2 (=00,00)) < NE || 21 (= 00,00

Es ldsst sich zeigen, dass A hier kein kompakter Operator ist, obwohl auch
kein abgeschlossener Wertebereich R(A) in L?(—o0, 00) vorliegt. Wir haben
es daher mit einem linearen inversen Problem zu tun, das nach Nashed inkor-
rekt vom Typ I ist. Die stabile ndherungsweise Losung von Gleichung (4.89)
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erfordert also den Einsatz von Regularisierungsmethoden. Im Frequenzbe-
reich erscheint die Gleichung (4.89) in der Gestalt

(Fk)(w) - (Fr)(w) = J%(Fy)(w) (—00 < w < ). (4.90)
Setzt man voraus, dass die Fouriertransformierte (Fk)(w) der Kernfunkti-
on Nullstellen nur fiir solche Zahlen w besitzt, die eine Menge vom Le-
besguemafl Null bilden, so hat diese Gleichung genau dann eine Losung
(Fz)(w) € LE(—00,0), wenn die Bedingung
w

% € L% (—o0,00) (4.91)
erfiillt ist. Diese Bedingung ist ein Analogon zu der fiir Operatorgleichungen
(3.1) mit kompakten Operatoren giiltigen Picardschen Bedingung (3.23). Die
Bedingung (4.91) ist gewiss verletzt, wenn (Fy)(w) fiir |w| — oo nicht schnel-
ler fallt als (Fk)(w). Wegen der normerhaltenden Eigenschaft der Fourier-
transformation bestimmt die Abklinggeschwindigkeit der Funktion (Fk)(w) —
0 fiir |w| — oo in Analogie zur Abklingrate der Singuldrwerte bei kompak-
ten Operatoren den Grad der Inkorrrektheit des linearen inversen Problems
(4.89). Je schneller (Fk)(w) abklingt, um so instabiler reagieren die Losungen
auf Storungen in den Daten. Bei Erfiillung von (4.91) lasst sich die Losung
der Gleichung (4.89) in der Form

z(t) = (]—“‘1 (\/%Eﬁ—ﬁ;)) (t) (-0 <t<o0) (4.92)

schreiben. Kommen wir zur Regularisierung der linearen Operatorgleichung
(4.89) im Raum L*(—00,00). Um die Methode der Tichonov-Regularisierung
auf diese Gleichung anwenden zu kénnen, nutzt man die Formeln (4.85) und
(4.88). Das Tichonov-Funktional nimmt dann die Gestalt

1

Ta(F‘r) = ||(Fk) ’ (.F.l’) - \/%(Fy5)||%20(—oo,oo) —f-OéHFl‘“%z (—00,00)

C
an. Unter Verwendung des iiber die Vorschrift
(Ar(Fu))(w) := (Fk) - (Fu) (—00 < w < ) (4.93)
definierten linearen Multiplikationsoperator Az erhélt man

1
To(Fr) = [[Ax(Fr) - E(fya)lliy_m,oo) +allFalZz om0
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und damit als regularisierte Losung im Frequenzbereich

1
]-“:pi = (A%Axr + QI)_IA;—\/%<fy5).

Wegen

AR Fu), Fo) iz oy = [ (FI)@)(Fu) (@) (FO)(w) do

= [ (F@)FRW)(Fo) @) o

—00

= <fu7A;:<‘FU)>L%(foo,oo)

1st

(Ax(Fv))(w) = (FR)(w)(Fo)(w),
(AFAF(Fu))(w) = |(FE) (@) [*(Fu)(w)

und damit

sy L TR Fe)e)
(]—"a:a)(w)—m (FR@)E+a € L (—o00,00), (4.94)

woraus sich mit 2 = F~1(Fz?) die eindeutig bestimmte und stabil von den
Daten ys abhéngige regularisierte Losung von Gleichung (4.89) bestimmen
lasst. Dabei muss aber bemerkt werden, dass diese Regularisierung in der Re-
gel eine komplexe Funktion 22 liefert. Als reellwertige Niherung der exakten
Losung x von (4.89) kann man jedoch z.B. den Realteil von 22, verwenden.
Konvergieren die regularisierten Losungen x° fiir § — 0 und o — 0 gegen
die exakte Losung von Gleichung (4.89), so konvergieren auch die Realteile
von x° gegen die reellwertige Losungsfunktion z von (4.89).

Das Analogon zur H'-Regularisierung aus Gleichung (4.52) ergibt sich fiir
unser Problem (4.89) durch Minimierung von

1
TO&(]:I) = ”A-'F(Fx)_ﬁ(fy5>||%%(—oo,oo)+a||fx||%20(—oo,oo)+a||f"r/H%QC(—OO,OO)

Wegen Formel (4.86) erhalten wir daraus

P B 51 N 1)
) = TR+ at +o?

€ L% (—00,00). (4.95)
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Betrachtet man exakte rechte Seiten y = Az, so werden in beiden Vaianten
(4.94) und (4.95) in Fzx, groBe Frequenzen |w| im Vergleich zu Fuz stark
gedampft. Wir haben es hier wieder mit einer Tiefpassfilterung zu tun. Ex-
treme Dampfung durch Annulieren von Frequenzen oberhalb einer Grenz-
frequenz liefert eine regularisierte Losung 2%, deren Fouriertransformierte in

der Form e
1 ys)(w .

(fxi)(w) — ! Vor (Fh)(w) fir |w| <

0 fiir |w| >

(4.96)

QIR =

gebildet wird. Die Vorgehensweise (4.96) erfolgt in Anlehnung an die Methode
der abgebrochenen Singuldrwerte als Filterfunktion (4.58).

Wir haben schon verschiedene inverse Problem zur Warmeleitgleichung be-
trachtet. Das folgende Beispiel ist als das Seitwértsproblem zur Wirmelei-
tung bekannt.

Beispiel 4.2 Wir betrachten einen ortlich eindimensionale Warmeleitvorgang,
dass Temperaturen fiir alle nichtnegativen Werte der Ortsverdnderlichen p
sowie fiir beliebige reelle Werte der Zeitverdnderlichen t erklart sind. Die
Wiérmeleitgleichung lautet also

Ou(p,t) _ Pu(p,t)
o Ip?

Dabei sollen die Temperaturen zu allen Zeiten und fiir p — oo beschrankt
bleiben. Das Seitwértsproblem besteht nun aus der Identifikation des zeitli-
chen Temperaturprofils (Dirichletdaten) x(t) = u(0,¢) am linken Rand p = 0
des Ortsbereichs aus Temperaturbeobachtungen im Inneren. An einem fixier-
ten Punkt p = L > 0 werden die Messwerte y(t) = u(L,t) vorgenommen. Die
Elemente x und y werden als Elemente des Raumes X =Y = L?(—00, 00)
betrachtet.

(0<p<oo,—00<t<o0). (4.97)

Bezeichnet U(p,w) = (Fu)(p,.)(w) die Fouriertransformation der Tempera-

tur beziiglich der Zeit t bei fixiertem Ortspunkt p, so geniigt diese Funktion

der aus (4.97) hervorgehenden Differentialgleichung

*U(p,w)
d%p

und bleibt fiir alle w € R auch beim Ubergang p — oo beschriankt. daraus

ergibt sich der Zusammenhang

U(p,w) = exp(—0(w)p)U(0,w) (—o0 < w < 0) (4.99)

iwU(p,w) = (0<p<oo,—00<w< o) (4.98)
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fiir die Losungen U (p,w) dieser Differentialgleichung, wobei

f(w) = (1 + sgn(w)i) ’C;—’ (4.100)

gilt.

Im Frequenzbereich geschrieben erhélt man als lineare Operatorgleichung des
Seitwartsproblems aufgrund der Beziehung (4.99)

(Mx(Fz))(s) = exp(=0(w)L) - (Fr)(w) = (Fy)(w) (—00 <w < o0).

(4.101)
Der Operator Mz ist im Raum L2 (—o0, 00) wieder ein (nicht kompakter)
Multiplikationsoperator, der wegen exp(—6(w)L) # 0 injektiv ist, aber mit
exp(—0(w)L) — 0 fiir |w| — oo eine unbeschrinkte Inverse M, besitzt.
Somit ist Gleichung (4.101) inkorrekt. Wegen der normerhaltenden Eigen-
schaft der Fouriertransformation kann das Seitwéartsproblem selbst als Ope-
ratorgleichung (3.1) mit einem injektiven und nicht kompakten Operator
A € L(L*(—00,00), L*(—00,00)) geschrieben werden und ist daher inkorrekt
nach Nashed vom Typ I. Da der Grad der Inkorrektheit solcher Probleme mit
Multiplikationsoperatoren im Prinzip durch die Abklinggeschwindigkeit der
Multiplikatorfunktion bestimmt wird, haben wir es beim Seitwértsproblem
wegen des exponentiellen Abklingens von exp(—6(w)L) mit einem stark in-
korrekten Problem zu tun, dessen Inkorrektheit mit wachsendem L offenbar
noch zunimmt.

In vollstandiger Anlehnung an den soeben behandelten Fall der Faltungsglei-
chung im Raum L?*(—oo, c0) kénnen wir nun die Tichonov-Regularisierung
fiir das Seitwértsproblem iiber die Beziehung

Fr) = (MEMg + al) ™ M5x(Fys)

realisieren. Wegen

(MF(Fv))(w) = exp(=0(w)L)(Fv)(w)

und

(MFEMz(Fu))(w) = exp(—(0(w) +0(w) L) (Fu)(w) = exp(—v2wL)(Fu)(w)
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erhalten wir als Fouriertransformierte
O(w)L) -
(F2d)(w) = exp(f(w)L) - (Fys)(w) € 12,(~00,50). (4.102)
1+ aexp(y/2|w|L)

Die Anwendung der inversen Fouriertransformation F~! auf (4.102) liefert
eine stabil von den Eingangsdaten ys abhingige regularisierte Losung 22, des
Seitwértsproblems zur Wiarmeleitgleichung. Diese ist in der Regel wieder eine
komplexwertige Funktion. Die Betriige der Funktionswerte von x° konnen
jedoch als sinnvolle Naherung fiir die gesuchte Temperatur benutzt werden.

4.1.6 Regularisierung bei der Interpretation periodi-
scher Daten

Auch Aufgaben zur Analyse von Zeitreihen sind von der Natur her inverse
Probleme. In diesem Abschnitt soll es um die Interpretation periodischer Da-
ten gehen. Unter Interpretation periodischer Daten versteht man die Erken-
nung signifkanter Schwingungsanteile und die Bestimmung charakteristischer
Frequenzen. Damit verbindet man die Hoffnung, Aussagen (Prognosen) fiir
die Zukunft machen zu kénnen. Periodische Daten treten in vielfaltiger Weise
in Technik und Wirtschaft auf. Neben der Signalverarbeitung findet man sie
auch in Wirtschaft, Finanzwesen und Borse.

Als Zeitreihen betrachten wir reelle Funktionen, deren Werte zu diskreten
Zeitpunkten ¢ = 1,2, ... beobachtet wurden. Diese Werte werden im Beob-
achtunsvektor y zusammengefasst. Diesen Vektor betrachtet man ndherungs-
weise als Realisierung eines stochastischen Prozesses. Das heifft die Werte von
y schwanken fiir alle betrachteten Zeitpunkte um einen festen Mittelwert, wo-
bei das Verhalten der Werte y(¢;) und y(¢2) zu unterschiedlichen Zeitpunkten
nur vom Zeitabstand abhéngig sein soll.

Zur Interpretation der Zeitreihe gehen wir von einem Integralgleichungsmo-
dell

/0 " cos(M) F(N) dA + /0 Tsin(A)g(\) dA +2(8) = y(t)  (t>0)  (4.103)

aus, welches die Funktion y(¢) in Kosinus- und Sinusschwingungen zur va-
riablen Eigenfrequenz A und eine als weiles Rauschen betrachtete zuféllige
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Storung e zerlegt. Wiirde es gelingen, die zugehorigen Amplitudenfunktio-
nen f und g mit hinreichender Genauigkeit aus der Zeitreihe y(1),...,y(m)
zu bestimmen, so kénnte man die Gleichung (4.103) in der Form

§= /0 " cos(M) F(A) dA + /0 “sin(M)g(\) dA (£ > 0) (4.104)

als Grundlage fiir eine Schitzung y zur Vorhersage von y(t) zu spéteren
Zeitpunkten ¢ > m verwenden.

Man erhélt einen Einblick in die Schwierigkeiten des Problems, wenn man £(t)
vernachléssigt, und dabei annimmt, dass fiir 7' = m die Funktion y(t) fiir alle
Argumente ¢t mit 0 < ¢t < T verfiigbar sei. Als Aufgabe ergibt sich dann die
simultane Bestimmung des Funktionenpaars (f,g) € L*(0,7) x L*(0,7) bei
gegebener Funktion y € Y = L?(0,T). Dieses lineare Identifikationsproblem
kann man als Fredholmsche Integralgleichung erster Art

2T
/ k(t,T)z(r) dr = y(t)  (0<t<T) (4.105)
0
schreiben, in welcher die unbekannte Funktion z € X = L*(0, 7) mit

w(r) = { g(i(z>7r) ffiii‘rfggttgggﬂ (4.106)

zu bestimmen ist. Fiir die Kernfunktion der Integralgleichung gilt dabei die
Beziehung

B cos(tT) firo<t<nm
Kt 7) = { sin(t(r — m)) fir 7 <t < 27.

Man erkennt leicht, dass die Gleichung (4.105) und damit die betrachtete
inverse Aufgabe stark inkorrekt ist, denn mit

(4.107)

/ ' / T k() dr dt = / ! / 7 ((cos(tr))? + (sin(t7)?) dr dt = 7T < 0o

ist die Kernfunktion k(¢,7) quadratisch integrierbar. Der zu (4.105) gehori-
ge lineare Integraloperator wird dann in den betrachteten L?-RiAumen zum
Hilbert-Schmidt-Operator. Da die Kernfunktion in (4.107)fiir alle betrach-
teten 7 unendlich oft beziiglich ¢ differenzierbar ist, gilt wegen Theorem 15
und Folgerung 8 die Beziehung v = oo fiir den Grad der Inkorrektheit des
Problems.
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Ein Weg zur stabilen Losung von (4.105) konnte in der Anwendung der Me-
thode der Tichonov-Regularisierung liegen, bei welcher je nach Wahl des
Losungsraumes eine Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art (4.49) oder
eine Integrodifferentialgleichung (4.52) als Ersatzaufgabe anstelle von (4.105)
eingesetzt wiirde. Ebenso lielen sich Naherungslosungen durch Iterationsver-
fahren gewinnen, wobei die Anzahl der durchzufithrenden Schritte z.B. auf
der Grundlage des Diskrepanzprinzips gesteuert werden kénnte. Fiir die ef-
fiziente Einbeziehung der vorliegenden periodischen Datenstruktur scheinen
diese Methoden jedoch nicht besonders geeignet zu sein, da weder eine durch
das Problem angeregte Wahl des Sympathiefunktionals Q(z), noch eine Vor-
gabe des Datenfehlerniveaus ¢ zur Realisierung des Diskrepanzprinzips auf
der Hand liegen. Dagegen bietet die Statistik unter Nutzung des Begriffs
des Periodogramms einen zum Problem passenden Weg der Regularisierung
durch Konzentration auf dominante Frequenzen in der Zeitreihe.

Wir vereinfachen dazu das Modell (4.103) zu

zk:(aj cos(A\jt) + bysin(\;t)) +e(t) = y(t) (t=1,2,..,m), (4.108)

=1

wobei zu einer moglichst klein gewéhlten natiirlichen Zahl & geeignete Fre-
quenzen Aj,..\, € [0, 7] aus der Zeitreihe y bestimmt werden sollen. Kennt
man Multiplikatoren a; und b;, die mit den Zeitreihendaten im Sinne von
(4.108) eine gute Ubereinstimmung signalisieren, so ist eine Vorhersage iiber
die Vorschrift

k
j(t) = Y (ajcos(Ajt) + bysin(\;t)) (¢ >m) (4.109)
j=1
sinnvoll. Die dominanten Frequenzen \; (j = 1,..,k) gewinnt man dabei

anhand der k grofiten relativen Maxima der Periodogrammfunktion

m

Per(\) = —| Z 1) exp(—i\k)|?, (4.110)

o0
wobel p = Y y;/m den Mittelwert der Zeitreihe verkorpert. Die Anpassung
j=1

der im Parametervektor x zusammengefassten 2k Parameter a; und b; erfolgt
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am besten auf der Grundlage einer gewichteten Kleinste-Quadrate-Losung
des linearen Gleichungssystems

Ar =y

durch Losung des Optimierungsproblems

|W(Az — y)||5 = min! =z € R" (4.111)
Dabei sei
cos(A1) ... cos(Ar)  sin(Ay) ... sin(Ag)
Ao cos(2A1) ... cos(2Xg) sin(2X1) ... sin(2)) c R
cos(mAy) ... cos(mAg) sin(mA;) ... sin(mg)

die Systemmatrix und W € R™*™ eine geeignet zu wihlende Gewichts-
matrix. Fiir einen Datenabgleich (4.111) spielt die Gewichtsmatrix W, die
meist in der Form einer Diagonalmatrix gew&hlt wird, eine wichtige Rol-
le. Damit lassen sich unterschiedliche subjektive Bewertungen verschiedener
Etappen der Zeitreihe y in den Vorhersageprozess einbringen. Besonders vor-
teilhaft scheint die Vergabe eines Gegenwartsbonusses fiir spitere Glieder der
Zeitreihe zu sein, wie er sich zum Beispiel bei W = diag(wy, .., w,,) in der
Formel
1 p

w; = (Fl—]) (j=1,..,m) (4.112)
mit einer Potenz p > 0 niederschligt. Je groser p gewihlt wird, um so mehr
“vergisst“ man bei der Datenanpassung weiter zuriickliegende Zeitraume.

Der hier dargestellte statistisch motivierte Zugang iiber die Betrachtung
der ausgeprégtesten Peaks des Periodogramms interpretiert man in den In-
genieurwissenschaften meist als Bestimmung wesentlicher Frequenzen eines
aufgezeichneten Schwingungsvorgangs mittels Fouriertransformation. Die re-
gularisierende Wirkung dieses Verfahrens besteht allerdings gerade darin,
dass die inkorrekte Integralgleichung (4.105) eben nicht im endlichdimen-
sionalen Raum moglichst gut nachgebildet wird, sondern in der Wahl ei-
ner kleinen Zahl k von verwendeten Frequenzen A; (j = 1,..k). Bei dieser
Aufgabenklasse iibernimmt diese Zahl k die Rolle des Regularisierungspara-
meters. Die Funktion y(t) wird auf diese Weise geglittet, d.h., wie bei der
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Tichonov-Regularisierung werden auch hier vielfaltige hochfrequente Antei-
le der Losung unterdriickt. Meist sind die signifikanten Peaks des Periodo-
gramms némlich nicht im Bereich hoher Frequenzen zu finden. Fiir die Vor-
hersage bedeutet das, dass man ausgehend von der beobachteten Zeitrei-
he das weitere prinzipielle periodische Verhalten in der Zukunft vorherzusa-
gen versucht, aber die aus dem Periodogramm als bedeutungslos erkannten
Schwingungsanteile dabei gédnzlich aufler acht lésst.

Beispiel 4.3 In diesem Beispiel beschéftigen wir uns mit einer Fallstudie aus
dem Gebiet der Okonometrie. Im Mittelpunkt der Betrachtung steht eine
Zeitreihe, welche die Entwicklung des durchschnittlichen Kapitalzinssatzes
widerspiegelt. Im einzelnen betrachten wir die Zeitreihe der Monatsdaten der
Umlaufrendite festverzinslicher Wertpapiere in der Bundesrepublik Deutsch-
land ab August 1955 bis 1995, wie sie in den Berichten der Deutschen Bun-
desbank regelméfig veroffentlicht wird.

Aus dem Graphen dieser Zeitreihe erkennt man einen gewissen periodischen
Charakter dieser Daten. Deutlich erkennbar ist auch der stochastische Cha-
rakter der Zeitreihe. Der Mittelwert der Umlaufrendite im betrachteten Zeit-
raum liegt bei 7,5 Prozent pro Jahr. In dieser Studie gehen wir von Mérz 1992
als Beobachtungszeitpunkt aus und wollen mit den bis dahin vorliegenden
m = 440 Monatsdaten das Schwingungsverhalten der Zeitreihe analysieren
und darauf aufbauend verschiedene Varianten einer Vorhersage bis Dezember
1995 diskutieren. Im rechten Teil vom Bild findet man das Periodogramm der
bis Mérz 92 betrachteten Zeitreihe.

Wir wihlen fiir den Optimierungsprozess (4.111) mit £ = 4 in der Variante
(V1) neben \; = 0 zur Beriicksichtigung des konstanten Anteils der Zeitreihe
die drei Peaks des Periodogramms bei Ay = 0.0157, A3 = 0.0597 und \y =
0.1005, welche eine Schwingunslange von 33.3 Jahren, 8.77 Jahren und 5.21
Jahren entsprechen (27/(12 - \)).

Da die Zeitreihe nur unbedeutend lénger ist als die erste betrachtete Periode
von 33.3 Jahren, kann es sich bei Ay um einen auswertungsbedingten Arte-
fakt handeln. Um dessen Einfluss zu tiberpriifen, wird in einer Variante (V2)
anstatt des ersten Peaks des Periodogramms als Ay = 0.1555 der vierte Peak
mit einer Periodenldnge von 3.37 Jahren einbezogen. Diese regularisierten
Varianten (V1) und (V2) mit sehr kleinem k& erméglichen einen Vergleich mit
einer nahezu unregularisierten Variante (V3), bei der & = 11 Frequenzen aus
dem Bereich A € [0, 7] beriicksichtigt werden.
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Im Bild findet man die regularisierte Zinskurve nach Variante (V1) mit einem
Exponenten p = 1 in den Gewichten (4.112) im Vergleich zur tatséchslichen
Zeitreihe. Die Unterdriickung hochfrequenter Anteile der Zeitreihe wird da-
bei offensichtlich. Dem hinteren Zeitabschnitt zwischen Mérz 1992 und dem
Jahresbeginn 1996 entnimmt man das Verhalten der Vorhersagekurve, die in
den ersten Monaten noch recht gut mit der Realitéat iibereinstimmt.

Extreme Oszillationen im néchsten Bild machen deutlich, dass ein starker
Gegenwartsbonus (hier p = 2 als Exponent in den Gewichten) zwar eine
sehr gute Anpassung an die jiingsten Daten ermoglicht, insgesamt aber kein
brauchbares Ergebnis liefert. Wir haben es dabei mit der falschen Wahl ei-
nes wichtigen numerischen Parameters bei der Regularisierung zu tun. Fiir
die Tiochonov-Regularisierung treten dhnliche Oszillationen bei zu kleinem
Regularisierungsparameter o und damit zu grofiler Konditionszahl der Sy-
stemmatrix des entsprechenden linearen Gleichungssystems auf.

Die Wirkung der Anpassung der Zeitreihe an eine Vielzahl von Schwingungs-
komponenten mit den unterschiedlichsten Frequenzen zeigt das néchste Bild.
Hier wurde Variante (V3) und p = 1 verwendet. Die enthaltenen hochfre-
quenten Anteile verhindern eine glatte Vorhersage. Diese (praktisch) unre-
gularisierte Variante liefert als Vorhersage kaum Besseres als die konstante
Fortschreibung der Zeitreihe in die Zukunft.

Die Vorhersageergebnisse aller drei Varianten mit p = 1 im Vergleich mit
der realen Entwicklung sind im letzten Bild dargestellt. Im betrachteten
Vorhersagefenster spiegeln die Ergebnisse der Varianten (V1) und (V2) die
tatséchliche Entwicklung in gronen Ziigen wider. Dagegen weist die Variante
(V3) keinen Bezug zur Realitdt auf.

Es sei erwahnt, dass es in den Jahren 1996 bis 1998 vielleicht unter dem Ein-
fluss der Globalisierung der Méarkte bzw. der Vorbereitung der Einfithrung
des Euros zu einem Modellbruch gekommen ist. Dieser wird durch ein durch-
gehend niedriges Zinsniveau charkterisiert, welches tendenziell immer neue
Nachkriegstiefs ansteuerte (unter 4 Prozent). Weiterfiihrende Rechnungen in
diesen Bereich machen daher wenig Sinn. Analysen und Vorhersagen in ma-
thematischen Modellen sind eben nur dann tragfiahig, wenn in dem betrachte-
ten Zeit- oder Ortsbereich das zugrunde gelegte mathematische Modell noch
giiltig ist.
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4.2 Regularisierung schlechtkonditionierter
linearer Gleichungssysteme

Es gibt zwei Wege, die man gehen kann, um mit Hilfe eines Computers
stabile ndherungsweise Losungen inkorrekter linearer inverser Probleme zu
erhalten. Der erste Weg beruht auf der Maxime erst reqularisieren, dann
diskretisieren und schlieft unmittelbar an die im Abschnitt 4.1 vorgestellten
Diskretisierungsmethoden an, die auf regularisierte Losungen im unendlich-
dimensionalen Hilbertraum fithren. Da Computer keine Funktionen, sondern
nur endlich viele Zahlen verarbeiten kénnen, miissen die dabei zu losenden
korrekten linearen Ersatzaufgaben der inkorrekten Operatorgleichung (3.1)
diskretisiert werden, d.h., diese Aufgaben werden durch lineare Gleichungs-
systeme approximiert. Eine Ubersicht iiber die verschiedenen Moglichkeiten
der Diskretisierung am Beispiel der korrekten linearen Integralgleichungen
zweiter Art (siche Formel (4.49)) findet man bei Engl (S.69 ff).

Falls geniigend grofle Regularisierungsparameter a verwendet werden, sind
die so entstehenden Gleichungssysteme gutkonditioniert und koénnen daher
mit Standardsoftware der linearen Algebra stabil und ohne Schwierigkeiten
gelost werden. Aus dem Ergebnis dieser diskretisierten Systeme kann man
dann eine Néherungslosung von (3.1) rekonstruieren.

Der zweite Weg, mit dessen Besonderheiten wir uns im vorliegenden Ab-
schnitt befassen wollen, nutzt die umgekehrte Vorgehensweise entsprechend
dem Prinzip erst diskretisieren, dann regularisieren. Die lineare Operator-
gleichung (3.1) wird im ersten Schritt diskretisiert und durch ein lineares
Gleichungssystem

Ar =y, reR", ye R™, a e R™" (4.113)

angendhert, welches uns bereits im Beispiel 3.1 begegnet ist, wobei in der
Regel m > n vorausgesetzt wird. Wir betrachten diese Rdume mit der Eu-
klidischen Norm und dem entsprechenden Skalarprodukt. Bei geniigend gu-
ter Diskretisierung schldgt sich die Instabilitdt der Ausgangsaufgabe (3.1)
im endlichdimensionalen Problem (4.113) in Form von hohen Konditions-
zahlen nieder. Die numerische Behandlung von (4.113) erfordert daher im
zweiten Schritt eine Regularisierung. Regularisierung bedeutet hier die Er-
setzung eines schlechkonditionierten Problems durch ein gutkonditioniertes
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Nachbarproblem. Wir wollen nun die Anwendung einiger spezieller Regula-
risierungsmethoden auf die diskretisierte Aufgabe (4.113) betrachten. Dabei
gehen wir von fehlerhaften Daten

z=y+e¢ (4.114)

mit y € R(A) und der vektoriellen Datenstérung ¢ aus. Fiir diese Da-
tenstorung werden wir im weiteren deterministische und stochastische Apriori-
Informationen benutzen. Scheut man den betrichtlichen Aufwand zur Be-
rechnung der Singuldrwertzerlegung nicht, so empfiehlt sich zur Regularisie-
rung von (4.113) die Methode der abgebrochenen Singuldrwertentwicklung
mit dem Regularisierungsparameter o > 0 (siehe Formel (4.57)) Als regulari-
sierte Losung, welche die Minimum-Norm-Losung z,,, = A’z approximieren
soll, erhélt man dabei

Ta=Raz+Alz= % <Z’”j>uj. (4.115)

gi>Q 0-.]

Die Regularisierungsmatrix

1 1
R, = Al = Udiag(—, ..., —,0,..00VT (o1 <a <o)

01 01
mit
lin%] Al z = Al fiir alle z € R™
o—>
und
i 1
HAoa”? S a

ist fiir geniigend grofles o eine gutartige Modifikation der Pseudoinversen
AT, denn Stoérungen in der rechten Seite multiplizieren sich dann bei der
Berechnung von z,, hochstens mit dem Faktor 1/a.

Auch fiir schlechkonditionierte lineare Gleichungssysteme stellt die Methode
der Tichonov-Regularisierung das am héufigsten angewandte Stabilisierungs-
verfahren dar. In vielen Fillen wird sie fiir Regularisierungsparameter o > 0
als Optimierungsproblem

T.(z) = |Av — 2|3 + a||Lz||3 = min!, 2 € R" (4.116)
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mit einer die Sympathiefunktion Q(x) = ||Lz||3 = (LT Lz, x)s erzeugenden
Matrix L € R¥*™ formuliert. Da wir die zu minimierende Tichonov-Funktion
To(z) auch in der Form

To(z) = (ATA+ oL L)z, x)y — 2(x, AT2)y + || 2||3
schreiben konnen, ist fiir eine regulire Matrix AT A + o LT L mit
(ATA+aL'L)z,z); > Bllzll; (8> 0)
Lemma 20 anwendbar und liefert als eindeutig bestimmte Losung
To = Roz = (ATA+aLlL) AT (4.117)

unter Verwendung der Regularisierungsmatrix R, = (ATA + oLTL)™1AT €

IR™ ™ mit dem Stabilitédtsfaktor || R,/ < %. Fiir die Berechnung des Vek-
tors z, ist dabei nur das lineare Gleichungssystem

ATA+al"L)x, = ATz 4.118
( )Za ( )

mit einer positiv definiten symmetrischen Systemmatrix zu losen, welches
wenigstens fiir reguldre Matrizen L € IR™" und geniigend groie o > 0
gutkonditioniert ist. Dieser Vektor x, kann auch als Losung des kleinste
Quadrateproblems

w-[( ) (3

. . . A
mit der erweiterten Matrix aufgefasst werden.
ValL

2
= min/!, xr e R"
2

Im Falle der Einheitsmatrix L = [ ldsst sich in Analogie zur Formel (4.22) der
nach Tichonov regularisierte Losungsvektor in einfacher Weise als endliche
Reihe
9j
Ty = ———(2,V;)oU; 4.119

j; 0]2 + a< ]>2 J ( )
darstellen, wobei die natiirliche Zahl r = rang(A) wieder den Rang der recht-
eckigen Matrix A ausdriickt. Fiir die Regularisierungsmatrix R, = (ATA +
al)7t AT haben wir dann die Konvergenzbeziehung

lin% R,z = ATz fir alle z € R™.
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Von grofler praktischer Bedeutung sind jedoch auch andere Matrizen L z.B.
solche die bei der Diskretisierung des Sympathiefunktionals (2.45) in der
Form

Qz) = || Lall3 = || Laz|l3 + pol| Loz || + psl| Loz |3

mit entsprechenden nichtnegativen Multiplikatoren 1, po, 3 und den Matri-
zen Ly =1,

1 -1 0 0 0
0O 1 -1 0 0
LQ = c R(n—l)Xn
0 0 1 -1 0
0 O 0 1 -1
1 =2 1 0 0 0
0 1 -2 1 0 .. 0
L3 = c IR(H—Q)xn
0 .. 0 1 -2 1 0
0O .. 0 0 1 -2 1

entstehen. Um in derartigen Féllen mit Reihendarstellungen fiir x,, arbeiten
zu konnen, muss man verallgemeinerte Singuldrwertzerlegungen des Matri-
zenpaars (A, L) verwenden (siehe Hansen).

Das schwierigste Problem bei der praktischen Nutzung der Tichonov-Regula-
risierung (4.116) zur stabilen ndherungsweisen Losung eines diskretisierten
inversen Problems (4.113) auf der Grundlage des gegebenen Datenvektors z
ist die Wahl des Regularisierungsparameters a > (. Da man meist nur einen
Datenvektor zur Verfiigung hat, tritt die Frage der Konvergenz der regu-
larisierten Losungen in den Hintergrund. Dafiir besteht grofies Interesse an
heuristischen Parameterwahlkriterien, die in einer Vielzahl von praktischen
Situationen ihre Leistungsfahigkeit bewiesen haben. Wir bringen hier eine
kurze Ubersicht {iber die wichtigsten Prinzipien.

Ist als Apriori-Information eine deterministische Fehlerschranke § > 0 mit
|le]l2 < § ableitbar, so kann das Morozovsche Diskrepanzprinzip

Qagis - || Aoy, — 2|2 =0 (4.120)

bei der Parameterwahl eingesetzt werden, welches aber zur Uberregulari-
sierung neigt (Wahl zu grofier a-Werte). Realistische Schranken § sollten
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dabei neben den Beobachtungsfehler auch Diskretisierungsfehler beim Uber-
gang von der Operatorgleichung (3.1) zum linearen Gleichungssystem (4.113)
beriicksichtigen. Manchmal lohnt es sich, eine verallgemeinerte Version des
Diskrepanzprinzips, etwa im Sinne von

agis © ||ATay, — 2lly = 01 + 02| Laay,, |2 (4.121)

mit geeigneten positiven Konstanten ¢, do zu verwenden.

Héufig modelliert man den Fehlervektor € stochastisch als weifles Rauschen
mit der komponentenweisen Streuung o? > 0. Das Diskrepanprinzip erhélt
dann die Gestalt

gis 0 ||ATa,,, — 2|2 = pmo? (4.122)

mit dem Erwartungswert E||¢|3 = mo? des Datenfehlers und einer Konstan-
ten p > 0, die meist unterhalb von Eins gewéhlt wird. Fiir die Bestimmung
des Regularisierungsparamters ay;s auf der Grundlage der Formeln (4.120),
(4.121) oder (4.122) nutzt man wie im unendlichdimensionalen Fall (siehe
Formel (4.29)) die Tatsache, dass ||Az, — z||2 eine monoton nichtwachsende
Funktion des positiven Regularisierungsparameters a darstellen.

Die folgenden drei Kriterien beruhen auf der Minimierung bzw. der Maximie-
rung positiver Funktionen des Regularisierungsparameters o > 0. Je klarer
ausgeprigte absolute Extrema diese Funktionen besitzen, um so zuverlassi-
ger lassen sich diese Kriterien handhaben. Das in 4.1.2 erwdhnte Prinzip der
Quasioptimalitédt liefert mit dem Ableitungskriterium

dx,

a_ -l = min !, a>0 (4.123)

2

Qgp -

eine vielfach bewahrte Technik zur Wahl von «. Dieses Kriterium wird ebenso
wie das Quotientenkriterium

[A(aGe) — (Azg — 2)|l2

= ! >0 4.124
Az — 2l max !, « ( )

qu -

in dem Buch von Tichonov/Arsenin erwihnt. Insbesondere wenn die Fol-
ge der Singuldrwerte der Matrix A groflere Liicken aufweist, konnen die in
(4.123) und (4.124) zu optimierenden Zielfunktionen allerdings zahlreiche
relative Extrema besitzen, was eine Auswahl von « nach diesen Kriterien er-
schwert. Keine Schwierigkeiten bereitet dagegen die Berechnung des fiir die
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Auswertung der Zielfunktion erforderlichen Ableitungsvektor %, der sich
fiir jedes o > 0 als Losung des linearen Gleichungssystems
T 71+ 0%a T
(AA4+al"L)— = —L" Lz,
da

bestimmen lésst. Die dabei auftretende Systemmatrix ist die gleiche wie bei
der Berechnung der regularisierten Losung x,, selbst.

Aus stochastischer Sicht sehr beliebt ist das von Wahba entwickelte verallge-
meinerte Cross-Validation-Kriterium

[Aza — |2

Qe spur(l — A(ATA + aLTL)-1AT))2

= min |, a>0 (4.125)

Zur dabei auftretenden Spur sei auf das etwas spéter folgende Lemma ver-
wiesen. Leider ist die in (4.125) auftretende Funktion haufig sehr flach, so
dass e, nicht zuverléssig bestimmt werden kann. Besonders ungiinstig wir-
ken sich dabei nicht stochastisch modellierte Diskretisierungsfehler aus, die
in den Datenvektor z eingehen und im ungiinstigsten Falle die Benutzung
des Kriteriums génzlich unmoglich machen.

Zum Abschluss wollen wir noch das L-Kurven-Kriterium von Hansen erwéh-
nen, welches sowohl bei der Tichonov-Regularisierung wie auch bei der abge-
brochenen Singuldrwertentwicklung in den letzten Jahren grofie Popularitit
erlangt hat. Obwohl sich hier wie bei allen Kriterien, die keine explizite Ober-
grenze fiir den Datenfehler benutzen, keine Konvergenzaussage fiir ||e]|2 — 0
finden l&sst, erhilt man in vielen praktischen Situationen akzeptable Re-
gularisierungsparameter. Wir beschreiben das Kriterium fiir die Tichonv-
Regularisierung (4.117). Die Grundlage bildet ein in logarithmischen Ska-
len aufgezeichneter 2D-Plot der durch den Regularisierungsparameter a > 0
parametrisierten Kurve mit den Koordinatenpaaren (||Az, — z||2, || Lxa|2)-
Der Defekt Az, — z wird dabei von zwei entscheidenden Groéflen beeinflusst,
vom Datenfehler € und von dem durch die Regularisierungsmatrix erzeug-
ten Approximationsfehler (AR, — I)y bei fehlerhafter rechter Seite y. Wenn
a mit Werten nahe Null beginnend wéchst, so édndert sich die Defektnorm
|| Az, — z||2 erst einmal kaum, denn der von « unabhéngige Datenfehler domi-
niert diese Grofe. Dahingegen féllt die Norm von || Lz, |2 in diesem Bereich
bei wachsendem « relativ schnell. Erreicht der Regularisierungsparameter
aber eine solche Grofle, dass die Dampfungsfaktoren zu wirken beginnen, so
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schlagt das Verhalten der Fehlereinfliisse schroff um, und der Approximati-
onsfehler dominiert plotzlich den Datenfehler. Die Defektnorm wéchst dann
mit « schnell an, wogegen sich || Lz, |2 kaum noch dndert. Das Resultat ist
in vielen Fillen eine L-Kurve.

Die “Ecke® dieser Kurve, also der Kurvenbereich mit maximaler Kriimmung
deutet auf geeignete Regularisierungsparameter oy, hin. aber wie alle ande-
ren kann dieses Kriterium versagen, die Kurve im 2D-Plot nichts mit einem
L zu tun haben. Bei der Wahl des Regularisierungsparameters sollten daher
stets mehrere Kriterien kombiniert werden, um sinnvolle Groflenbereiche fiir
a herauszufiltern.

Im zweiten Teil dieses Abschnitts wollen wir uns nun mit der ndherungswei-
sen Bestimmung von Losungsvektoren x € R" der diskretisierten inversen
Aufgabe (4.113) aus stochastischer Sicht als Schétzproblem in einem linea-
ren Regressionsmodell

Ar+e=2 z€R" e,z€e R™" Aec R™", rang(A) =n (4.126)
beschéftigen. Dabei ist € ein zufélliger Vektor, der die ersten beiden Momente

Ee=0€R™ und Cove=C¢eR™™ (4.127)

mit einer positiv definiten Kovarianzmatrix C' besitzen moge. Fiir die Inver-
se der Kovarianzmatrix setzen wir dabei eine Zerlegung der Gestalt C—! =
WIW (W € R™™, regulir) an. Im Gegensatz zu Regressionsmodellen
(4.126) in der Statistik, deren Spalten nahezu orthogonal sind, miissen wir
als Besonderheit unserer Situation hervorheben, dass A eine schlechtkondi-
tionierte Matrix ist, deren Spalten nahezu linear abhéngig sind.

Wir betrachten die affin lineare Transformation
(z) =Vz+o, VeR"™ veR" (4.128)

des Datenvektors z und fassen & = #(z) als affin lineare Schétzung des ge-
suchten Vektors x auf. Dabei gelten verschiedene Zusammenhénge, die hier
als zwei Lemmata formuliert werden.

Lemma 22 Die fiir eine quadratische Matriz M = (m;;) € IR¥* als Summe
der Hauptdiagonalemente definierte Spur erfillt die Beziehungen

spur(M) = spur(M™), (4.129)
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spur(RA) = spur(AR), (Ae R™" R e R™™) (4.130)
und .
spur(ATA) = o7, (4.131)
j=1

wobei o; wieder die Folge der positiven Singuldrwerte der Matrix A € R™*"
mit rang(A) = r bezeichnet. Weiterhin gilt fir eine positiv definite Matriz
M € R¥* und eine Matriz V. € IR™* stets spur(VMVT) > 0 und die
Implikation

spur(VMVT)Y =0 = V=0 (Nullmatriz in R™*). (4.132)
Lemma 23 FEs seien € und ( zwei k-dimensionale Vektoren und n ein [—di-

mensionaler Vektor mit En = 0. Weiterhin seien v € IR* ein fester Vektor
und V€ R™* eine feste Matriz. Dann gelten die Beziehungen

E(§+n) = E{+ En, (4.133)
E(v,§) = (v, ES), (4.134)
EWVE) =V(EE) und Cov(VE) =V CoveVT (4.135)
sowie
E||nll3 = spur(Covn). (4.136)

Fiir den Schétzfehler der affin linearen Schétzung (4.128) gilt nun
2(z) —x=VAr+Ve+v—aoz=VA-Izr+v+ Ve
und beim Ubergang zum mittleren quadratischen Fehler
Elli(z) =zl = E(I(VA—= Dz +ol; +[[Vel3+2((VI (VA= Dz + Vv, e)).

Dabei wird der Erwartungswert iiber alle mogliche zuféllige Vektoren e ge-
bildet. Aufgrund der Beziehungen (4.127) und (4.133)—(4.136) erhélt man
daraus schliellich

E|z(z) — |5 =||(VA = Dz +v|3 4+ spur(VCVT). (4.137)
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Wir betrachten zuerst nur erwartungstreue affin lineare Schitzungen mit
Ei(z) = x fir alle z € R". Wegen

Ei(z)=VAr+v+ EVe=VAzx+v

setzt dies VA = I und v = 0 voraus. Unter diesen Schétzungen wollen wir den
mitteleren quadratischen Fehler minimieren.. Mit rang(A) = n und regulérer
Kovarianzmatrix C' ist

Tptue = Viez = (ATCTA) T ATC 2 (4.138)

unter allen solchen Schatzungen die beste (blue: best linear unbiased estima-
te) mit kleinstem Fehlererwartungswert

E||Zpiwe — x||§ = spur((ATC_lA)_l).

Fiir C~' = WTW koénnen wir die Schitzung Zy,. als Losung des gewichteten
Kleinste-Quadrate-Problems

|W (A% — 2)||5 = min! zeR"”

finden, das schon im Abschnitt 4.1.6 (Formel (4.111)) diskutiert wurde. Lei-
der sind diese unregularisierten Kleinste-Quadrate-Losungen und damit die
Schétzungen Ty fiir schlechtkonditionierte Matrizen A sehr instabil. Sie lie-
fern eine grofie Spur der Matrix (ATC~'A)~! und damit einen groBen mitl-
leren Schétzfehler.

Die Uberwindung dieser Instabilitit durch Regularisierung bedeutet hier,
dass man die erwartungstreuen Schétzungen verldsst und eine Verzerrung
(bias) erlaubt. Als gutartige Naherung von &, verwendet man vorzugsweise
Ridge-Schéatzungen

Tar = Vapz = (ATCTP A+ M)TTATO Yz, (4.139)

die auf symmetrischen positiv semidefiniten Matrizen M € IR™*" basieren.
Es ist offensichtlich, dass sich die regularisierte Losung z, (Formel (4.117))
der Tichonov-Regularisierung fiir C' = 02/ und M = %LTL als spezielle
Ridge-Schétzung erweist.

Ridge-Schitzungen mit M = B! spielen auch eine wichtige Rolle in Bayes-
schen linearen Regressionsmodellen (4.126), in denen die Losung selbst als
Realisierung eines zufélligen Vektors x mit den Momenten

Er=peR" und Covz=BeR"™" (4.140)
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betrachtet wird. Dabei nehmen wir an, dass die zufélligen Vektoren ¢ und
x stochastisch unabhéngig sind und gehen von einer positiv definiten Ko-
varianzmatrix B des zufélligen Vektors der potentiellen Losungen z aus.
Als Bayessches Risiko bezeichnet man den mittleren quadratischen Fehler
E||z(z) — x||3, in welchem der Erwartungswert iiber alle zuféilligen Vektoren
e und x genommen wird. Wegen der stochastischen Unabhéngigkeit von e
und = kann man fiir affin lineare Schitzungen (4.128) das Bayessche Risi-
ko als Erwartungswert iiber alle Vektoren = angewandt auf Formel (4.137)
bilden und erhélt

Bli(z) —zl3 = E[(VA-ID)(z—p)+(VA=Du+ol;+spu(VCVH)™
= E|(VA-D)(z—p);+2E(VA=I)(z - p), (VA= Tu+uv)
+E|[(VA — Dp+ |3 +spur(VOVT) ™.

Daher gilt fiir das Bayessche Risiko wegen E(x — p) = 0 die Gleichung

E||i(z) — z||3 =spur(VA—D)B(VA—-1)" + VCV") + |[(VA = ) + v][3.

(4.141)
Um das Bayessche Risiko zu minimieren, wiahlt man v = (I — V' A)u und 16st
das Optimierungsproblem

spur(VA—DB(VA—- DT +VCVT) =min! V€ R™™,  (4.142)

d.h., es ist eine solche Matrix V = V,; zu finden, welche die Spur der Matrix
(VA-D)B(VA—D)T+VCOVT am kleinsten werden lisst. Dann ist o, = pu+
Vi (z — Ap) die optimale Bayessche Schitzung, die wir hier als stochastische
Regularisierung bezeichnen wollen.

Theorem 25 Die stochastische Regularisierung
T =p+Valz — Ap) = p+ (ATCHA+ B Y TATC Mz — Ap)  (4.143)

mit der Matrix
V;t — (ATC—lA + B—l)—lATC—l

ist die eindeutig bestimmte affin lineare Schitzung (4.128) mit kleinstem
Bayesschen Risiko

E||zs(2) — 2|5 = spur((ATCrA+ B~1)7h). (4.144)
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Von der Giiltigkeit dieses Satzes wollen wir uns jetzt iiberzeugen. Wir machen
dazu den Ansatz V = Vi + Ve mit Vyy = (ATC71A + B7)71ATC~! und
zeigen, dass genau fiir V,.y = 0 die Spur der Matrix

(VA-I)B(VA-DT +vcvT
minimial wird. Es ist

spur(VA—DB(VA—- DT +vCevh) = spur((VyA—1B(VyA—1)F
+ spur(V;tCVS:f + V;“est(ABAT + C)Vrzcjst)a

denn es gilt wegen (4.129)

spur(Vyest AB(Vy A — T + (VA — )BATVE )+
spur (Vi CVyest + Vet CVy) = 2spur((Vy A — ])BAT + VstC)Vﬁst)
= 0,

da die Matrix

(VuA — I)BAT + V,,C

(ATC*A+ B H T ATC A~ I)BAT
(

+ ATC_1A+ B—l)—lAT
— —(ATCT'A+ B AT
T (AchflA_'_ Bfl)flAT

= 0
verschwindet. Nun ist mit VyA — [ = —(ATC71A+ B~1)~1B~!

spur((Vy A — ) B(VyA — )T + V,OVg) =

spur((ATC'A+ B Y 'B'BATCA+ B ™)' B +
spur((ATC'A+ B Y 'BtATCAATCH A+ B Y ' BT =
spur((ATC™'A + B~ H™).

Die betrachtete Gesamtspur wird am kleinsten, wenn V.., den Wert
Spur(vrest (ABAT + C)VrZst)

minimiert. Da (ABAT + C) jedoch eine positiv definite Matrix darstellt, ist
dies wegen Lemma 22 Formel (4.132) genau dann der Fall, wenn V. = 0
gilt. Folglich gilt Theorem 25.
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Man iiberzeugt sich leicht, dass & auch das Optimierungsproblem
(CHAT — 2), AT — 2)o + (B"H(T — p), ¥ — p), = min! 7 € R" (4.145)
16st. Mit C~' = WTW und der Sympathiefunktion
V(&) = (BHF = p), & — p)o = (& — )" BT — p)

kann die stochastische Regularisierung als L.’osung des regularisierten gewich-
teten Kleinste-Quadrate-Problems

|W(AZ — 2)||3 + Q(z) = min! 7€ R"

geschrieben werden.Es ist dabei bemerkenswert, dass sich beim Bayesschen
Modell die optimale Gewichtsmatrix W und die optimale Sympathiefunktion
2 aus Momenten der zufilligen Vektoren x und ¢ automatisch ergeben. So-
mit besteht bei der stochastischen Regularisierung keine Notwendigkeit der
Wahl von Regularisierungsparametern. Allerdings miissen der Vektor u sowie
die Matrizen B und C' in der Praxis meist empirisch aus Stichprobendaten
geschitzt werden.

4.3 Tichonov-Regularisierung fiir nichtlinea-
re Gleichungen

Wir betrachten hier das nichtlineare Identifikationsproblem
Flx)=y, zeDCX, yeY (4.146)

in den unendlich dimensionalen Hilbertrdumen X und Y. Unser Ziel besteht
in der Ubertragung der Methode der Tichonov-Regularisierung auf den Fall
nichtlinearer inkorrekter Operatorgleichungen. Wir gehen dabei von einem
konvexen Definitionsbereich D und einem stetigen und schwachabgeschlosse-
nen Operator I aus, der fiir alle x € D eine Fréchet-Ableitung F'(x) besitzen
moge. Zur exakten rechten Seite y € Y existiere wenigstens ein Losungsele-
ment xg € D mit F(xy) = y. Wir suchen nun nach einer Minimum-Norm-
Losung T, = Tmn(y) € D der Operatorgleichung (4.146) zu einem gegebe-
nen Referenzelement z* € X mit F(z,,,) =y und

|Tmn — 2*||x = min{||lx — 2*||x : F(z)=vy, = € D}. (4.147)
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Die nach Tichonov regularisierten Losungen 2% werden dabei ausgehend von
gestorten Daten ys € Y mit

lys — ylly <9 (4.148)
als Losung des regularisierten Kleinste-Quadrate-Problems
T.(z) = |F(z) — ys||} + a||lr — 2*||% = min!, z€D (4.149)

mit einem positiven Regularisierungsparameter a > 0 konstruiert. Fiir prak-
tische Rechnungen diskretisiert man das Ersatzproblem (4.149) und 16st
die entsprechende nichtlineare Optimierungsaufgabe im endlichdimensiona-
len Raum. Der alternative Weg (erst diskretisieren, dann regularisieren) ist
ebenfalls moglich. Wir diskutieren diese Moglichkeit kurz am Beispiel der
Selbstfaltungsgleichung

(F@)s) = [ als—hat)dt=y(s) (O <s<1 (4.150)

im Hilbertraum X = Y = L?(0,1). Dazu unterteilen wir das Einheitsinter-

vall in n Teilintervalle I; = [s;_1,s;] mit s; = j/n und den Mittelpunkten

t; = (i—1/2)/n. Die Integrale lassen sich dann unter Verwendung von Funk-

tionswerten in den Mittelpunkten der Teilintervalle durch die Summen

J
z(s; — t;)x(t;)

=1

annihern. Da aber im Raum L? Funktionswerte nicht punktweise definiert
sind, substituiert man y(s;) wie auch x(¢;) durch gewichtete Durchschnitte

Y = /1 wy(t)y(t) dt und x; = /I way(t)x(t) dt

J

auf der Grundlage geeigneter nichtnegativer Gewichtsfunktionen wiund wy

mit
/ijl(t) dt:/liwg(t) dt = 1.

Fiir die j-te Komponente erhalten wir dann die Gleichung

1J
Y; = (I)j(l') = E ij+1fi$i- (4151)
i=1
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Die inkorrekte nichtlineare Integralgleichung (4.150) wird dann durch das
schlechkonditionierte Gleichungssystem

d(x) =y, reDCR" yeR" (4.152)

angenéhert, wobei
D={xeR": z; >0}

als Definitionsbereich betrachtet wird. Die auf der Losung des nichtlinearen
Optimierungsproblems

T.(z) = ||®(x) — ys]|5 + af|z — 2*||3 = min!, z€ D CR" (4.153)

beruhende Tichonov-Regularisierung liefert dann fiir einen Referenzvektor x*

und hinreichend grofiem o wieder stabile Néherungslosungen z2, von (4.152).

Bei numerischen Experimenten zu dieser Gleichung kommt man zu folgenden
Resultaten. Die fehlerbehafteten Daten wurden durch zuféllige relative Fehler
< 0.01 generiert. Die unregulariserte Losung weist wieder Oszillationen auf.
Die Amplituden dieser Oszillationen werden fiir wachsende ¢ immer grofler.
Wahlt man dagegen den Regularisierungsparameter nach einen der heuri-
stischen Parameterwahlkriterien, z.B. o = 107%, so stimmen regularisierte
Losung und exakte Losung sehr gut iiberein. Meist ist dabei das Verhalten
der regularisierten Losung an den Intervallenden schlechter als im mittleren
Abschnitt des Definitionsintervalls.

Wir wollen uns nun wieder mit der Tichonov-Regularisierung im unendlichdi-
mensionalen Hilbertraum beschéftigen. Im Gegensatz zum unregularisierten
Kleinste-Quadrate-Problem ist das regularisierte Gegenstiick (4.149) fiir po-
sitive « stets losbar.

Lemma 24 Unter den in diesem Abschnitt formulierten Forderungen an den
Operator F besitzt das reqularisierte Kleinste-Quadrate-Problem (4.149) fiir
alle ys € Y wenigstens ein Losungselement 25 € D.

Ist namlich {z,} C D eine Folge von Elementen mit 7, (z,) < ing To(x)+n,
Te

mit lim 7, = 0, dann sind {|[F'(z,) — ys[l5-} und {[|z, — 2*[|% } beschrénkte

Folgen. Es gibt dann eine schwach konvergente Teilfolge x,, — z € D mit
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F(x,,) — y. Wegen der schwachen Abgeschlossenheit von F gilt y = F(Z)
und damit (wegen der schwachen Unterhalbstetigkeit der Normen)

|z — z"||x < lim inf ||z, — 2" x
k—oo
sowie
IF) ~ wslly < Jim inf|[F(s,) — il

)

Wegen T,(z) < klim inf T, (z,,) = ig{) T, (x) ist dann = = 29,

des Extremalproblems (4.149).

eine Losung

Mit den gleichen Hilfsmitteln zeigt man die Stabilitdt der regularisierten
Losung 2° beziiglich kleiner Stérungen in den Daten. Wenn ys, — ys, in Y
gilt, so gibt es in der Folge regularisierter Losungen {297} eine in X konver-
gente Teilfolge, und das Grenzelement jeder solchen konvergenten Teilfolge
ist eine regularisierte Losung 2:%.

Im né&chsten Theorem behandeln wir die Konvergenz regularisierter Losun-
gen xi((;) gegen x*-Minimum-Norm-Lésungen z,,, bei geeigneter Apriori-
Paramterwahl a = «/(9).

Theorem 26 Wir wihlen die Regularisierungsparameter a = «(0) derart,

dass
2

a(9)
gelten. Dann hat unter den in diesem Abschnitt formulierten Forderungen an
den Operator F' fiir 6, — 0 jede Folge {wg’;} von Lisungen der Extremalpro-
bleme (4.149) mit § := 6, ||lys, — y|| < 0p und o := o, = 0, (6y) eine in X
konvergente Teilfolge, deren Grenzelement eine x*-Minimum-Norm-Losung
Tmn der Operatorgleichung (4.146) reprdsentiert.

a(d) =0 und

—0 fir 6—0 (4.154)

Fiir den Beweis des Theorems 26 betrachten wir eine z*-Minimum-Norm-
Losung x,,, der Operatorgleichung (4.146). Dann gilt fiir die Elemente der
Folge {:17‘;’; } regularisierter Losungen die Ungleichung

T, (x) = |F() —ys, I3 + anllzdn — %1%
T, (Tmn)

||F(xmn) - ngnH%/ + O‘n”Imn - x*H%(
O + [ Tnn — 2|5

(IIVAN

IN
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aus welcher F(2%) — y und damit natiirlich auch F(z) — y in Y fiir
n — oo folgt. Ebenso ergibt sich daraus wegen (4.154)

Jim sup [ = @7 | < flamn — "

Da nun {xgj; } beschrénkt ist, haben wir eine schwach konvergente Teilfolge
xi’;’jc — z € D fiir k — o0. Die schwache Abgeschlossenheit von F' liefert
_ Sn o ok
dann F(Z) = y. Wegen za,! — 2" = 7 — 2™ ist
_ * . On * *
o= &l < Jim sup a2k —a*llx < o —a°]x

und somit selbst z*-Minimum-Norm-Losung der Operatorgleichung (4.146).
Damit ist Theorem 26 bewiesen.

Abschlieflend wollen wir noch die Frage beantworten, ob auch bei nichtlinea-
ren Problemen Konvergenzraten fiir die Tichonov-Regularisierung erreichbar
sind. Wir erinnern uns hier speziell an die Theoreme 22 und 23 fiir den
nichtlinearen Fall. Hier wollen wir aber nur den Fall a ~ § néher betrachten.
Wie im linearen Fall kommen Konvergenzraten fiir die Losung nicht ohne
Quelldarstellung der Losung aus. Im Hintegrund steht wohl dabei auch die
Tatsache, dass man lokale Korrektheit erzwingen kann, wenn man den Defini-
tionsbereich einer lokal inkorrekten Aufgabe entsprechend einschriankt (siehe
Theorem 17).

Theorem 27 Es sei x,,, eine x*-Minimum-Norm-Ldosung der nichtlinearen
Operatorgleichung (4.146) mit
|F'(z) — F'(xmn)|ly < Ll|x — xpnllx  fiir alle x € D. (4.155)

Dann gilt unter den in diesem Abschnitt formulierten Forderungen an den
Operator F fir eine Apriori-Wahl o = «(6) ~ & die Fehlerabschitzung

25, = Zonllx < CVE (4.156)
fiir eine Konstante C' > 0, falls x,,, eine Quelldarstellung der Gestalt
Ty — = F'(xpn)w (weyY) (4.157)
mit
Lijwlly <1 (4.158)

befriedigt.
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Die Aussage von Theorem 27 beruht wieder auf der Ungleichung
To(x) = 1 F(aq) = ysll¥ + allag — 2*% < Ta(mn) < 0%+ allmm — 2%,
welche

IF(@) = ysll + alled = zanlx < 6%+ aflamn — "%
+a(llzd, — w5 — 125 — 27[I%)
= P+ alTpn — 5, T — ) x
+al{x™ — Ty, 2:13'(; — T — T ) x

2 * 1
= 0"+ 20(Timpn — T, Ty, — X)X

nach sich zieht. Wegen Formel (4.155) erhélt man

L
||F(l‘i) — F(Tmn) — F/(Imn)(xi — Ty |ly < 5”956@ - xmn”%(

und damit unter Beriicksichtigung der Quelldarstellung (4.157)

1F(20) = wslly + allzd, = zmallX < 6%+ 20w, F'(@n) (Tn — 7))y
< &+ 2a(w, (y —ys) + (ys — F(22)))y
+2a<w F( 5) F(l’mn) (xmn>(xi
< 0%+ 2ad||lwlly + 2allwl|y || F(z) — yslly

—f-OzLHwHnya - 1Emn”X'
Das wiederum liefert die Ungleichung
(1F (z0) = wslly = allwlly)® + a(l = Lilwlly)llz = zmall3 < (8 + allwlly)?
und schliellich wegen (4.158)
5 0 + afwlly

a $mn||X S .
vay/1—Ljjwly

Daraus erhilt man unter Verwendung von o ~ § bzw. €6 < a < O fiir alle
betrachteten 6 > 0

Iz

a8 — allx < 220 o5,
VovT1— Llwly

- xmn»Y
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Dies entspricht der Fehlerabschéitzung (4.156). Dabei ist ausreichend, bei
Formulierung und beim Beweis von Theorem 27 nur geniigend kleine § > 0
zu betrachten. Auch fiir die Lipschitz-Bedingung (4.155) reicht es, wenn sie in
einer geniigend grofien Umgebung von 2, gilt. Aus den obigen Uberlegungen
wird auflerdem deutlich, dass es nur eine z*-Minimum-Norm-Loésung x,,,

der Operatorgleichung (4.146) geben kann, welche die Voraussetzungen von
Theorem 27 erfiillt.

Weitere Detailuntersuchungen zur Tichonov-Regularisierung nichtlinearer in-
korrekter Operatorgleichungen, Aussagen zur Aposteriori-wahl und Anwen-
dungsbeispiele findet man bei Engl/Hanke/Neubauer (Kapitel 10). Im Kapi-
tel 11 von diesem Buch findet man die wichtigsten heute bekannten Ergeb-
nisse zur iterativen Behandlung solcher nichtlinearer Probleme. Insbesondere
enthélt dieser Abschnitt Aussagen iiber die Landweber-Iteration fiir nichtli-
neare Probleme.

Ubungsaufgabe 4.1 Zeigen Sie, dass fiir regularisierte Losungen z° (siche

Formel 4.22) bei der Tichonov-Regularisierung einer unrestringierten linea-
ren Operatorgleichung Ar = y mit kompaktem Operator A € L(X,Y) und
dim(R(A)) = oo in separablen Hilbertriumen X und Y mit ¥ (a) = |22 ||%
die Grenzwertbeziehungen

lim (o) =0 fir alle ys € Y

und
lim (a) = || ATys % fiir y5 € R(A) & R(A)*
sowie
lim Y(a) = oofiir ys € R(A) ® R(A)*
gelten.

Ubungsaufgabe 4.2 Unter den Voraussetzungen N(A*) = {0} und (4.32) sei
Top €ine Losung des restringierten Ersatzproblems (4.34). Man weise nach,
dass es dann einen Regularisierungsparameter a > 0 gibt, so dass x,, auch
eine nach Tichonov regularisierte Losung 2, mit T, (7)) < Tp() fiir alle
x € X ist.

Ubungsaufgabe 4.3 Zeigen Sie, dass fiir ys ¢ N(A*) die in Formel (4.37) im
Zusammenhang mit der Tichonov-Regularisierung einer linearen Operator-
gleichung Az = y bei kompaktem Operator A € £(X,Y) und dim(R(A)) =
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oo in separablen Hilbertrdumen X und Y eingefithrte Funktion ¢(5) =
|Az},5 — ysll3- — 0% fiir alle B > 0 stets monoton fallend und streng kon-
vex ist.

Ubungsaufgabe 4.4 Man zeige die Giiltigkeit der Ungleichung (4.71) aus Ab-
schnitt 4.1.3 fiir alle positiven reellen Zahlen o und o.

Ubungsaufgabe 4.5 Man iiberzeuge sich von der Tatsache, dass die n-dimensionalen
Teilrdume X,, = span(uy, ..., u,) eingeschrinkte Methode der kleinsten Qua-
drate (4.74) fiir einen kompakten Operator A mit dem singuldren System
{oj;u;;v;} auf die Formel

n .
xi _ Z <y67011-g>yuj
1 J

Jj=1

fithrt, die damit unter der Bedingung (4.73) mit der Darstellungsformel (4.57)
der Methode der abgebrochenen Singuldrwertentwicklung iibereinstimmt.



