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8.Übung
”
Analysis III “

25.) Vorgegeben sei das Integral: P :=
∫ 1

0
(
∫ 1

−1
(1 + xy)−1dx)dy .

(a) Zeigen Sie durch Entwicklung des Integranden in eine geometrische Reihe:
P = 2

∑∞

n=0
1

(2n+1)2
.

(Tip. Verwenden Sie geeignete Konvergenzsätze zur Vertauschung von In-
tegration und Summation. )

(b) Nun soll u = u(x) := x + 1
2
y(x2 − 1) substituiert und die Integrationsrei-

henfolge vertauscht werden. Begründen Sie, weswegen dies möglich ist und
schliessen Sie auf

P =

∫ 1

−1

(

∫ 1

0

dy

1 + 2uy + y2
)du =

∫ 1

−1

1√
1 − u2

arctan
1 + u√
1 − u2

du

(c) Das letzte Integral in (b) kann mittels der Substitution u = − cos 2φ ge-
knackt werden. Berechnen Sie den Wert von P .

(d) Zeigen Sie mittels Reihenmanipulation
∑∞

n=1
1
n2 = π

2

6
.

3 + 4 + 2 + 1 Punkte

26.) Für n ≥ 1 sei

fn : R → R; x 7→
{

x

n2 exp (− x

n
) x ∈ R

+

0 sonst.

Begründen Sie, weswegen fn ∈ L1(R) ist, und zeigen Sie mit den Konver-
genzsätzen, dass die Folge weder monoton fallend ist, noch eine konvergente
Majorante besitzen kann.

2 Punkte

27.) Beweisen Sie folgende Version des Fatouschen Lemmas:
Es sei fν ∈ F+(Rn) ∩L1(R

n) eine Funktionenfolge, für die ein M > 0 existiert,
so dass für alle ν ∈ N stets

∫

Rn
fνdx ≤ M < ∞ bleibt. Dann gilt lim inf

ν→∞
fν(x) ∈

L1(R
n) und

∫

Rn

lim inf
ν→∞

fνdx ≤ lim inf
ν→∞

∫

Rn

fνdx.

(Tip. Setzen Sie gµ := inf
ν≥µ

fν und zeigen Sie zunächst die Integrierbarkeit der

gµ.) 4 Punkte

Abgabe: 19.1.04, in der Übung.


