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EINFUHRUNG: ANWENDUNGSBEISPIELE UND TYPEN VON
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die Theorie der Differentialgleichungen beschéftigt sich mit, wie der Name schon
sagt, Gleichungen in denen Differentiale, also Ableitungen von Funktionen vorkom-
men. Die Theorie ist nun nicht einheitlich: Je nachdem wie die Differentialgleichung
beschaffen ist, unterscheidet man verschiedene Typen und entwickelt diverse The-
orien, welche jeweils die Besonderheiten des Typs beriicksichtigen. Zun&chst aber
einige

Beispiele.

e Die Durchbiegung einer kreisférmigen Platte wird durch die Differ-
entialgleichung

BAAu+Ku=f

beschrieben. Dabei bezeichnet w die Durchbiegung der Platte (u ist die
gesuche Funktion), B, K sind konstante physikalische Kenngréfen und f
ist die auf die Platte wirkende Kraft. Zur Anwendung kommen Platten
hauptséchlich als Geschossdecken, Fundamentplatten aber auch bei Briick-
en und werden meist zwischen Auflagern gespannt. Die Auflager sind hier-
bei meist linienformig (Wande) oder punktférmig (Stiitzen). Hieraus ergibt
sich im ersten Fall noch eine zusétzliche Bedingung, eine Randbedingung,
an u: Der Rand der Platte sei mit P bezeichnet. Da sich die Platte am
Rand nicht biegt, sie liegt ja fest auf, gilt u |sp= 0. Hinzu kommen weitere
Bedingungen an die Ableitungen von wu.

e Aus der Strémungslehre sind die NAVIER-STOKES-Gleichungen bekan-
nt:

1

A : -
Tre u+ (u-V)u+Vp f

Vu = 0

Ut —

Die Existenz einer Losung kann nur in Spezialfillen nachgewiesen werden;
eine allgemeine Lisung steht noch aus und ist eines der sieben Millenium-
Probleme des CLAY MATHEMATICS INSTITUTE.!

Den Fall des reibungsfreien Fluids (im zweidimensionalen Fall) beschreiben
die EULER-Gleichungen:

P pu pv
9| pu n O pur+p n 9 puv —0
ot | pv ox puv Oy pv° +p

E (E+pu (E+p)v

mit p = (v — 1)(E — §(u® 4+ v?)) (algebraische Zustandsgleichung). Dabei
bezeichnen u sowie v die Geschwindigkeit, p den Druck, f eine dufiere Kraft,
p die Dichte, E die innere Energie und v den Adiabatenexponenten. Als
praktische Anwendungen konnen durch Luft umstromte Flugzeuge und die

lsiehe www.claymath.org/millennium /Navier-Stokes Equations/Official Problem Description.pdf
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Bekimpfung von Waldbrinden genannt werden. Ahnliche Gleichungen spie-
len in der Modellierung von Operationen in der Gesichtschirurgie eine Rolle.

Die BLACK-SCHOLES-Gleichung ist ein finanzmathematisches Modell
zur Bewertung von Finanzoptionen:

fe+7rSfs+0,50%S%fss =rf.

Um diese Gleichung zu erkliren bendtigt man Begriffe der Warschein-
lichkeitstheorie. Zur Herleitung der Gleichung wird der Begriff des standar-
disierten Wiener-Prozesses (ein stochastischer Prozess mit gewissen Eigen-
schaften, auch Brownsche Bewegung genannt) bendtigt um die Renditeen-
twicklung eines Wertpapiers zu beschreiben. Weiterhin benétigt man hier
einen neuen Integralbegriff, das ITO-Integral oder STRATONOVICH-Integral,
damit man das Integral eines stochastischen Prozesses mit unendlicher
Variation definieren kann. Soweit wollen wir hier nicht gehen, es sei nur
gesagt, dass diese Gleichung zu den stochastischen Differentialgleichungen
gehort und der Begriff des Wiener Prozesses oftmals in den Natur- und
Wirtschaftswissenschaften zur Simulation zufélliger Entwicklungen verwen-
det wird.

Das SIR-Modell. Auch die Modellierung von biologisch-medizinischen Sachver-
halten ist méglich, z.B. die Dynamik infektiéser Krankheiten. Ein einfaches
Modell von KERMACK-MCKENDRICK betrachtet eine Population, bei der
die Anzahl der Lebewesen konstant ist. Es unterteilt die Population in drei
Teilpopulationen: die gesunden Lebewesen S, die infizierten Lebewesen [
und die Lebewesen R, die aus dem Krankheitsprozess ausgeschieden sind
(z.B. durch Genesung oder Tod), in Quarantine genommen wurden oder
die Krankheit nicht iibertragen konnen (z.B. wegen Immunitét). Demnach
geben S(t), I(t) und R(t) die Anzahl der zur Zeit ¢t zu S, I und R gehoren-
den Lebewesen an und es gilt S(t) + I(t) + R(t) = const. Das Modell lautet
nun

S'(t) = —aS@)I(t)
I'(t) = aS@It) - pI)
R(t) = pIt)

fiir ¢ > 0. Die Gleichungen geben das Anderungsverhalten der Gréfen der
Teilpopulationen an. Mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit trifft ein s € .S
auf ein ¢ € I und infiziert sich, s gehort nun zu I (erste Gleichung). Die An-
zahl, die von S abwandert zahlt dann zu I. Irgendwann hat ein Lebewesen
den Krankheitsprozess iiberstanden, ist genesen oder stirbt gar, (zweite Gle-
ichung) und z&hlt nun zu R (dritte Gleichung). Man kann nun mehrere Er-
weiterungen des Systems vornehmen, z.B. ist hier nicht beriicksichtigt, dass
ein s € S durch Impfung gleich nach R abwandern kann oder ein Lebewe-
sen die Krankheit {iberstanden hat (also zu R gehort) und nach einiger Zeit
wieder erkrankt und zuriick zu I abwandert. Die dabei auftretenden Uber-
gangsraten (hier o und ) miissen empirisch ermittelt werden. Unterstellt
man eine Exponentialverteilung, so ist z.B. % die mittlere Verweildauer in
der Teilpopulation I. Praktische Anwendungen sind die Modellierung des
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Schweren Akuten Atemwegssyndroms (SARS), einer Infektionskrankheit,
die erstmals im November 2002 auftrat oder, mit ausgefeilteren Modellen,
die Modellierung des Krankheitsverlaufs bei HIV und AIDS.2

Hat man ein Modell gefunden, so ist es die Aufgabe der Theorie der Differential-
gleichungen folgende Fragen fiir Differentialgleichungsprobleme zu beantworten:

(1) Existiert eine Losung?
(2) Existiert sogar genau eine Lisung?

(3) Stabilitit: Hiangt die Losung stetig von ihren Anfangsdaten (Randdaten,
ihrer rechten Seite oder Parametern) ab, d.h. &ndert sich die Lésung nur
wenig, wenn man die Anfangsdaten wenig stort?

(4) Regularitit, qualitative Eigenschaften: Wie sieht das asymptotische Verhal-
ten einer Losung aus? Von welchem Grad ist die Glattheit einer Losung?

(5) Wie kann man exakte Lésungen konstruieren?

(6) Wie kann man approximative Lisungen konstruieren? (Fiir diskrete Gle-
ichungen kann man die Fragen (1) bis (5) noch einmal diskutieren.)

Wie erwahnt, werden diese Fragen fiir verschiedene Typen von Differentialgleichun-
gen erortert:

e explizit vs. implizit: Eine explizite DGL ist nach der héchsten Ableitung
aufgelost (z.B. v”’(z) = f(x), * € R). Ist dies nicht der Fall, so liegt die
DGL in impliziter Form vor.

e gewOhnlich vs. partiell: Die gesuchte Funktion u hingt bei einer gew6hn-
lichen DGL nur von einer (z.B. v/(z) = u(x) + ¢, x,¢ € R), bei einer par-
tiellen DGL von mehreren Variablen ab (z.B. Zu(t,z) + Zu(t,z) = 0,
t,z € R), es treten also partielle Ableitungen auf.

e Ordnung einer DGL: Die Ordnung einer DGL richtet sich nach der héch-
sten Ableitung. (z.B. ist Zu(t, :E)—l—aa—;u(t, x) = 0 eine partielle DGL zweiter
Ordnung)

e linear vs. nichtlinear (semilinear, quasilinear, (echt) nichtlinear):

linear: Die DGL ist in der Losung und ihren Ableitungen linear. (z.B.

(1) = Au(t))

2zur Modellierung von HIV siehe Denise Kirschner, Using Mathematics to Understand HIV
Immune Dynamics, Februar 1996, www.ams.org/notices/199602/kirschner.pdf
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semilinear: Die hochste Ableitung kommt in der DGL linear vor, niedrigere

Ableitungen kénnen nichtlinear vorkommen. (z.B. —Au = u?)

quasilinear: Die hichste Ableitung der gesuchten Funktion kommt lin-
ear vor, kann aber nicht von niedrigeren Ableitungen getrennt wer-
den, d.h. die DGL kann nicht in explizite Form gebracht werden. (z.B.
a(x,t,u(ac,t))%u(ac,t) + b(z,t, u(a:,t))%u(x,t) =0)

nichtlinear: Die héchste Ableitung kommt nichtlinear vor. (z.B. (v (x))2u/(z))’

f(z))

Wie im ersten Beispiel gesehen, kann es noch zusédtzliche Bedingungen, die sog.
Randbedinungen an die Losung u einer Differentialgleichung geben. Auch hier un-
terscheidet man verschiedene Typen. Gegeben sei der Definitionsbereich dom u der
reellen Funktion w. Seien a, b € d(dom u), o, 8 € R und ¢4, ¢, € R\ {0}. Dann
heifen Randbedingungen der Gestalt

u(a) = a und u(b) = B Dirichletsche Randbedingungen,

u'(a) = a und v/(b) = 8 Neumannsche Randbedingungen,

¢q + ' (a) = o und ¢, + v/ (b) = B Robinsche Randbedingungen,
u(a) = u(b) und v'(a) = v'(b) periodische Randbedingungen.

Treten in x = a und x = b verschiedene Randbedingungen auf, so spricht
man von gemischten Randbedingungen.

Beispiele. Wir betrachten noch einmal die einfiihrenden Beispiele.

Die Plattengleichung ist eine lineare partielle Differentialgleichung vierter
Ordnung.

Die Navier-Stokes-Gleichungen sind ein System von semilinearen partiellen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Die Euler-Gleichungen sind ein System von quasilinearen partiellen Differ-
entialgleichungen erster Ordnung.

Die Black-Scholes-Gleichung ist eine explizite lineare partielle Differential-
gleichung zweiter Ordnung.

Das SIR-Modell ist ein nichtlineares gekoppeltes System gewShnlicher Dif-
ferentialgleichungen.
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1. ELEMENTARE LOSUNGSMETHODEN FUR GEWOHNLICHE UND PARTIELLE
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

In einfachen Fillen kann man die Losung(en) einer Differentialgleichung explizit
bestimmen und ausrechnen. Wir wollen hier die wichtigsten Lésungsmethoden und
Ideen vorstellen.

1.1. Lineare gew6hnliche Differentialgleichungen.

Zunichst betrachten wir einige
Beispiele.

e Seien ug, tg, A € R und das Anfangswertproblem (AWP)

u'(t) = Au(t), t>to
u(to) = Up

(1.1)

gegeben, wobei die Funktion w : [tg, 00] — R gesucht ist. Die Lsung ist
u(t) = eMtt0)yy,

Fiir A > 0 kann man mit (1.1) das Wachstum von Bakterien im Anfangssta-
dium modellieren, fiir A < 0 den radioaktiven Zerfall.

e Mit dem folgenden AWP kann man z.B. Schwingungen modellieren:
u”’(t) + pu'(t) + qu(t) =0, t>0
u(0) = ug
u'(0) = v
wobei p,q,ug,vg € R. Um eine Lésung zu finden, verwenden wir den e-
Ansatz: Wir vermuten, dass die Losung eine Linearkombination von Expo-
nentialfunktionen ist. Dazu betrachten wir das charakteristische Polynom
(wir setzen unseren Ansatz in die DGL ein)
)\2 A RS A
(A +prAtq) - =0
>0

und erhalten fiir A die Lésungen Ay 2 = —g +4/ % — ¢. Nun haben wir drei
Fille zu unterscheiden:

(1) M2 € R, A1 # Ao: Dann bilden u (t) = eMt und us(t) = e*2? ein Fun-
damentalsystem von linear unabhingigen Ldsungen. Die allgemeine
Losung ist damit durch

u(t) = AeMt 4 Be?t
gegeben, wobei die Konstanten A, B durch die Anfangswerte ug, vg zu
bestimmen sind.
(2) A1 = A2 =: A\: Dann bilden u;(t) = e und uy(t) = te* ein linear
unabhingiges Fundamentalsystem. Die Losung ist damit durch

u(t) = AeMt 4 Bter?
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gegeben, wobei A und B wieder durch die Anfangswerte zu bestimmen
sind.

(3) A12 € C\ R: Dann sind A\; und A\ konjugiert komplex zueinander,
also A\ = a +ib und \; = a — ib, und wir erhalten mit u;(t) = e** =
e®(cosbt + isinbt) und us(t) = e*?* = e¥(cos(—bt) + isin(—bt)) =
e (cos bt — isin bt) ein Fundamentalsystem. Die allgemeine Lsung ist
damit durch

u(t) = e*((A+ B) cosbt + (A — B)isinbt)

gegeben; A und B sind durch die Anfangswerte zu bestimmen.

Superpositionsprinzip. Fiir die Losung des letzten Beispiels haben wir das Su-
perpositionsprinzip benutzt: Seien X, Y lineare Ridume iiber R und A : X — Y eine
lineare Abbildung, v € X und f € Y. Gegeben sei das Problem

(1.2) Au = f,

wobei (1.2) fiir f = 0 homogenes Problem und fiir f # 0 inhomogenes Problem
genannt wird. Das Superpositionsprinzip besagt:

e Seien u,v LOsungen des homogenen Problems. Dann ist auch eine Lin-
earkombination von u und v eine Losung des homogenen Problems, denn

A(Qu + pv) = M A(u) +p A(v) = 0 fiir alle u, A € R, u,v € X.
—— —~—
-0 -0

o Seien Upom, eine Losung des homogenen Problems und u, eine (partikulére)
Losung des inhomogenen Problems, dann ist auch u.,, 4 u, eine Losung
des inhomogenen Problems, denn A(upnom + tp) = A(Unom) + Aup) = f.

=0 =f

Reduktion der Ordnung. Eine weitere grundlegende Technik ist die folgende:
Eine gewthnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung

u™ +a, 1 u" Y +a, ou"D + .+ aguM + aou = f

kann man in ein System von n gew6hnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung
iiberfithren. Hierzu fithren wir n neue Variablen ein, vy := u, vy := a1, ..., 0,1 =
u(™=1D und erhalten das System

U 0 -1 0 U 0

d : : :
el : + 0 . - : — : ,

dt | (=2 0 -1 u(m=2) 0

u(n_l) ao . e an_2 an_l u(n_l) f

wir haben also ein System der Form

d -
— U+ AT=0
a + Av

zu losen, wobei eine Matrix der Form von A Frobeniussche Begleitmatriz heillt.
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Die homogene Gleichung. Wir wollen uns nun intensiver mit dem homogenen
Problem

w™ + a0V +a,_0u"? 4+ 4 agu® + agu =0
beschéftigen. Wie bemerkt, wird fiir das Losen des homogenen Problems das Super-
positionsprinzip verwendet. Wir suchen n linear unabhéngige Lésungen w1, us, ..., Uy,.
Dann ist {uy,usg, ..., u, } eine Basis des Losungsraumes, ein sogenanntes Fundamen-
talsystem. {uy,us, ..., u, } heilt linear unabhingig, wenn gilt

n
Z)\kuk =0= X\, =0 fiiralleke{l,..,n}.
k=1

Aquivalent dazu, kann man auch {iberpriifen, ob

1?1)(330) t U(n)(wo)

1 1

uy’(zo) - un (o)

W (20) := det b £0
ul V(o) - ul " (x0)

fiir ein beliebiges xo. A heift Wronskideterminante. Dann ist die allgemeine Losung
des homogegen Problems durch

n
Uqllg = § CrUk
k=1

mit ¢, ¢, ..., cr € R gegeben.

Wie findet man nun ein solches Fundamentalsystem? Dazu haben wir zwei Félle zu
unterscheiden:

e konstante Koeffizienten. Es sei die Differentialgleichung
u™ () + an_1u™V(2) + ... + a;uV (z) + apu(z) =0,

gegeben, wobei ag, ...,a,_1 € R. Durch das Auffinden der Nullstellen \;
(i =1,...,n)des charakteristischen Polynoms

p(A) ="+ A1 A" L+ 4 a )+ ag

erhilt man ein Fundamentalsystem: Fiir einfache Nullstellen \; nimmt man
die Funktion e*¢! und fiir y-fache Nullstellen \; nimmt man die Funktionen
erit teMit g2eMit | th—leAit 7 B, besitzt die DGL

" (x) + bu’ (x) + 3u' (x) — Ju(x) =0

das Fundamentalsystem {e~t, 3!, te3t}.

e nichtkonstante Koeffizienten. Zunichst betrachten wir eine DGL erster

Ordnung:
u'(t) + a(t)u(t) = 0.
Diese kénnen wir umstellen, u/(z) = —a(z)u(z), und erhalten als Losung
¢
u(t)y=c- exp(—/ a(s)ds)
to

fiir beliebiges ty € R.
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Ist eine DGL hoherer Ordnung gegeben, so verwendet man Das Reduk-
tionsverfahren von b’ ALEMBERT um die Ordnung der DGL zu reduzieren.
Dazu bendétigt man eine schon bekannte Lisung. Dies sei an einem Beispiel
erklirt: Gegeben sei eine DGL 2. Ordnung

(1.3) u () + pu' (t) + qu(t) = 0
und u; eine Lisung, die nicht die Null-Lésung ist, von (1.3). Um eine weitere

Losung ug(z) zu finden verwenden wir den Ansatz

x

uxm:ummlfv@wa

o
Setzt man dies in (1.3) ein so erhilt man eine um eine Ordnung reduzierte
DGL, eine DGL erster Ordnung.

Beispiel. Gegeben sei die Legendre-Differentialgleichung

2
14 ") - —— —

Raten oder genaues Hinsehen liefert die Losung u;(¢) = ¢ und der Ansatz

u'(t) + u(t) =0, t€]0,1].

wlt) = 5[v@ws
() = lv@%+w@
uy(t) = v(t) +o(t) + t'(t)

in (1.4) eingesetzt liefert

0 = 2u(t)+1/(0) - - ftﬁ (/t:v(é)dé—i-tv(t)) + 1_2—t2 (t/t:v(g)d§>

= ')+ 2v(t) — 2t° v(t)
N 1—1¢2
2 — 4¢?
!
= tv (t) + ﬁv(t).

Damit ist eine DGL erster Ordnung gegeben:

2t 2
.
0= (T2 )
und die kénnen wir 16sen:

"ol

= c-exp((—In(1 ¢ —21n( N 1)
= c¢- exp (In(t~ ™)
= wiow
Der obige Ansatz liefert weiter
t
1
PN p——

o &2 (1 =62
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und mit Partialbruchzerlegung erhalten wir

t 1+t

Die inhomogene Gleichung (Variation der Konstanen/ Prinzip von Duhamel).
Zunichst behandeln wir wieder eine DGL erster Ordnung

u'(t) + a(t)u(t) = b(t).
Die Losung ergibt als

u(t) = exp(— / ' a(r)dryuo + / " expl / ' a(r)dr)b(s)ds,

to to s

bei konstantem Koeffizient a = const ist

t
u(t) = e~ 1)y, —|—/ et =%)p(s)ds.
to

Beispiele.

e Betrachte das AWP erster Ordnung

{u’(t) — tu(t) = e3t*+t

u(0) =2
Dann ist
¢ ¢ ¢ 1
u(t) = exp(—|—/ Td7)2+/ exp(—l—/ TdT) ~exp(552+s)ds.
0 0 s

142 1.2
5t 58

=142
1, ¢ 1,
= 2exp(st°) + [ exp(5t° + s)ds
2 0 2
= 22t 4 e%tQ(et -1)
= (e + 1)6%752
Warum heifst das Prinzip “Variation der Konstanten”? Die Lésung des ho-
mogenen Systems
u'(t) — tu(t) = 0.
ist durch ,
1
uhom(t) =ez'c
gegeben. Benutze nun uy,,, als Ansatzfunktion fiir das inhomogene System
und betrachte die Konstante c¢ als Funktion in ¢, also

up(t) = c(t)e3’.
Setze u,, in das homogene System ein (u;, = d(t)ezrt” + c(t)ter?):
c’(t)e%l52 + c(zﬁ)te%t2 - c(t)te%t2 =3ttt = g3t et

=0

Damit ist ¢/(t) = €', ¢(t) = €' + ¢ und fiir die Lésung des inhomogenen
Systems ergibt sich
u(t) = (e' + c)e%t2
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und mit der Anfangsbedingung haben wir die Losung des AWP:
u(t) = (¢! + 1)e2"’
Betrachte die DGL zweiter Ordnung
u(t) — 5u' () + 6u(t) = 1 + 2.

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms p(\) = A2 — 5\ + 6 sind
A1 = 2, Ay = 3 und damit ist

Unom (t) = ce® +de3t, c,d e R.

Die allgemeine Losung u ergibt sich nun, indem man die Koeffizienen der
Lésung der homogenen Gleichung als Funktion in ¢ betrachtet (Variation
der Konstanten):

up(t) c(t)e?® +d(t)et
w,(t) = t)e* +2c(t)e* +d'(t)e® + 3d(t)e™

Nun haben wir zwei Unbekannte, aber nur eine Gleichung, d.h. wir kénnen
eine Bedingung geschickt wihlen: Es soll gelten

d(t)e* +d (t)e3 =0,
wir haben also ¢/(t) = —d'(t)e!. Wir setzen
wy(t) =2 (t)e* + 4e(t)e® + 3d' (t)e® + 9d(t)e™
in die DGL ein:
L+t2 = 27 (t)e* + de(t)e? 4 3d' (t)e + 9d(t)e
—5[c (t)e? + 2¢(t)e® 4 d'(t)e® + 3d(t)ed!] +
+6[c(t)e* + d(t)e’]

= 1+12 = =3Jt)e* —2d(t)e*
Mit der gewdhlten Bedingung ergibt sich
1+t2 = 3d(t)ed —2d (t)e®
d'(t)e¥
also
a0 = 2L
_1+8

/ _
dt) = =0

Mit partieller Integration ergibt sich

1

d(t) = 2—7(3*“(%2 + 6t +11)
1

ct) = Ze*Qt(Qt2 + 2t +3)

also ) . .
= 424 =
u(t) =5t + g+ 18-



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1 13

Ansatz der rechten Seite: Wir 16sen die letzte Aufgabe noch einmal auf
eine andere Art. Idee: Die Losung einer linearen gewohnlichen Differential-
gleichung sieht oft wie die rechte Seite aus. Hier ist die rechte Seite ein
Polynom zweiten Grades, also wihlen wir als Ansatzfunktion

uy(t) = a + bt + ct?.
Einsetzen von u,, in die DGL ergibt
6ct® 4 (6b — 10¢)t + 2¢ — 5b + 6a = 1 + t2.
Ein Koeffizientenvergleich mit der rechten Seite liefert die Bedingungen
6c=1,6b—10c =0, 2¢ —5¢c+ 6a =1 also ¢ = %, b= %, a= 3L,
Potenzreihenansatz. Wir nehmen an, dass sich die Losung der DGL
W (8) + pEWd (£) + q(t) = (1)
in eine Potenzreihe entwickeln ldsst, also

u(t) = i ak(t — to)k.
k=0

Konkret sei das AWP
u”(t) + (2 + Du(t) =0

u(l) =1
u'(1) =3
gegeben. Wir entwickeln in ¢ty = 1, da wir wollen, dass die Potenzreihe

der Differentialgleichung in einer Umgebung von 1 konvergiert (Beachte die
AB!). Den Koeffizienten entwickeln wir ebenfalls in eine Potenzreihe

(P +1) =242t — 1)+ (t— 1)
Die Ableitungen

u(t) = ) ark(t —t)" !
k=1

u'(t) = > ark?(t —to)*?
k=2

setzen wir in die DGL ein und formen um (Indexverschiebung). Dann haben
wir
Z(t — D)¥[apra(k +2)(k + 1) + 2ap, + 2ap_1 + ap_o] +
k=2
+ 20,2 —|— 20,0 —|—(t — 1) (6&3 —|— 2(11 —|— 2(10) = O
———

Wir haben nur eine Gleichung aber mehrere Unbekannte: zwei Koeffizienten
erhalten wir durch die Anfangsbedingungen

u(l) = ao=1,
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und mit (x) haben wir as = —ag = —1, mit (%) ag = ... Nun kdnnen
weitere Koeffizienten rekursiv berechnen werden und man bekommt eine
beliebig gute Approximation an die Losung.

1.2. Nichtlineare gew6hnliche Differentialgleichungen.
Lésungsmethoden: Raten, Biicher, Trennung der Verdnderlichen.

Trennung der Verénderlichen. Die Methode “Trennung der Verdnderlichen”
funktioniert nicht fiir beliebige nichtlineare DGL, sie muss von der Form

y'(x) = f(x)g(y)

sein. Zusétzlich fordern wir, dass g(y(z)) # 0 fiir alle z fiir die die Losung definiert
sein soll. Dann kénnen wir umstellen

/tt gl(/;((jc)))dx = /I jf(t)dt

y(@) g, x
= 2=y(z N = f(t)dt
v(e) /y(a:o) 9(2) /wo

und haben die Lésung in impliziter Form gegeben.

Beispiel. Betrachte das AWP

{u’(t) = u@®)] t>0

u(to) = Up ug >0

also f(t) =1, g(u(t)) = /|u(t)] > 0 und
u(t) dz t
— = dx.
/u<to> V12l /to

In einer Umgebung von ug > 0 ist z > 0 und es gilt
2vz =z |},
und damit
u(t) = i(t + 2y/ug — to)?.

Exakte Differentialgleichungen. Ein weiterer spezieller Typ einer Differential-
gleichung ist die exakte Differentialgleichung:

Definition 1.1. (exakte DGL) Die Differentialgleichung
ft,y)
1.5 y'(t) = —
(15) © 9(t,y)
heifit exakt, falls es eine Funktion 2(t,y) gibt mit f(t,y) = 22(t,y) und g(t,y) =
a2 (t,y)-
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Eine einfache notwendige Bedingung, dass eine DGL exakt ist, bekommt man wie

folgt: Wir suchen glatte Losungen, die gemischten partiellen Ableitungen %’
9 =(t,y)

Dyt sind damit gleich. Die Bedingung lautet damit

92(ty) _, 0f(ty) _ dg(ty) _ 9°z(t,y)

( Oty =) Ay ot ( Oyot )

Eine implizite Losung ist dann durch z(¢,y) = ¢ = const gegeben.

Beispiel. Gegeben sei das AWP

2xy>
/ ey
y(xay) - 3x2y2—2

y(1) = 2
Die Differentialgleichung ist exakt, denn mit f(z,y) := 2xy3, g(z,y) 1= 32%y* — 2

ist %;’y) = % = 6xy?. Wir integrieren g—; = f nach x: z(z,y) = 2%y + c(y),
und setzen z in g—j = g ein:
0z
(55 = 32%y% + ¢ (y) = 32%y* -2 (=)

also ¢ (y) = =2, ¢(y) = —2 4 ¢ und mit
2(x,y) = 2%y — 2y =c

haben wir eine implizite Darstellung einer Lésung gegeben. Dies iiberpriifen wir
noch:
(@, y(x)) = 2xy(2)° + 3%y (2)*y' (x) — 2y () = 0
und umstellen ergibt
2xy>

/ __- <Y @
y(z) = 3x2y? — 2

Ist die DGL ¢/(¢t) = —ééf?y’g nicht exakt und kann man p(x,y) finden, so dass

i My f(ty)
(1) = w(z,y) g(t,y)

exakt ist, so heifit p(x,y) integrierender Faktor. Notwendige Bedingung fiir die
Exaktheit von (1.6):

(1.6)

o of  Op dg
dy +6‘yu B 8xg+8:z:7u
ou ou af @

oy _%g+“(8_y_8x) =0

Die Bedingung ergibt eine partielle Differentialgleichung, die i.A. schwieriger zu
16sen ist als eine gewthnliche DGL.

Beispiel.

(1.7) Y (x,y) =
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ist nicht exakt. Einsetzen von f(z,y) := 22 — y und g(z,y) = z?y? + z in die
notwendige Bedingung:

0 2 0 2 _
8—yu(w,y)(:v —y) = goil@y) +p(=1 = 22y" —1) = 0.

Nun versuche aus dieser Bedingung ein p zu konstruieren, so dass (1. 7) exakt wird.
Um es einfacher zu machen nehmen wir an, dass a“ 22y = 0. Dann ist 2 L2y +x) =

(=2 — 2zy?) und

ou —2(1 + xy?)
9y = Mo 5
T T+ T2y
—2(1 + zy?
= o))
z(1+ zy?)
2
= w2
Wir haben also y/(z) = —2u(z). Dies kénnen wir mit der Formel von Duhamel
16sen:
2 1
= — —d = —N'
) =expl— [ Zar) = oz

Die Konstante wéhlen wir beliebig ¢ = 1. Damit haben wir dann eine exakte Dif-
ferentialgleichungen

y/(x,y) =

1.3. Das Charakteristikenverfahren fiir quasilineare partielle Differential-
gleichungen erster Ordnung.

Wir betrachten alles zweidimensional, damit wir auch geometrische Uberlegungen
anstellen kénnen. Sei das Cauchy-Problem

us + a(z, t,u)u, = gla, t,u) z€RE>0

u(x,0) = up(x)
gegeben. Betrachte nun die Lésungen des Cauchy-Problems enlang einer Kurve
x(t): U(t) = u(ze(t),t) (Ansatz), x.(t) heilt Charakteristik. Dann ist

U'(t) = (u(we(t), 1) = ur + upze(t) =1 g(x, t,u).

Damit haben wir ein System von gewhnlichen Differentialgleichungen
{x;u) = aw.t,) = alee(t) 1)

Beispiele.

e u; + 4u, = 0. Einsetzen in (1.8) ergibt z/.(t) = 4 und U'(¢t) = 0. Damit
z(t) =4t +c =4t +x.(0), U(t) = ¢ = U(0)(= u(x.(0),0) = ug(z.(0)). Die
Losung ist also auf der Kurve z.(t) konstant. Fiir beliebige (z,t) suchen
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wir u(x,t). (z,t) liegt auf genau einer Charakteristik z.. Also x = z.(t) =
4t + x.(0) = z.(0) = x — 4¢t. Fiir die Losung ergibt sich

u(t, ) = u(x.(t),t) = U(t) = uo(x(0)) = uo(x — 4t).

1.4. Grundtypen linearer partieller Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung.

Eine partielle Differentialgleichung héngt nunmehr von zwei Variablen ab, damit
auch die gesuchte Funktion u. Eine lineare partielle Differentialgleichung zweiter
Ordnung hat im zweidimensionalen Fall die Form

a(@, Y)ge (x,y) + 2b(2, Y)uay (2, y) + (@, y)uyy(z,y) +
(19) Hauptteil der partiellen DGL
+d(z, y)uz(z,y) + e(z, y)uy (2, y) + g(x, y)u(z,y) = f(z,y)

Mit der Gestalt des Hauptteils der partiellen Differentialgleichung entscheidet sich,
von welchem Typ sie ist: Fiir

>0 heift (1.9) hyperbolisch
D(z,y) = b(z,y)* — a(z,y)c(z,y) =0 heift (1.9) parabolisch
<0 heift (1.9) elliptisch
Beispiele.

e Die Laplace-Gleichung
—Au =0,
die Poisson-Gleichung
—Au=f
und die Helmholtz-Gleichung
—Au+ku=Ff
sind wegen —Au = —uy; — Uyy und damit ¢ = =1, b = 0 und ¢ = -1
elliptisch.
e Die Wirmeleitungs-/ Diffusionsgleichung
up — pAu=0, pu>0
ist wegen a = —p und b = ¢ = (0 parabolisch.
e Die Wellengleichung
Ugy — gy = 0

ist wegen a = —c?, b = 0 und ¢ = 1 hyperbolisch.
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Die schwingende Saite. Wir wollen uns jetzt mit der Wellengleichung in einer
Raumdimension genauer auseinandersetzen und erweitern sie zu einem Anfangs-
Randwertproblem:

Ugy — Uggy =0 x€]0,L[, t>0
(1.10) u(0,t) =u(L,t) =0 >0

u(z,0) = uo(x) x €]0, L[

ut(z,0) = vo(x) z €)0, L]

Die Homogenitét in der Wellengleichung bedeutet, dass keine dufiere Kraft auf die
Saite wirkt; andernfalls wire f # 0. Die Randbedingungen modellieren, dass die
Saite der Lange L am rechten und linken Ende fest eingespannt ist (die Auslenkund
u ist fiir alle Zeiten ¢ > 0 gleich 0). Die erste Anfangsbedingung gibt die An-
fangsauslenkung und die zweite die Anfangsgeschwindigkeit der Saite an.

Wir wollen das Problem (1.10) l6sen und verwenden dazu den Separationsansatz,
d.h. wir vermuten die Lésung von der Form u(z,t) = X (z)T(¢), und das Prinzip
der Superposition. Dazu setzen wir den Separationsansatz in die Wellengleichung
ein,
X(x)T"(t) = X" (2)T(t) = 0,
und erhalten ") ")
T"(t X"z
= = t = —)\2_
0 X() cons

Daraus ergeben sich die gew6hnlichen Differentialgleichungen
T(t) = =\*T(t),
X"(t) = =\?X(t)
mit den fiir unser Problem sinnvollen Lésungen
T(t) = Asin(At)+ B(cosAt),
X(x) = Csin(Az)+ D(cos Az).

So haben wir
u(t,z) = (Csin(Az) + D(cos Azx)) (Asin(At) + B(cos At)) .

Um die Koeffizienten zu bestimmen beziehen wir die Randbedingungen mit ein:
u(0,t) = D (Asin(Mt) + B(cos At)) =1 0, fiir alle ¢ > 0.

Dabei ist Asin(At) + B(cosAt) # 0, falls A,B # 0. Wenn A = B = 0 gelten
soll, wiirde die Losung nicht mehr von der Zeit ¢ abhéingen; das wire physikalisch
unsinnig, deshalb D = 0. Fiir die zweite Randbedingung ergibt sich mit derselben
Uberlegung, dass

C'sin(AL) = 0.
Ist C' = 0, so wire wegen D = 0 die Losung nicht mehr vom Ort abhingig. Auch

dies wire fiir unser Problem unsinnig, deshalb sin(AL) = 0, also A\ = %’T, keZ.

Nun haben wir als Losung die Uberlagerung

u(z,t) = Zsin(kfﬂ-x) Ay, sin(k%t) + By cos(k%t)
k=1 et hpgs
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Die Aj, und Bj, bestimmen wir noch mit den Anfangsbedingungen:

u(z,0) = ZB’“ sin(k%x) = ug(x)
k=1

ergibt
.2 [ k
By, = E/o uo(x) sin(%x)dx
und -
, . ~ . km B
u'(z,0) = 7 kZﬂkAk sm(fx) = vo(x)
ergibt

L
A = %/0 %vo(x) sin(k%x)dx.

Wairmeleitgleichung. Auch hier interessieren wir uns fiir eine Lésung und erweit-
ern sie zu einem Anfangs-Randwertproblem:

Up — fUgy = 0 z €]0,L[, t >0
(1.11) w(0,t) =u(L,t) =0 fiirallet >0
u(z,0) = up(x) x €]0, L]

wobei die Randbedingung bedeutet, dass der Korper fiir alle Zeiten ¢t > 0 auf
konstante Temperatur gehalten wird. Die Anfangsbedingung beschreibt die An-
fangswirmeverteilung. Die homogene Wirmeleitgleichung modelliert, dass keine
duflere Warmequelle vorhanden ist. Mit diesem Modell wird lediglich die Verin-
derung der Warmeverteilung in einem Kdérper unersucht, ohne dass dufiere Faktoren
wie Aufentemperatur, Kithlung durch Wasser oder Erhitzen durch Schweiffen eine
Rolle spielen.

Zur Losung von (1.11) verwenden wir wieder den Separationsansatz: Der Ansatz
u(z,t) = X (2)T(t) fithrt zu
X"(x) _ T'(t)

X() = 0 = const = —A
mit den Lésungen
() = e,
X(z) = Asin(A\x)+ B(cos Az).

Die Einarbeitung der Randbedingungen fiihrt auf die Lésung

u(z,t) = gexp (— (%)2@) Ay sin (k%x)

und mit der Anfangsbedingung
= k
u(x,0) = ,}Zl Ay sin (%m) = ug(x)

werden wieder die A;, bestimmt.
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2. EXISTENZ- UND EINZIGKEITSAUSSAGEN BEI ANFANGSWERTPROBLEMEN FUR
GEWOHNLICHE UND OPERATOR-DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Vereinbarung: In dieser Vorlesung werden nur Banachriume iiber dem Korper der
reellen Zahlen betrachtet.

2.1. Integral fiir stetige Funkionen einer reellen Verinderlichen mit Werten
in einem Banachraum.

Sei (X, ]].]|) ein Banachraum und [a,b] C R, —0o < a < b < 00, ein abgeschlossenes
Intervall. Betrachte u : [a,b] — X, t +— u(t) € X.3

Beispiele (fiir Banachrdme).

e X =Roder X =C.
o X =C(e,d]). u(t) € C([e,d]), d.h. u(t) = a(t, ).

e X =[' - Raum der summierbaren Zahlenfolgen, d.h. v = (v1,v2,...) € I,
falls ||v]|;n := Yooy |vi] < o0

pi-1 pi-1

Sei u(t) = (1,t,§,%,...,m,...), also w;(t) = Y Offenbar gilt
u(t) € Ifiir alle t € [0,T], T > 0 beliebig, denn

e ti—l
[lu(®)|]pn = Zm =e' <el < 0.
i=1 '

Sei T > 0. Dann ist u : [0,T] — I auf [0, 7] stetig, denn

> |£i71 _ t:i71|

[lu(®) — u(@)]]n

—~ (i-1)
< |f—ai £72) — 0 fiir  — .
- — (i—2)!
———
:efSeT

Sei u : [a,b] — X auf [a,b] stetig, n € N\ {0}, tén) = a+ k%2 eine dquidistante
Zerlegung von [a, b]. Definiere nun eine Treppenfunktion? , u(™ : [a,b] — X durch

u(n)(t) — “(tz(cn)) te [t](;i)l’tl(cn)[v k=0,1,..,n—1
u(tv(z@l) t=">

Szur Erinnerung: u ist in € [a, b] stetig, falls gilt

V>0 Jsmsen) Vielappii-ts @ —u@dllx <e
Dabei soll ||.||x die Norm des Banachraumes X sein. Da [a, b] kompakt, folgt aus der Stetigkeit
von v fiir alle t € [a,b] die gleichm&Rige Stetigkeit von u auf [a, b].
4Beachte, dass die Definition von u(™) so nur wegen u auf [a, b] stetig geht.
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Lemma 2.1. Seiu € C([a,b], X). Die Folge zugehiriger Treppenfunktionen {u(™ },exn
wie oben definiert, konvergiert punktweise gegen u, d.h.

Vielap) : u™ (t) — u(t) in X,

also
lim [[u(™ (t) — u(t)|| = 0.
Beweis. ... als Ubungsaufgabe. (]

Lemma 2.2. (Definition des Integrals) Seiu € C([a,b],X). Es existiert eing € X,
so dass

lim HZ () - (Y =) = gllx =0

Der Grenzwert g € X hezﬂt Integral von t = a bis t = b dber u(t). Notation

9= [Pu(t)dt = —fb“u(t)dt

Beweis. Sei g, := =237 u(t(n 1) € X. Wir wollen zeigen: {g,,} ist eine Cauchy-
Folge in X (dann haben wir wegen der Vollstdndigkeit von X, dass limg, =g € X
existiert).

0.B.d.A. sei m > n. Es gilt

b—a - m - n
Gm —Gn = (> ulty™) —m > u(t”))

mn
k=1 k=1
= DTy o ) e () (e
mn
n-mal n-mal
(@(td”) + o ulty?)) = oo = @) + o ult))]
m-mal m-mal

Wir nummerieren nun von [ = 0 bis m - n — 1 um, sodass an der [-ten Stelle die
Differenz u(t(m) ) — (t(n ) auftaucht. Dabei ist
tim =t = |

[l/n] [1/m]
S| O
= 2 g — 1mm|

(= (@1-1))

(n)

b—a
nm
b—a

nm

Da u auf [a,b] gleichmiRig stetig, gibt es zu jedem € > 0 ein ng € N, so dass fiir
m,n > ng gilt
. b—
A R — (< 8) = llulty)) = ultp)llx <e
Davon gibt es m - n leferenzen und damit ist

b—a
|gm — gnllx < ——mne = (b—a)e.
mn
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Bemerkungen.
e Wegen der Stetigkeit von u kann man auch jede andere Zerlegung von [a, ]
wahlen; das Integral ist unabhéngig von der Zerlegung.

e Beachte, dass das Integral wieder in X liegt!

e Man kann das Integral auch weiter fassen, d.h. auch fiir nicht gleichméafig
stetige Funktionen definieren. Dieser Integralbegriff (Bochner-Integral) wird
in der Vorlesung Differentialgleichungen IT vorgestellt.

Beispiel. Wir betrachten noch einmal das Beispiel oben. Sei u(t) = (1, il R i

Wir vermuten, dass
T 2 73 i
T T T
= tydt = (T, —, —,...,—,...).

Dies beweisen wir. Definiere die Treppenfunktion

()2 () ()
u™(t) = (1,6, 5 )y te L]
mit t,(cn) = %k Dann ist
n
T 1.T 1.7 T
- 1,2k, = (2)2K2, Z(2)3K3, ) - —
In ;(7” 72(n) ,6(n) yoee) -
= (T.— k:2 Zk
k=1 k=1
_ (T T*nn+1) 1T7°n (n+1)(n+2) 1T4( (n+1))2 )
" n2 2 "2 n3 6 "6 n4 2 o

Offenbar gilt ||g, — g|l;x — 0, denn fiir die einzelnen Komponenten gilt g,, ; — ¢;.

Das so definierte Integral besitzt alle schénen Eigenschaften, die man von einem
Integral erwartet:

Theorem 2.3. (Eigenschaften des Integrals) Seien u,v € C(a,b], X). Dann gilt
(1) (Linearitit) Vo ger : f (au(t) + Bo(t))dt = af dt—l—ﬂf

(2) (Dreiecksungleichung) Hf (t)dt|| < f [|u(t)||dt
(3) 7= [Pu(t)dt € cofu(t) € X : t € [a,b]},

(4) Fiir alle A: X —'Y linear und beschrinkt, X,Y Banachriume gilt:

/ )t = /Au
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Bemerkungen.

e co ist die konvexe Hiille, also co{u(t) € X : ¢ € [a,b]} = {>_"_, Niu(t;),n €
N,t; € [a,b],> 1, A\; = 1,\; € [0,1]}. @0 ist der Abschluss von co bzgl.
|.||x, d.h. @ enthélt auch alle Grenzwerte von Folgen in co.

o co{u(t) € X : t € [a,b]} = co{u(t) € X : t € [a,b]}. Da u stetig, ist u([a, b])
kompakt und nach dem Satz von Mazur® auch co u([a, b]).

e Ein Operator A : X — Y heilit beschrankt, wenn das Bild einer in X
beschrankten Menge unter A in Y beschrinkt ist. Ist A linear, so ist A

beschriankt, genau dann wenn gilt

Jes0 Veex : |[Az|ly < cf|z]|x.

Beweis. adl) klar.
ad2) Es gilt

b CL'IL n n
I [ wwart < 1 [ oS+ 1S

k=1 k=1

<bzasor flu(t”)ll

Fiir n — oo ergibt sich

0<||/ dt||<0+/ [lu(t)dt]].

(Wir haben benutzt: Falls u : [a,b] — X stetig, dann ist auch ¢ — ||u(¢)|| stetig.)
ad 3) Nach Definition des Integrals gilt

n

— /a u(t)dt = nhﬁrréo - Zu(tk_l) .

k=1

cco{u(t)eX:te(a,b]}

ad 4) Aus u € C([a,b], X) folgt Au € C([a,b],Y), denn

o (Au)(t) := A(u(t)) (punktweise definiert)
o |[Au(t) = Au(s)|ly =atincar ||A(u(t) =u(s))|ly <a beschrankt c||u(t) —u(s)[]-

5

Theorem 2.4. (Mazur) Sei M C X eine relativ kompakte Menge. Dann ist auch co X relativ
kompakt.
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Also

n

b —
A/ u(t)dt = A lim b—aZu(t,(i)l)

n—oo N
k=1

n

b—a
u(ty”))

— A stetig nlirrolo A n

. b—a - n
—A linear nhm - Z Au(t](g_)l)

(]
Theorem 2.5. Sei u € C([a,b], X) fiir einen Banachraum (X, ||.||) . Dann gilt

(1) Vielap) : limp—o 7 ftt+h u(s)ds = u(t), wobei fiir t = a der rechtsseitige und
fiir t = b der linksseitige Grenzwert zu nehmen ist.

(2) Vielap : limp—o + ftHh [lu(s) — u(t)||ds = 0, wobei u auferhalb von [a, D]

mit 0 fortgesetzt sei.

(3) limp—o f7 ||u(t + h) — u(t)||dt = 0.

Beweis. ad 1) Es gilt

t+h
I [ wds —u]

t+h
I [ ) —uw)is|

1 max(t,t+h)
o Iufs) — u(t)ds.
| | min(¢,t+h)

Aus 2) folgt dann die Aussage.
ad 2) Wegen der Stetigkeit von u gilt
Viela,] Ye>0 550 Vselap):ft—s|<s = ||u(t) —u(s)]] <e.
Wiéhle |h| < §. Dann ist
1 t+h
—/ [lu(s) — u(t)||ds < e.
h Ji
ad 3) Wegen der gleichméifigen Stetigkeit von u gilt
Ves0 350 vs,te[a,b]:\t75\<5 lu(t) —u(s)|] <e
Wiéhle s =t + h fiir |h| < §. Dann ist
b—max(0,h)
/ u(t + h) — u(®)||dt < e(b— a).
a—min(0,h)
Sei A > 0. Dann verbleibt noch

b
/ [lu(t +h) —u(®)[|dt < max [|u(t)]|h
[ S S — te[a,b]
=0
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und zusammen ergibt sich

b
/ [lu(t + k) — u(t)||dt < e(b— a) + 2|h| tren[aif] [lu(t)]]

=:é

—2(b€—a) und wéihle h so, dass |h| < § und

Sei € > 0 beliebig. Dann wahle € =

2|h| maxeq,p) ||u(t)|| < §. Sodann folgt

b -
[t + ) = u(®)l|dt < 5 +

a

Der Fall A < 0 ist entsprechend. O

Definition 2.6. (differenzierbar) u : [a,b] — X heift in ¢t € [a, b] differenzierbar,
wenn gilt
o qult+h) —u(t) B
Joex 1 lim || =————= —0[[ =0
(h wird so gewéhlt, dass t+h € [a,b]). v wird dann mit «'(t) bezeichnet. Ist ¢ — u/(¢)
auf [a,b] stetig, so ist u € C'([a,b],X) und ||ul|c1 (a0, x) = maxse(qp(|Ju(t) +

[l (B)]])-

Bemerkung. C([a, b]; X) mit ||u||c1((q,p);x) ist wieder ein Banachraum.

Theorem 2.7. (Mittelwertsatz) Sei u € C([a,b], X) und ezistiert fir alle ¢ € [a, D]
die Ableitung u'(t) € X. Dann gilt fir beliebige ¢,d mit a < c<d <b

(1) [lu(e) = u(d)]] < (¢ = d) supsee,q [0/ (D)]]-
(2) u(d) —u(c) = fcd u'(t)dt, falls v € C([e,d], X).
Beweis. siehe E. Zeidler: Nonlinear Functional Analysis, Vol. I, S. 76 f. 0

Theorem 2.8. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Seiv € C([a,b], X)
und set

u(t) ::/ v(s)ds, t € la,b].

Dann existiert fiir alle t € [a,b] die Ableitung u/'(t)(in t = a bzw. t = b die rechts-
bzw. linksseitige Ableitung) und es gilt v’ (t) = v(t).

Beweis. 0.B.d.A. sei h > 0. (Fiir h < 0 entsprechend) Es gilt

Y _u t+h t
IR v = ([ s - [ el - vl

t+h
S ARCOREOI]

1 t+h
E/ [lv(s) —v(s)||ds — O fiir h — 0
t

Also ist v(t) = u/(¢). O

IN
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2.2. Der Satz von Picard-Lindel6f: Lokale und globale eindeutige L&s-
barkeit von Anfangswertproblemen fiir gew6hnliche und Operator - Dif-
ferentialgleichungen.

Im folgenden sei (X, ||.||) ein Banachraum. Beispiele sind X = R,R<, [}, C(Q) fiir
ein beschrinktes Gebiet Q C R3. Vorgelegt sei folgendes Anfangswertproblem

{u’(t) = f(t,u®) ,t€)0,T|

u(to) = uo to €10,T],up € X

Dabei ist w : [0,T] — X, ¢t — u(t) gesucht.

Bemerkungen.

(1) Wir wihlen der Einfachheit halber das Intervall [0, T7]; allg. wihlt man das
Intervall [a,b], a,b € R. Als “Anfangswert” konnte man auch u(T) = urp
wahlen.

(2) Das AWP heift
e skalar fir X = R,
e endliches System fiir X = R¢,

e gewdhnliche Operatordifferentialgleichung fiir beispielsweise X = [},

X = C(©) mit Q C R3.

Ist X ein Folgenraum, so heiftt das AWP abzihlbar unendlich.

Beispiele.
o X =R. /() =2/|ut)] + 15, u(0) = 0.
e X = R3. SIR-Modell.

e X Folgenraum. Wirmeleitungsgleichung: Gesucht sei u : [0, 7] x [0, 7] — X,
(t,z) — u(t, ) mit
Ut — PUgy = f ,(t,.I) € (OvT) X (Oaﬂ-)
u(,0) = uo(z) € (0,m)
u(0,t) =u(m,t) =0 (homogene Dirichlet-Randbedingungen)

Um die Warmeleitungsgleichung zu l6sen verwenden wir den Fourierreihen-
Ansatz: Wir nehmen an, dass ug und f folgendermafen entwickelt werden
kénnen:

ug(z) = Z up; sin(jz),
j=1

flt,z) = ij(t)sin(jx).
j=1
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Dann ist
u(t,z) = Zuj(t) sin(jx).
j=1
Fiir die Bestimmung der u; haben wir ein abzéhlbar unendliches System
zu l6sen:
wl(t) + udus(t) = f3(t) t€(0,T),5=1,2,..

Hier ist X = I* mit ||v[|;2 = (3272, v;]?)7 < co. Wegen der Orthogonalitiit
der “sin jz” folgt

u;(0) = — /OTr u(zx) sin jz dx

und fiir f = 0 folgt

o0
u(t,z) = Z U (O)ef“jzt sin jz,

Jj=1

wobei [ |u(t, 2)[Pdx = 5 3252, uy(0)2e 247" = Z||{u; (1)}

e Wir betrachten nochmals die Warmeleitungsgleichung: Jetzt sei X = C([a, b))
und wir suchen die abstrakte Funktion u : [0,7] — X, so dass u/(t) +
Au(t) = f(t) mit u(0) = ug. Dabei ist Av := —%v. Mit den Method-
en aus der Vorlesung Differentialgleichungen I kénnen wir dieses Problem

leider nicht behandeln, denn A ist nur auf einem Unterraum von X definiert.

Definition 2.9. Die Funkion f = f(t,v) : [0,T] x M C [0,T] x X — X geniigt
auf M einer LIPSCHITZ - Bedingung, wenn sie beziiglich ¢ gleichméflig im zweiten
Argument Lipschitzstetig auf M ist, d.h.

3r>0 Yee(o,1), vwencx = | f(tv) = f(t,w)]| < Lljv —w]].

Definition 2.10. (NEMYZKI - Operator) Sei f: [0,T] x M C [0,T] x X — X und
v:[0,T] = M C X. Die durch f erzeugte Abbildung

Fiv= (Fo)(t) == f(t,o(t))

heilt NEMYZKI - Operator.

Theorem 2.11. Sei (X,||.||) ein Banach - Raum.

(1) Sei f : [0,T) x X — X stetig. Dann bildet der zugehdrige NEMYZKI -
Operator den Raum C([0,T]; X) in sich ab.
(2) Sei f:[0,T] x B(ug,r) — X stetig. Dann bildet der NEMYZKI - Operator

C([0,T); B(ug, 7)) in C([0,T]; X) ab.
Beweis. ... als Ubung. O

Bemerkungen.
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e f:]0,T] x X — X heifit stetig, wenn gilt
VtG[O,T],'UEX ve>0 35:6(t,v,5)>0 vSG[O,T],MGX : |t—S|+H’U—’LUH <6 = ||f(t,v)—f(s,w)|| <e

(entsprechende Definition fiir f : [0, 7] x B(ug,r) — X)

e Ist dim X < o0, so ist [0, 7] x B(ug,) kompakt und mit der Stetigkeit von
f auf [0,T] x B(ug,r) folgt die Kompaktheit von f([0,T] x B(ug,r)) (und
damit die Beschrianktheit und gleichméRige Stetigkeit von f auf [0,7] x

B(ug,)).
e Ist dim X = oo, so ist B(ug,r) nicht kompakt und f muss weder gleich-

miRig stetig noch muss f([0,7] x B(ug,)) beschrinkt sein.

Zur Erinnerung das

Theorem 2.12. (Rieszscher Kompaktheitssatz) Sei X ein normierter Raum. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent

(1) X ist endlichdimensional.
(2) Jede beschrinkte Folge in X besitzt eine konvergente Teilfolge.

(3) Die abgeschlossene Einheitskugel B(0,1) ist kompakt.

Beweis. ... sieche Werner, Funktionalanalysis, Springer. U

Es gilt jedoch das

Lemma 2.13. Sei f : [0,T] x B(ug, ) — X stetig und geniige einer Lipschitzbe-
dingung auf B(ug,r). Dann ist f([0,T] x B(ug,r)) beschrinkt, d.h.

>0 Y(e0)e/0,17x Bluo,ry © IF (V)] < M.

Beweis. Wegen der Stetigkeit von ¢ — f(t,ug) auf [0,7T] gilt
ILfE I < (1f(E ) = f(Euo)ll + |Lf (2 uo)l|

< Lljo = uol| + [|f(t, uo) ]

< L t

< rﬂgﬁg%llf( o) ||

Nun kommen wir zum Anfangswertproblem

{u/(t) = f(tu(t)) ,telo,T]

u(to) = ug ,to € [O,T],’LLOEX'
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Im einfachsten Fall haben wir
u'(t) = f(t) ,t€lo,T]
’u(to) = Ug ,to S [O,T],Uo e X

und die durch die Formel von Duhamel gegebene Lésung
t
u(t) =uo+ [ f(r)dr,
to

was sofort aus den Eigenschaften von Integral und Ableitung (und insbesondere
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Satz ??) folgt. Zudem ist
u € CH[0,T]; X), wenn f € C([0,T]; X).

Theorem 2.14. (Picard-Lindeldf, lokale Losbarkeit) Sei (X, ||.|[) ein Banachraum,
f:10,T] x B(ug,r) — X stetig und geniige auf B(ug,r) einer Lipschitz-Bedingung,
d.h.

HLZO th[O,T],w,ueB(uo,r) : Hf(ta U) - f(ta U})H < LHU - U}||
Dann ist f nach Lemma 2.13 beschrinkt, d.h.

IM>0Yiepo,1],0eB (o) ¢ (V)] < M.

und das AWP
w'(t) = f(t,u(t))
u(to) = Up
besitzt auf I :=[0,T] N [ty — a,to + a] mit a :=min{<;, -} genau eine Losung.

Bewets. Betrachte
t
(T)(t) :=uo —|—/ f(s,v(s))ds
to

fir t € I, v € C(I,B(ug,r)) (da f nur auf [0,7] x B(ug,r) definiert). Dann ist
Tv € CY(I,X) und es gilt

(Tv)'(t) = f(t,v(t))
(Tw)(to) = wo
Es ist C'(I, X) ein Banachraum. Definiere
A:={veC(,X):v(t) € Blug,7)}.
e A ist abgeschlossen, denn sei (vy)neny C A mit

I w(t) —o(®)]| =0
Jim max ||vn () — v(2)]]

fiir ein v € C(I, X). Dann gilt

lo(t) —uoll < [[o(t) = vn(®)]] + [lvn(t) — uol|
< r, n—o.
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e Das Bild von T liegt wieder in der Kugel, denn
t

[(Tv)(t) —uol| = ||/ f(s,0(s))ds]|
to

max(to,t)
/ /(s 0(s)] ds
—_———

min(to,t)

IN

<M

< M|t—t0|§Ma§M&:r.

e Tv ist stetig, denn
I(Tv)(s) = (Tv)(DI] = II/ f(ru(r))dr|]

max(s,t)
/ 1/ (7, v(r))|| dr
—_———

<
min(s,t)
<M
< Mls—t|.

e T ist kontrahierend, denn

max [[(T)(t) — (Tw)B)|| = maXH/t f(s,0(s)) = f(s,w(s))ds||

tel tel

max(t,to)
< max / 1£(s,0(s)) — £(5,w(s))|| ds
tel min(t,to)
<Lv(s)—w(s)]]
max(t,to)
= I?ealx /min(bto) b I?eaIXHv(S)) B w(S)H
< Lmax|to =t [jv = wllew,x)
—_——
<a<s:
1
< llv=wllew.x).

Wenden wir den Banachschen Fixpunktsatz auf T" an, so folgt die Behaup-
tung. (Beachte, dass jede Losung des AWP auch Losung der Fixpunktgle-
ichung ist und umgekehrt.)

O

Theorem 2.15. (globale Losbarkeit) Sei (X, ||.||) ein Banachraum, f : [0, T]x X —
X stetig und geniige auf X einer Lipschitzbedingung. Dann besitzt das AWP

u'(t) = f(t,ut)) t€[0,T]
u(to) = Up to € [O,T],UO e X

genau eine Lésung u € C1([0,T], X).

Beweis. Definiere X' := C([0, 7], X) mit ||v[|x := max,c[o,1) e~ Llt=tol||y(t)||x. Dann
ist ||.|| x &quivalent zur iiblichen Norm max;¢(o. 7] [|v(t)||. Betrachte T : C([0, 7], X') —
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C([0,T], X) wie in Satz (?.7) . Dann ist T kontrahierend beziiglich ||.||x, denn

max(t,to)
[(To)(#) = (Tw)(B)]| < / £ (s,v(s)) = f(s,w(s))l|ds

min(t,to)

max(t,to)
< L/ eHlto=sle=Llto=sl||y(s) — w(s)||ds

min(t,to)
max(t,to)
< L/ eFlto=slds||v — w)|x.
min(t,t0)
Berechnung des Integrals fiir ¢ > t ergibt
! s— 1 s— 1 -
/to s = LM [f = (oMt 1)
max(t,to) 1
= / eblto=slgs = —(eLlto—tl 1)
min(t,t0) L
Also
1Tv = Twllx = max e o|(Tw)(t) — (Tw)(?)]|
te[0,T)]

IN

1
—Ll|to—t| Lito—t| 1
tIET[léi:X]e 11*(6 — )||'U—7,U||X

maxy o, 7] (1—e~Llto—tl)
< (A=)l —wllx
und 1 — e~ X7 < 1. Mit dem Banachschen Fixpunktsatz folgt die Behauptung. [J

Die Voraussetzung der globalen Lipschitzbedingung kann zu einer lokalen Lips-
chitzbedingung abgeschwicht werden.

Theorem 2.16. (Globale Losbarkeit bei lokaler Lipschitz-Bedingung) Sei f : R x
X — X stetig und gelte

o f geniige auf X einer lokalen Lipschitz-Bedingung, d.h.
V(t,0)eRx X Ja,r>0,L>0 Vse[t—a,t-+a],(w,wa)eBlo,r) © |[F(8,01)—f(s,w2)|| < Lf|wi—wsl|

(f ist Lipschitz auf einem Rechteck).
e FEs gebe ein M > 0, so dass fir alle t € R, fir die eine Losung u = u(t)
existiert, gilt
Lf(tu(®)]| < M.

Dann existiert fir das AWP
{u/(t) = f(t,u(t)) teR
u(to) = ug to € Ryug € X
genau eine Losung u € C1(R, X)
Beweis. Sei (tg,ug) € R x X beliebig aber fest. Mit dem Satz von Picard-Lindel6f

gibt es zumindest lokal eine eindeutig bestimmte Losung auf einem festen Intervall
[to — (l,to + a].
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Angenommen, diese Losung exisiert nicht auf ganz R. Sei hierzu J := («, §), —00 <
a < 8 < oo das grofite offene Intervall auf dem u existiert. Dann gilt

u(t) =g + | (s, u(e))ds

fiir t € J. Fiir beliebige t1,ts € J gilt dann

max(t1,t2)
futta) = (el < [ s, u(s))] ds < Mtz ~ 1.
min(t1,t2) T

Sei {t,} C J mit ¢,, — «. Dann gibt es ein y € X mit u(t,) — y € X fiir n — oo,
denn {u(t,)} ist eine Cauchy-Folge in X . Fortsetzungsargument: Betrachte

u'(t) = ftu(t))

u(a) = y.
Losung auf einem Intervall um a. ([
Corollary 2.17. Sei A(t) : X — X fiir jedes t € [0,T] ein linearer, beschrinkter

Operator. Desweiteren sei die Abbildung t — A(t) auf [0, T stetig. Dann besitzt das
AWP

u'(t) + Au(t) = f(t)
’U,(f,o) = U
fiir t € [0,T] genau eine Lisung u € C1([0,T], X), falls f € C([0,T], X).

Beweis. (Skizze) Betrachte f(t,v) := f(t) — A(t) (wohldefiniert). f ist Lipschitz-
stetig, denn

||f(t,’l}) - f(t=w)||

|A(t)v — A(t)w]]
|A(E) (v — w)|
< Cllv—w]|.
Wende Satz 2.15 an. ([

A
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2.3. Lineare Systeme mit beschrinkten Operatoren.

Sei wieder (X, ||.||) ein Banachraum.

Bemerkungen.

e £(X) - der Raum der linearen, beschrinkten Abbildungen B : X — X -

mit || B||(x) = SUDye x v0 HIIUIIH ist ein Banachraum.

e Eine Familie {A(t)};c[0,rjvon Operatoren heifit gleichméfig beschrinkt,
wenn gilt

Je>0 Viep,mvex ¢ [[A@)v]] < c|lv]].
(Dies folgt hier mit der Stetigkeit von ¢ — A(t), da [0, 7] kompakt ist.)

e Die Abbildung ¢t — A(t) heifit auf [0, T stetig, wenn gilt
Vieor) [t =5 =0 = [[A®) = A(s)[|x) — 0.

e Fiir einen Operator gilt i.A. (Au)(t) # A(t)u(t) (Vorgeschichte wird wohlméglich
beriicksichtigt, s. Volterra-Gleichungen)

e Beachte: Fiir dim X < oo sind lineare Abbildungen stets beschrinkt, fiir
dim X = oo gilt dies nicht immer.

Betrachte den Fall X = R:
u'(t) +a(t)u(t) = f(t)

’U,(to) = Up
Die Losung der homogenen Gleichung kann einfach mit der Formel von Duhamel
(Variation der Konstanten) berechnet werden:

Upom () = cexp(—/ a(T)dr)

to
Wir betrachten die Konstante wieder als in ¢ variabel:
t
u(t) = e(t) exp(— / a(r)dr).
to

Weiter folgt
t

u'(t) = c’(t)exp(—/ CL(T)dT)—FC(t)GXp(—/ a(t)dr)(—a(t))

= () exp(—/t a(T)dr) — a(t)u(t)
und

¢ (£) exp(~ / a(r)dr) = £(t)

to

= c(t) — c(ty) = / exp(— /S a(T)dr) f(s)ds

to to
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Damit ergibt sich dann fiir die L6sung

ut) = (uo+ / exp(— /t:a(T)dT)f(s)ds)exp(— / a(r)dr)

to

= upexp(— / a(rydr) + / Y e / Ca(mdn)f(s)  ds

to to to

Uhom Lésung von: v’ (t)4a(t)v(t)=0p(s)=f(s)

Wir schreiben die Losung noch anders auf :

u(t) = U(t, to)uo + tZ/{(t, s)f(s)ds,

to

wobei U(t, s) = exp(— fst a(t)dr).

Theorem 2.18. Sei I C R ein Intervall und (X, ||.||) ein Banachraum. Ferner sei
{A(t) }ier C€ L(X) und es gelte: t — A(t) ist bzgl. ||.||(x)stetig auf I. Schlieflich
sei f e C(I,X).

Dann gibt es zu beliebigen Anfangsdaten (to,ug) € I X X genau eine Lisung u €
CHI,X) des AWP

u(to) = U, ug € X .

{u’(t) +A@)ut) = f(t), tel

Beweis. Ist I abgeschlossen und beschriankt, so ergibt sich mit Korollar 7.7 die
Behauptung. Ist I nicht abgeschlossen oder unbeschrankt, so haben wir die ein-
deutige Losbarkeit auf jedem abgeschlossenen, beschriankten Intervall J C I. Mit
der Fortsetzbarkeit der Losung folgt die Behauptung. ([

Definition 2.19. (Propagator) Sei A € C(R, £(X)) mit (X, ||.||) Banachraum. Die
durch die eindeutig bestimmten Losungen u = u(t) des homogenen AWP

u'(t)+ At)u(t) = 0

u(s) = wo

erzeugte Abbildung
Ut,s): X — X, ug +— ult)

heifit Propagator (Evolutionsoperator/ Fundamentallgsung). Man spricht auch von
einer zweiparametrigen Familie.

Theorem 2.20. (Eigenschaften des Propagators) Sei A € C(R, L(X)). Dann gilt
(1) Veser: U, s) € L(X) und (t,s) — U(t, s) ist stetig auf R x R.

(2) U(t,t) = id auf L(X) fir alle t € R.

(3) U(t,s)U(s,r) =U(t, ) und damit U(t,s) = U(s,t)"fiir alle t,s,r € R.
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(4) (t,s) — U(t,s) ist die eindeutig bestimmte Lisung des AWP

DU(t,s) + AUt s) = 0
Uls,s) = id in L(X)

(5) Fir den autonomen Fall A(t) = A gilt U(t,s) =U(t — s,0) =: S(t — s) fiir
alle s,t € R.

(6) Fiir die partiellen Ableitungen von U(t, s) fir alle s,t € R gilt

0
§L{(t, s) = —A@U(t,s),
%U(t,s) = U(t,s)A(s).

(7) Viss: U )z < exp(+ [ AT 2xdr)

Beweis. adl) Dass U(t, s) linear ist, folgt unmittelbar aus dem Superpositionsprinzip:
Seien u = wu(t) und v = v(t) die eindeutig bestimmten Lésungen des homogenen
AWP zu den Anfangsbedingungen u(s) = ug und v(s) = vp. Dann ist w := au+ fv,
a, 3 € R die eindeutig bestimmte Lisung des homogenen AWP mit der Anfangs-
bedingng w(s) = aug + Buo, also gilt

U(t, s)(aug + Buo)

w(t)
au(t) + Bo(t)
= ol(t,s)up + BU(t, s)vo.
Dass U(t, s) fiir alle ¢, s € R bechrénkt ist, ist nichts anderes als (7).
Zur Stetigkeit: Sei (£,5) € R x R beliebig aber fest. Dann gilt fiir alle ¢,s € R

(2, 5) = Ut s)|| < [[UA(E, 5)=U(E 5] + U, 5) = UL, 5)]].

Betrachte fiir alle ug € X mit u(5) = ug

U, 5) Ut 8))uol| = [[UE, $)uo—U(E, 5)uol|
= u(®) —u(®)|]
— Ofiirt —t
und
(L, s) —U(t,s)|| = U, s)U(s,3)
= HU(t,S)Z/{(S,E)—U(g,g)H

A\
IS
\’PF
&
<
B
ilb/l

I

Ny
o
\Cfl

!

o

—0 fiir s—35

denn [[U(t, s)|| < exp( [P || A(r)||dr) nach (7).

min(s,t)
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ad 2) U(t, t)up ist Losung von
w'(t) + A)u(t) =0
u(t) = ug
und daher U(¢,t)ug = u(t) = uo.
ad 3) Da U(t,s)U(s,t) = U(t,t) = id auf L(X), ist U(t,s) = U(s,t)". Sei U
L6sung von

u(s) = ug

{u’(t) +A(t)u(t) =0

Dann gilt U(¢, s)ug = u(t). O.B.d.A. sei t > s > r. Betrachte

(2.1) {U’(S) + A(s)v(s) =0

v(r) = ug

Dann gilt U(s,r)ug = v(s). Nimm nun fiir (2.1) als Anfangswert u(s) = v(s), wobei
v die Losung des zweiten Systems ist. Dann ist ¢ — U(t, s)U(s, t)ug die Losung zur
Anfangsbedingung u(r) = ug, also U(t, s)U(s, r)ug = U(t, T)ug.

ad 4) folgt aus 6) und 2).

ad 5) Sei u Losung von

u(s) =wug

{u’(t) + A(t)u(t) =0

und definiere v(t) := u(t 4+ s) und damit

{v’(t) +A(t+ s)o(t) =0

v(8s) = ug
Jetzt beachte, dass A nicht von ¢ abhéngt:
Ut —s,0)upg =v(t —s) =u(t) =U(t, s)up
ad 6) u(t) = U(t, s)u(s). Nun ist

u'(t) = %U(t, s)u(s)

= —A(t)u(t)
und damit 9
&L{(t, s)u(s) = —AU(L, s)u(s).

Und weiter

0
= —id
0 asz

)
)

= o (Ut sUs, 1))
o 0

= U SU(s, 1) + Ut s) 5-Us D)

—A(s)U(s,t)
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und damit ZU(t, s)U(s, t) = U(t, s)A(s)U(s, t), also LU(t,s) =U(t,s)A(s).
ad 7) Es geniigt zu zeigen, dass

u(t)]] < exp( / 1AM 2@ ol

was fiir kompakte Intervalle die Beschrénktheit von u nach sich zieht. Es gilt u(t) =
ug — fst A(7T)u(T)dr, so dass wegen der Eigenschaften des Integrals

(2.2) [u(@I < [uol +/ A 20 [fu(T)l|dr.

Schon hier kénnte man das spéter behandelte Gronwallsche Lemma anwenden, oder
direkt:

& fesmenee [amiiciir

N C P OIDE / A [u(r)lldr

e ST A ()|
e~ L 1A | A1) |

— _E{ — JE A HdT}HuOH

IA

Integration von s bis t ergibt
t
e SN [ A lutr)llar = = IO g 4 uo].

Zusammen ergibt sich wegen (2.2)
lu(] < lfuol| = Ifuol| + e~ J= 1A g,
also die Behauptung. (|

Bemerkung. Weify man mehr iiber die Struktur von A (z.B. A positv definit), so
kann man die Abschitzung verbessern.

Theorem 2.21. Die Voraussetzungen seien wie im Satz zuvor. Kommutieren alle
Operatoren A(.) miteinander, gilt also A(t)A(r) = A(r)A(t) fir alle t,r € R, so gilt

U(t,s) =e" Jo Almdr
Fir B € L(X) definiert man

oo 1
B ._ v 0
= g —V!B mit BY = id.

Beweis. Sei 0.B.d.A. ¢t > s.
a) exp(fst ||A(T)||dT) ist wohldefiniert, denn A(t) € £(X) und ¢ — A(t) stetig (und
damit ¢ — ||A(t)]| stetig)

(b) Die Reihe 07, L ( f A(7)dr)" ist konvergent, denn die Folge der Partial-

V
summen ist eine Cauchy-Folge:

||Z /A )dr) ||< /HA [dr) — 0, nm — oo,

v=
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da exp(fst [|A(T)||dT) existiert.

Da das Integral fst A(7)dr der Grenzwert endlicher Summen der Gestalt At . A(t;)
ist, folgt: A(t) kommutiert mit f; A(7)dv (eigentlich reicht diese schwichere Voraus-
setzung fiir den Satz aus)

Dann gilt aber

d t
L fs A(T)dr

1 ¢ ”
o J(—/S A(r)dr)

S|
HM8

1

= [ Andry i -a)

I
NE
S e D

1

S
Il

> 1

= —A(t)zi(y_l)!y(—/s A(r)dr)

v=1

— —A(t)e_ f: A(r)dr

Damit ist aber

% 67 fst A(T)d‘f'uo +A(t)€7 fst A(T)d‘ruo — O
S
u(t)

u(s) = wo

fiir t = s. Wegen der Eindeutigkeit der Losung des homogenen Anfangswertprob-
lems gilt
t
U, s)ug = e~ IS A(T)dTuO, Vupex

Bemerkungen:

(1) Die Einschrinkung auf RY oder I C R ist mdglich (Dies ist wichtig, wenn
der Operator nicht auf dem ganzen Raum definiert oder stetig ist.)

(2) Liegt der autonome Fall, also A(t) = A, vor, so gilt
Ut,s) =U(t — 5,0) = S(t —s) = e (1794
und die Losung des homogenen Anfangswertproblems
u'(t) + Au(t) 0
w(0) = wo

lautet
_ _—tA
u(t) = e “uo, Vieruoex-

(3) Dabeiist {S(t)}ier = {e~ 4} creine einparametrige abelsche Gruppe, denn
es gilt
o {S(t)}ier ist assoziativ: (S(¢)S(r))S(s) = S()(S(r)S(s)) Virser,

o {S(t)}icr besitzt ein Einselement: S(0) =id in L(X),
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o {S(t)}ier besitzt ein inverses Element: S(t)~! = S(—t),

o {S(t)}1er ist kommuativ: S(t)S(s) = S(t+s) = S(s+t) = S(s)S(¢),
wobei wir die erste Gleichheit schon allgemeiner fiir Propagatoren be-
wiesen haben.

(4) {S(t)}ter ist gleichméfkig stetig, d.h. t +— S(t) ist stetig auf R bzgl. ||.|[(x)-

(5) Wenn {S(¢)} nur fiir ¢ > 0 erklért ist, so heiflt {S(¢)};>0 Halbgruppe (d.h.
es gibt kein inverses Element). Dies tritt insbesondere dann auf, wenn A
nicht auf ganz X erklirt ist, also A : D(A) C X — X (unbeschrinkter
Operator). Ist A : X — X linear und beschrinkt, so ist e~*4 stets fiir alle
t € R erklirt, und {e~*4},cp ist eine Gruppe.

(6) —A heiRt auch infinitesimaler Erzeuger (Generator) von {e~*4} und es gilt
fir ug € X
S(t)’u,o — Up
4
(Mehr dazu wird in der Vorlesung Differentialgleichungen III, welche auch
die Theorie der Halbgruppen behandelt, gesagt werden.)

—Aug = lim in X.
t—0

(7) Propagatoren U(t, s) beschreiben Kausalprozesse, die nicht homogen in der
Zeit sind. Einparametrige Gruppen beschreiben dagegen Prozesse, die in
der Zeit homogen, d.h. Vs, per : U(t+ h, s+ h) = U(t, s), und reversibel,
d.h. S(t)~! = S(—t), sind. Halbgruppen wiederum beschreiben homogene
irreversible Prozesse (S(t) ! existiert nicht), z.B. bei Warmeleitung, Wach-
stumsprozessen, Diffusion, Energiedissipation.

(8) Ist S(¢) kompakt (stetig, beschrinkte Mengen werden in relativ kompakte
Mengen abgebildet) und dim X = oo, so kann es keine beschrinkte Inverse
S(t)~'geben, denn dann wire S(t)S(t)~! = id kompakt. Das ist aber ein
Widerspruch zum Rieszschen Kompaktheitssatz: Die abgeschlossene Ein-
heitskugel ist in X nicht kompakt.

Lemma 2.22. (Eigenschaften von e?) Sei B € L(X). Dann gilt
i) e =lim, oo (id — 2 B)™" = lim,, o0 (id + Z)",

i1) Kommutieren B und C, so gilt
eBel = BHC = B
und falls C~Yin L(X) exzistiert, so ist

1 B
eC'BC :CGBC 1’

. tB,
i) Bv = limy_0 ==, Vyex.

Beweis. ...Ubung. O
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Theorem 2.23. Sei A : X — X linear und beschrinkt. Dann gilt fir S(t) =
et teR:

i) u(t) = S(t)ug ist Losung von

ii) Vier ¢ ||S(t)]] < eltllAll

i) S (t) € L(X), wobei

dm
= am (S(t)v), Viermen

wohldefiniert und es gilt S™ (t) = (—=A)™S(t), [|S™ ()| < [|A||™||S()]].

S ()

w) S(t)S(s) = S(t + s).

Beweis. ... Ubung. O

Wir kommen nun zum inhomogenen Problem

{u’(t) + A(tyu(t) = f(t)

(2.3) at) —

Theorem 2.24. (Prinzip von Duhamel) Sei X ein Banachraum und A € C(I, L(X)),
fiir ein Intervall I € R.Sei f € C(I, X). Die nach Satz 22 eindeutig bestimmte Lj-
sung von (2.8) lisst sich darstellen als

(2.4) w(t) = Ut to)uo + /tu(t,s)f(s)ds.

to

Insbesondere gilt im autonomen Fall (A(t) = A)

¢
u(t) = et Ay, 4 / e~ =94 1(5)ds.
to

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass (2.4) tatsdchlich eine Losung von (2.3) ist (und
zwar aus C1(I, X)).

u'(t) = %L{(t, to)uo + UL, ) f(t) + /t %Z/{(t, s)f(s)ds
t
=) —AQU(E to)uo + f(1) +/t —AU(L, s)f(s)ds
= —A(tu(t) + f(t)
Fiir die Anfangsbedingung gilt u(tp) = ug. O

Bemerkungen.
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e Das Prinzip von Duhamel gilt auch fiir semilineare Probleme
u/(t) + Au(t) = f(t,u(t))
u(to) = Up

Dann hat die Losung die Form

t
u(t) = e ug +/ e~ =94 f(s, u(s))ds.
0
(Fixpunktgleichung)

e Die Voraussetzungen an f kénnen “abgeschwécht” werden und man spricht
dann von einer milden Lésung u € C(I, X). Dies ermdglicht die Behand-
lung vieler semilinearer, parabolischer Gleichungen wie etwa die NAVIER-
STOKES-Gleichungen.

Im autonomen Fall gilt die folgende Regularititsaussage:

Theorem 2.25. Sei v = u(t) die eindeutig bestimmte Lésung des AWP

u'(t) + Au(t) = f(t) ,t€10,T]
u(to) = ug Jto €10, T],up € X
fiir ein A € L(X).

Dann folgt aus f € C™([0,T]; X) auch u € C™+1([0,T]; X) und insbesondere aus
fe€C>([0,T]; X) auch v e C=([0,T]; X).

Beweis. Fir m € N. v/(t) = f(¢t) — Au(t), v’ (t) = f'(t) — Av/(¢), ... und mit u €
C™([0,T); X) gilt auch Au € C™([0,T]; X) fiir alle m und damit u(m+D = fm) _
Au™(t) € C([0,T]; X), also u € C(™*TV(]0,T); X) (bootstrap-Argument). O

Bemerkung. Im nichtautonomen Fall wird die Situation wegen

u'(t) = (f(t) = A@)u(t))’
f1@) = A@u(t) — Al (t)

komplizierter.

Beispiele.
(1) X =R, v'(t) — 3t?u(t) = t2, u(0) = 1. Die Losung dieses AWP ergibt sich
durch die Formel von Duhamel:
t
u(t) = U(t, to)uo + / U(t,s)f(s)ds.
to

Hier ist

Ut,s) = exp(—/ (—372)dr) = ot
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und mit
t 3 3 1 3
/ (" sHds = —=¢ / 3% s%ds
0 3 0
1
= —get3 (e_t3 -1)
ist
1 4 1
ut) = € — getS( )= gets -3
X = R2 SeienA:( (2) _% )fiirt>011ndu(2)=(i),f(t)z
2 2

4
< 123 ) Die {A(t)} kommutieren nicht! Wir bestimmen /(t, s) als Losung

des Systems

4Y(t,s) + AUt s) = 0

M(s,s)z(é (1)> ;

genauer 16sen wir also zwei Systeme, um die beiden Spalten von U(t, s) zu
bestimmen. Wir 16sen fiir die erste Spalte von U(t, s)

{u’(t) —o(t), u(s) =1

V' (t) + Zu(t) — 2u(t), v(s)=0

und fiir die zweite Spalte dasselbe System mit den Anfangsbedingungen
u(s) = 0 und v(s) = 1. Einsetzen der abgeleiteten ersten Gleichung in die
zweite Gleichung liefert
2 2

u’(t) — t—2u’(t) + t—2u(t) =0.
Wiéhlen wir ein Polynom zweiten Grades als Losungsansatz (u(t) = at®+bt,
u'(t) = 2at + b, u”(t) = 2a), so erhalten wir

2b 2b
2a—4a—7+2a—|—— =0

t
und die Anfangsbedingungen liefern u(s) = as® +bs =1 (0), also a = — 2

(1), und v(s) = 2as+b=0 (1), also b = 2 (—1). Nun haben wir die Lésung
des homogenen Systems:

—1

-1
1 2 _ 3¢
U(t,2 = .
en()=(%3

U(t,s) = <
Die Lésung des inhomogenen Systems zu berechnen sei als Ubungsaufgbe
gegeben.

t? t
2t 4 2
52 s

[N [T

und
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1 0 0 0
(3) X = R3. Seien A = -1 1 0], f@t) = 0 und u(0) =
0 -1 0 et
-1
0 . Wir benétigen
0
= 1
—tA _
TR S
p=1
Wir bestimmen leicht, dass fir p =1, 2, ... gilt
1 0 0
A= —p 1 O
1 -1 0
Damit haben wir
et 0 0
et = te? et 0
1—tet—et 1—-e7t 1
und es ergibt sich fiir die Lésung
-1 t 0
u(t) = et 0 —|—/ e (=) 0 ds
0 0 e’
—e~t t 0
= —te™? +/ 0 ds
—1+te t et 0 e
—_et
= —te™t
te™t

(4) Vorgelegt sei die Integro-Differentialgleichung

) b
gu(a:,t) —I—/a k(x, & t)u(g, t)dE = f(x,t) fir (z,t) € (a,b) x (0,7)

mi dem Integralkern k : [a, b] X [a,b] x [0,T] — R. Wir fithren die abstrakte
Funktion u ein:

a:[0,7] — X, [a(t)](z) = u(t,z)

und bezeichnen diese wieder mit u. Das neue System lautet dann

u'(t) + A)u(t) = f(1)
u(0) = ug
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wobei (A(t) f k(x v(€)d¢. Wir wihlen z.B. X = C|[a, b]. Dann
gilt A(t) : X — X wenn k 6 C([a b]? x [0,77), denn

[[A(t)v]| b

IA

max / lk(z, €, 1)][0(€)|de

z€Ja,b]
< max max/ |E(2, &, t)|dE - [|v]|cfa,b)-

t€[0,T) z€[a,b)

Auflerdem ist t — A(t) stetig auf [0, T]. Damit wissen wir, dass eine Losung
u € C([0,T]; Cla, b)) existiert.

Im autonomen Fall k(z,£,t) = k(z,§) kénnten wir z.B. auch lediglich
k € L*((a,b) x (a,b)) verlangen und X = L?(a,b) wihlen.

(5) Wir wollen nun ein abstraktes AWP zweiter Ordnung betrachten:
u’(t) + Au'(t) + Bu(t) = f(¢), t€][0,T]
u(0) = ug
u'(0) = v

(Wellenphinomene, Elektrizitatstheorie, ...)
Sei u(t) := (u(t),u'(t))T. Das Differentialgleichungssystem lautet dann

u'(t) + Au(t) = f(1),

.. (0 (0
wobel.A.—(B A ),f f
Mit X ist auch X x X (mit ||(u, v)||xxx := ||u||x +]|v||x) ein Banachraum

und sind A, B € £L(X), so gilt A € L(X x X), denn

[ Av|[xxx = |[|(=v2, Buy + Ava)" || x x x

= |lv2l|x + [[Bv1 + Ava||x
lv2]lx + B[ - [Jor]|x + [|A]] - [[vz]]x
max(|[Bl|, 1+ |[A[[) - ([[or]| + [[vz]])

Nach DUHAMEL lautet die Losung

t
u(t) = e A, +/ e (=)Af(s)ds,
0

noch ausgerechnet werden kann (s. EMMRICH, Gewthnliche und
Operator-Differentialgleichungen, S.).

IN A

wobei e tA

Wir kommen nun zu linearen Systemen in X = R?,

Theorem 2.26. Sei X = RY und A € C(I,R**9) fiir ein Intervall I C R.Dann
gilt

(1) Die Menge aller homogenen Lésungen
Vi={u=u(t) e CHI; X): u/(t) + A(t)u(t) = 0}

ist ein linearer Teilraum von C(I; X) mit dimV = d.
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(2) Fir f € C(I; X) ist die Menge aller inhomogenen Ldsungen
Vo= {u=ult) € CYI X) : /(1) + AWul) = f(x)}

zu'V affin und es gilt Vy =V @ u,, wobei u, eine beliebige partikulire Lo-
sung ist.

(3) Seien uj,ug,...,uy, € V mit m < d. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent
® Ui, Ug, ..., U Sind linear unabhdngige Funktionen.

o Fir jedes s € I sind ui(s),u2($), ..., um(s) linear unabhingige Vek-
toren.

o Fiir eint € I sind ui(t),us(?), ..., um(t) linear unabhingige Vektoren.

Bemerkung. Die linear Unabhéngigkeit von Funkionen ist im Allgemeinen etwas
anderes als die lineare Unabhéngigkeit einzelner Funktionswerte.

Beweis. zu (1) Dass es sich um einen linearen Teilraum handelt, folgt unmittelbar
aus dem Superpositionsprinzip. Fiir die Dimensionsaussage kénnten wir sogleich ein
Fundamentalsystem konstruieren und (2) benutzen, doch dazu spéter.

Jedenfalls ist die Abbildung

SRSV, ug— u
wobei u = Sug die eindeutig bestimmte Lésung von
uw'(t) + A(t)u(t)
{’U,(f,o) = Up

sei, linear, injektiv und surjektiv, also ein Isomorphismus.
zu (2) ... klar wegen des Superpositionsprinzips.

zu (3) Es gilt wegen u; € V stets u; = Sug; fiir irgendwelche ug;. Da S ein Isomor-
phismus ist, folgt aus der linearen Unabhéngigkeit von w; auch jene von wug; und
umgekehrt. Es ist nun uo; = u;(to) mit ty € I beliebig, aber fest, was die Aquivalenz
der drei Aussagen nach sich zieht. O

Definition 2.27. (WRONSKI-Determinante) Die Voraussetzngen seien wie zuvor
und u1,ug,...,uq € V. Dann heifit

W (t) := det(uy, uz, ..., uq), tel
WRONSKI-Determinante von uq, us, ..., uq.
Lemma 2.28. FEs gelten die folgenden Aussagen:
(1) Entweder W (t) =0 oder W (t) #0 fir alle t € I.

(2) ui,ug,...,uq sind genau dann linear unabhdngig, wenn W (t) # 0 fiir alle
tel.
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(3) Es gilt die Formel von Liouville:
W'(t) +trA(t)-W(t) =0
so dass W(t) = exp(— ftto trA(T)dr)W (to) fiir to,t.

Bemerkung. ¢rA(t) ist die Spur der Matrix A(¢), also die Summe der Diagonalele-
mente.

Beweis. ... zur Ubung. (]
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2.4. Der Satz von Peano iiber die lokale Losbarkeit von Anfangswert-
problemen fiir endlichdimensionale Systeme gewd6hnlicher Differential-
gleichungen und eine Verallgemeinerung auf Operatordifferentialgleichun-
gen.

Im Satz von Picard-Lindel6f wurde fiir die Existenz und Eindeutigkeit der Losung
eines AWP (unter anderem) die Lipschitzstetigkeit der rechten Seite im zweiten
Argument gefordert. Hat man die Lipschitzstetigkeit nicht gegeben, so kann man -
allerdings nur in Endlichdimensionalen - bei stetiger rechter Seite wenigstens noch
die Existenz einer Losung sichern; die Eindeutigkeit geht dann verloren.

Beispiel. Das AWP u/( u(t), u( O besitzt unendlich viele Lésungen,
nidmlich u(t) = 0 fiir ¢ g o und ( ) %( )2 fiir t > a.

Theorem 2.29. (PEANO, 1890) Sei X = RY versehen mit der Norm ||.|| und sei
fiir ein v >0 und ein ug € X f:[0,T] x B(ug,r) — R? stetig.
Dann besitzt das AWP
u'(t) = f(t u(t))
{u(to) = Up
auf dem Intervall I := [0, T|N[to— 7, to+ 77| mit M := max, ) ej0,17x B(uo,r) |1f (& )]
mindestens eine Losung u : I — B(ug,r) € C*(I,R?).

Um diesen Satz zu beweisen, bendtigen wir noch einige Hilfsmittel, die wir zum Teil
ohne Beweis angeben wollen.

Theorem 2.30. (ARZELA-AScOLI) Sei {u,}nen eine Folge von auf [0,T) gleich-
mapig beschrinkten und gleichgradig stetigen Funkionen, die in den R? abbilden.
Dann gibt es eine auf [0,T] gleichmdfig konvergente Teilfolge {u,} von {uy}nen.

Beweis. ... in der UE. O

Bemerkungen. Seien u,, : [0,7] — R? fiir alle n € N stetige Funktionen.

(1) Die Folge {un tnen heilt gleichméRig beschrinkt, wenn gilt

Ik >0nen * |[unlloo,r)re) = H%g% |[tn (t)||re < K.

(2) Die Folge {uy,}nen heifit gleichgradig stetig, wenn gilt

Ves036>0Ynens tefo, 1):s—t|<5 © [|[un(s) —u(t)]| <e.

(3) Die Folge {uy,}nen heifit gleichmifig konvergent, wenn gilt

Fuec(or)re : MaX [un(t) = u(t)llas —noo 0
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(4) Der Satz gilt so nur in R

(5) Es gilt schirfer in R?: Eine Familie von Funktionen aus C([0, 7], R?) ist
genau dann relativ kompakt, wenn sie gleichméfig beschrankt und gleich-
gradig stetig ist.

Theorem 2.31. (Fizpunktsatz (FPS) von Brouwer, 1930) Jede setige Abbildung
von einer abgeschossenen Kugel im R¢ in sich selbst besitzt mindestens einen Fia-
punkt.

Beweis. Fiir d = 1 ist die Aussage nichts anderes als der Zwischenwertsatz.

Einen allgemeinen Beweis findet man in ZEIDLER, Applied Functional Analysis,
aber auch im Skript von FERUS, Analysis III. (I

Bemerkung. “abgeschlossene Kugel” kann ersetzt werden durch A # () kompakt,
konvex.

Theorem 2.32. (Fizpunktsatz von SCHAUDER, 19380) Sei A # () eine konveze,
abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge eines Banachraumes X und sei T : A —
A eine kompakte Abbildung. Dann besitzt T mindestens einen Fizpunkt in A.

Bemerkungen.

(1) Fiir X = R? sagt der FPS von Schauder dasselbe wie der FPS von Brouwer.

(2) Eine Menge A # () heift konvex, wenn gilt
Ve 0 wvE€A= pu+ (1 —pve A

(3) Sei X Banachraum und A C X. Falls dim X < oo, so gilt: Ist A abgeschlossen
und beschrinkt, dann ist A kompakt.

(4) Seien X,Y Banachrdume. Eine lineare Abbildung F' : D(F) C X — Y
heifit kompakt, falls gilt

o [ ist stetig.

e F' bildet beschrinkte Mengen aus D(F') in relativ kompakte Mengen
in Y ab. (anders: Aus jeder beschrinkten Folge {u,} C D(F) kann
eine Teilfolge {u, } derart ausgewdhlt werden, so dass die Bildfolge
{F(un)} CY konvergiert. )

Beweis. ... findet man in der einschligigen Literatur: BREZIS, WERNER, Y OSIDA,
RuzicKA. Achtung! Der Begriff der kompakten Abbildung wird nicht einheitlich
verwendet. (I

Theorem 2.33. (Approximationssatz fiir kompakte Abbildungen) Seiein X,Y Ba-
nachrdume und F : M C X — Y kompakt, M # () beschrinkt. Dann gibt es zu
jedem n € N eine stetige Abbildung F,, : M C X — Y, so dass
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® SUPyenm ||FU—F 1)||y = n’
o dim spanF, (M) < oo,

e F,(M) C coF(M).

Beweis. Wir zeigen nacheinander, dass F,, die Eigenschaften erfiillt. Zur ersten
Eigenschaft:

(1) Da F kompakt und M beschrinkt, ist F'(M) relativ kompakt. Demnach gibt
es zu jedem n € N ein endliches %—Netz von F(M), d.h. es gibt Elemente
V1,09, ...y Uy, € F(M), so dass jedes Bildelement F, (u), v € M in einer Kugel
mit Radius % um eins dieser v; liegt, also

1
min ||Fu—v;|| < —.
J=1 n

geeey T

2) Sei a;(u) := max{+ — ||Fu — v;||,0} > 0. Fiir ein j gilt a;(u) > 0 und es
J n J J
ist F, MCcX—>Y

>0, da ein a; >0

wohldefiniert. F,, heifit Schauder-Operator. (F,, hangt von n ab, da a; durch
L_Netz gegeben ist.)

(3) F,ist stetig, denn u +— ||Fu — v,|| ist stetig. Es gilt

‘ HFUl—Uij—HFUQ_UjHY |§ HFUI_FU'ZHY —F kompak, also stetig 0 fiir HUI_U'?HX — 0.

(4) Wir iiberpriifen noch die Approximationseigenschaft: Es gilt

| Fou — Ful| - = HZZ vj — Ful|

ar(w) ™'Y (a(w)lv; — Full)

=1 j=1

< )Y =
=1

= (

(= 1

3

~
I
—

Zur zweiten Eigenschaft. Es gilt F,,u € span{vi,...,v,,} mit v; € F(M), also
dim spanF, (M) < co.
Zur dritten Eigenschaft. Es gilt

FU_ZEZ a ”JECO{Ulw--,Um}CF(M).
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Nun kénnen wir den Fixpunktsatz von SCHAUDER beweisen:

Beweis.

(1) O.B.d.A. kénnen wir 0 € A annehmen, denn es existiert ein vy € A und
wir kénnen iiberall u© durch u — ugersetzen:

T(ﬂ—uO-I-uO)—UO:’l_L—Uo.

Wir definieren die Abbildung 7 : A — ug — A — ug, v — T(v 4+ ug) — uo
und es gilt: Wenn T kompakt ist, dann auch T'.

(2) Nach dem Approximtionssatz gibt es zu jedem n € N ein T, : A — X,,,
wobei X,, ein endlichdimensionaler Unterraum von X ist und fiir den steti-
gen Operator T}, gilt ||T,,v — Tv|| < L fiir alle v € A.

Sei A, := AN X,. Es gilt 0 € A, A ist konvex, abgeschlossen und
beschrankt und

Approx.-Satz T:A— A

To(A) T CTTT(A) T TCT cod Y AL

Also ist T, : A — A und insbesondere T,, : A, — A, (da T}, : A, —
Aund T, : A— X, und A, .= ANX,). A, := AN X, ist endlichdimen-
sional und kompakt und es folgt mit dem FPS von Brouwer

Ju,ea t Tptn = Up.

(3) un, € A, C A, A ist beschriinkt, also ist {u,}nen beschrinkt. Da T kom-
pakt, kann eine konvergente Teilfolge von {Tu,} ausgewihlt werden, so
dass gilt

Juex : Ty — w fiir n’ — oo.
Da A abgeschlossen, ist w € A. Fiir die Teilfolge gilt
[luns —wl| < luns = Tup || + [T — wl|
= |[Twuw — Tuw ||+ |[Tun — wl|

<1 —0

—n

— 0 fiirn — oo
Da T stetig ist, haben wir mit Tu,, — w und u, — w
Tw = w.
(w € A ist der gesuchte Fixpunkt.)
O

Jetzt haben wir alles zusammen um den Satz von PEANO zu beweisen. Zur Uber-
sichtlichkeit wiederholen wir ihn noch einmal:
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Theorem 2.34. (PEANO, 1890) Sei X = R? versehen mit der Norm ||.|| und sei
fiir ein v > 0 und ein ug € X f:[0,T] x B(ug,r) — RY stetig.
Dann besitzt das AWP
{u’(t) = f(tu(t))

u(to) = Up

auf dem Intervall I := [0, T|N[to— 17, to+77] mit M = max, ,)c(0,7]x B(uo,r) ||f (& 2)]|
mindestens eine Losung u : I — B(ug,r) € C1(I,R?).

Beweis.

(1) Wie im Beweis des Satzes von PICARD -LINDELOF betrachten wir das dquiv-
alente Fixpunktproblem

t
u(t) =uo+ [ f(s,u(s))ds (= (Tu)(t)).
to
(2) Sei A:={ve C(I,R? :v(t) € B(ug,r)}. Dann ist A # 0,
e A abgeschlossen, denn fiir eine Folge {u,} C A gilt fiir v, — w

lw(t) — || < [lw(t) — un(B)]] + ||un(t) — uol| -

—0 <r

Also ist w(t) € B(ug,r) und damit w € A.
e A ist konvex, denn fiir v,w € A, u € [0, 1] gilt

[p(u(t) = uo) + (1 — ) (w(t) — uo)l|

o (t) + (1 = pw(t) — uoll

< pllv(t) = ol + (L= w)fw(t) — uoll
< pr+(d—pr

Also ist pv + (1 — p)w € C(I,R%).
(3) T: A— A, denn fiir v € Aist T stetig (wie im Beweis von P.-L.) und

t
[(Tv)(t) —woll = || t f(s,v(s))ds||
max(to,t)
< [ s ds
min(to,t)
<t —to|M
< %M:r

Also ist Tv € A.

(4) T iiberfiihrt beschridnkte Mengen in relativ kompakte Mengen. Sei {u,} C
A. da A beschrinkt, ist auch {u, } gleichmifig beschrankt und damit wegen
T:A— Aauch {Tu,}. Schlieflich ist {T'u,} gleichgradig stetig, denn zu
€ > 0 existiert § = 17, so dass fiir alle n € N und alle s,¢ € [ mit |s —t[ < ¢
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gilt

|(Tun)(t) = (Tun) ()| = H/ f(7;un(7))dr]|

IN

max(s,t)
[ sl

min(s,t)

IN

[t — s|M

€
— M =
Mve

*

IN

Nun existiert nach dem Satz von Arzela-Ascoli* eine gleichméfig konver-
gene Teilfolge {Tu, } C A. Also ist T : A — A kompakt.
Damit sind alle Voraussetzungen des FPS von Schauder erfiillt, d.h. es ex-

istiert ein u € A mit Tu = u(t) = uo—l—f; f(s,u(s))ds = u. Dieser Fixpunkt
u ist eine Losung unseres AWP. Insbesondere ist u stetig differenzierbar.

O

Bemerkungen.

(1)

(2)

An den Stellen * haben wir benutzt, dass X endlichdimensional ist. (Sonst
wire die abgeschlossene und beschriankte Einheitskugel nicht kompakt.)

Literatur ... : u.a. DEIMLING, ODE in Banachspaces schlieft Liicke zwis-
chen f stetig und f kompakt.

Fiir den Fall dim X = oo geben wir ein Gegenbeispiel: Betrachte X = ¢y,
den Raum der Nullfolgen, mit der Norm ||u|| := sup;cy |u;| und das AWP

wi(t) = 23/u(t), tel0,T],i=1,2,..
w©) = =

’i2

Jedes einzelne AWP besitzt die eindeutig bestimmte Losung u;(t) = (t+1)2,

Losbakeit in co: ug = (1,%,%,...,%2,...), fu) = (23/u1(t), 24/ua(t),...).
f:co — co ist stetig. Fiir jedes ¢ > 0 ist jedoch u(t) ¢ cg, d.h. u kann nicht
in ¢y abbilden.

Theorem 2.35. (verallgemeinerter Satz von ARZELA-ASCOLI) Eine Menge M
von auf dem Intervall [0,T] stetigen Funktionen mit Werten in einem Banachraum
X ist genau dann relativ kompakt in C([0,T), X), wenn sie

e gleichgradig stetig ist und

o fir alle t € [0,T] die Menge M(t) := {v(t) : v € M} C X relativ kompakt

m X ist.

Beweis. ... Ubungsaufgabe. (I
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Theorem 2.36. (verallgemeinerter Satz von PEANO) Sei f : [0, T x B(ug,r) — X
kompakt, wobei (X, ||.||) ein Banachraum ist. Sei to € [0,T], ug € X. Dann gibt es
etn M >0, so dass gilt

Viclo,1],0eBuorycx LGV <M
und das AWP
w'(t) = f(t,u(t))
{u(to) =
besitzt auf I = [0,T] N [to — 15, to + +7] mindestens eine Lésung u : I — B(ug,r) in

(I, X).

Beweis.

(1) Da [0,T]x B(ug,r) beschrinkt und T kompakt, ist T([0, 7] x B(ug,r)) rela-
tiv kompakt und somit beschrinkt. Die Existenz von M ist somit gesichert.

(2) Der Beweis des klassischen Satzes von Peano iibertrigt sich bis auf
e die Existenz von M,
e die Anwendung des Satzes von Arzela-Ascoli.

(4) (alles nochmal...) fast alles wie beim klassischen Peano.
(5) Die Existenz von M ist wegen der Kompaktheit von f gesichert.
(6) TIst

T: A— A(Tv)(t) := ug —|—/O f(s,v(s))ds

kompakt? Ja, denn T ist stetig (wie klassischer Peano) und T bildet beschrank-
te Mengen in relativ kompakte Mengen ab: Fiir M C A (beschrénkt, be-
deutet keine Einschrinkung, da A beschrinkt ist) ist T'(M) gleichgradig
stetig. Untersuche T'(A) auf relative Kompaktheit: Sei v € A. Betrachte
M(t) == {v(t) : v € M} C X. Hierzu

1
t—to

(Tv)(t) := uo + (¢t — to)

[ stssotnas.

*

f ist stetig fiir v € A (Verkettung stetiger Funktionen, der zugehdrige
Nemytzki-Operator bildet stetige Funktionen in stetige Funktionen ab).
Nun ist
% € ug + (t —to)eo{f(s,v(s) : s € I,v e A)}
Cug + (t—to)eo {f(s,w): s € I[,w € Blug,r)}.

*%

Da f kompakt, ist f(I x B(ug,r)) relativ kompakt. Nach dem Satz von
Mazur (Satz ?.7) ist ¢o(*) kompakt. Also ist M(t) relativ kompakt. Der
verallgemeinerte ARZELA-ASCOLI liefert die Kompaktheit von 7" und mit
dem Schauderschen FPS erhalten wir die Behauptung.
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O

Theorem 2.37. Unter den Voraussetzungen des verallgemeinerten Satzes von Peano
ist die Lésungsmenge kompakt.

Beweis. Jede Losung ist Fixpunkt von T und liegt in A. Sei {u,} C A eine Folge
von Losungen, d.h. Tu,, = u,. Da T kompakt, gibt es eine konvergente Teilfolge
{Tu,}. Dann aber konvergiert auch {u, } € A. O

Die Losungsmenge ist i.A. nicht kompakt, wenn (im Fall dim X = co) f nur stetig
ist. Wir geben ein

Beispiel. Berachte X = [°° mit der Supremumsnorm. Sei v = (u1, ua, ...) und

2
W(t) = — fiir |ul] £0, '(t) =0 fiir |ju]| = 0.

Vlull
u(0) = 0
Die rechte Seite ist stetig. Losungen sind z.B. u(®(t) = (0,0,0,...), vV (t) =
(t2,0,0,...), u@(t) = (0,¢2,0,...), ... Die Menge dieser Losungen ist nicht relativ
kompakt (wére die Menge aller Losungen, wir kennen sie nicht, kompakt, dann wére

diese Teilmenge kompakt), denn es gibt keine konvergente Teilfolge: Fiir m # n ist
|[ul™) —u(M|| =2 #£ 0 fiir t > 0.
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2.5. Einzigkeitsaussagen.

Theorem 2.38. Sei (X,||.||) ein Banachraum und seien J C R ein offenes Inter-
vall, D C X offen. Geniigt die stetige Funktion f: Jx D CRx X — X auf J x D
einer lokalen Lipschitzbedingung, so besitzt das AWP

w'(t) = f(t,u(t))
u(to) = Up

mit (to,up) € J X D héchstens eine Lésung u € C1(J; D).

Beweis. Angenommen, es gibt zwei verschiedene Losungen v = u(t) und v = v(t)
auf einem gemeinsamen Intervall .J > o (J muss ja nicht ganz J sein). Es sei t € J
die erste Stelle, nach der sich v und v unterscheiden (0.B.d.A. sei t > o). Es gilt
also u(t) = v(t) =: @ € D und u(t + 6) # v(t + 6)(und wegen der Stetigkeit fiir
alle § € (0,6) mit einem § > 0). Wegen der lokalen Lipschitzbedingung gibt es ein
L=L(t,u) >0, ein 7 =7(¢,u) und ein r = r(¢,u), so dass gilt:

VtE[f—T,f+T], v,weB(a,r) - Hf(t,’l)) - f(t=w)|| < L||U - w”

Sei t > t. Es gilt sodann

[u(t) = v(®)]]

Hﬂ(ﬂaw@»—ﬂaw@»mu

IN

[ s u9) = 1(s o)) s
< L[ I - ol ds

Nach dem Gronwallschen Lemma bzw. dem iiblichen Trick mit dem integrierenden
Faktor folgt ||u(t) — v(¢)|| < 0, was ein Wiederspruch zur Annahme ist. O

Theorem 2.39. Sei (H,(.,.),|.|) ein Hilbertraum, (to,uo) € [0,T] x H und sei
f:[0,T) x H— H stetig und geniige einer einseitigen Lipschitzbedingung:

ElLE]R VtE[O,T], v,weH * (f(t,’U) - f(t,U)),’U - w) < L|’U - w|2'

Dann gibt es fiir t >ty hochstens eine Lisung des AWP

?ﬂﬂ=f@uw)

u(to) = Up

Bemerkung. An L ist keine Vorzeichenbedingung gestellt.

Beweis. Angenommen u und v sind zwei verschiedene Losungen rechts von ¢y. Dann
gilt fiir alle ¢t > g

(2.5) 5 =7 [u(t) = v(®)? (u'(t) = ' (1), ult) — v(t))

= (f(tu(t) = f(E,0()), ult) —v(t))
Lu(t) = v(t)?

IN
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und daher

d

= (e () — (1) 2)

2t { S hu(t) = o0 = 22hu(t) - (o)
< 0
Integration von ¢y bis ¢ fiithrt auf
0 < |u(t) — (1) < {e”(t*to) g — vo\} —0
was im Widerspruch zur Annahme steht. (I

Dabei haben wir in (2.5) von folgendem Lemma Gebrauch gemacht:

Lemma 2.40. Sei (H,(.,.),|.|) ein Hilbertraum und v € C*([0,T); H). Dann gilt
fir alle t € [0,T)

Beweis. Seien t,t+ h € [0,T]. Es ist
(Rt 4 B2~ Jul)?) = (e 4+ B) — u(t), ult + 1) + 7 (ult + h) — u(t), u(e)).

Des Weiteren gilt

(0 (), (8)) — - (ult + B) (), u(t)| = |(6) — & Cult + ) — u(e)), u(t)

IN

(1)~ 3 (ut + h) — u(t))| ()

(1) = 3 (u(t + 1)~ u(t))| o,

—0 fiir h—0

IN

so dass
(w(t +h) —u(t),u(t)) — (u'(t),u(t)) fiir b — 0.

==

Ahnlich gilt

(0. u(0) = § (a4 1) = o) ule + 1)

(/) ut) — ut + 1)) + (0 (8) — - (u(t + B) — u(t)), u(t + h))\

h
<l (@fJult + ) —u(t)| + |u'(t) - %(u(t +h) —u(t))| |lu(t + h)|
< Ju(t4h) =) |- [[v]logor;a) + | (t) — %(U(t +h) —u(®) | ulleqo,ry;8)-
—_—

—0

—0
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Wegen der Setigkeit und der stetigen Differenzierbarkeit von u folgt

%(u(t +h) —u(t),u(t+h)) — (W (t),u(t)) fir h — 0.

Zusammen ergibt sich die Behauptung. (I

Theorem 2.41. (Einzigkeitssatz von NAGUMO) Sei (X, ||.||) ein Banachraum,
(to,up) € [0,T] x X und sei f : [0,T] x B(ug,r) € [0,T] x X — X fiir einr >0
stetig und gentige der NAGUMO-Bedingung:

Vie(o,1),0weBuor) [t tol - [Lf(t,0) = f(E,w)]] < [ —wl].

Dann gibt es auf jedem Intervall J C [0,T] héchstens eine Lésung u € C*(J; X)
des AWP

{u’(t) = f(tult) ted

’u(to) = Up

Beweis.

(1) Angenommen, u und v seien zwei verschiedene Losungen im gemeinsamen
Intervall J > ty. Wegen der Stetigkeit gibt es ¢, mit

infJ<t<ty<t<supl,
so dass
u(t) = v(¢) fiir alle ¢ € [t,¢] und u(t) # v(t)
zumindest in einer gewissen Umgebung links von ¢ bzw. rechts von t.
(2) Sei

u@®=v®| ¢
m(t) == { [t—tol fiir t # to
0 sonst.

Wir wollen zeigen, dass - im Widerspruch zur Annahme - m(t) = 0 fiir alle
t € J. Wegen m(t) > 0 und (fiir ¢ # ¢o)

1

m(t) = m”’u(t) — U()(’U(t) _ UO)H
1 t , .
T =t /to(u (s) —v'(s))ds
1 t
= | ot = ot
1 max(to,t)

— _ £ (s, u(s)) = f(s,v(s))llds
‘t t0| min(tg,t)

= |[f(to, u(to)) — f(to,v(to))|| = 0 fiir t — to.



58 GEHALTEN VON DR. ETIENNE EMMRICH, WS 05/06, TU-BERLIN

(3) Sei h > 0 beliebig. Dann gilt (beachte ¢ > #;) analog
[lu(t + h) —v(t + h)||
trh—to
h 1 i
< vz _
= it+h—tg h/t [1£ (s, uls)) = f(s,v(s))l|ds

L ) v,

< I = 7 5, 7
=Negumo T to h s — to
———

<1 =m(s)

1 t+h
< 7 / m(s)ds.
t

Sei a(h) := ff+hm(s)ds, so gilt also a/(h) = m(t + h) < 3a(h) und mithin

(1 a(h))’:ah dWh—a(h) _ o) 1 _,

m(t+ h)

(h) h2 “a(h) R

(Ist a(h) = 0, so folgt ohnehin m(t + h) = 0.) Integration liefert fiir be-
liebiges 0 <7 < h
h 1 t+7
#gﬁz—/ m(s)ds — m(t) = 0 fir 7 — 0.
T T Ji

0<m(t+h)< l/Hhm(s)ds = alh) <0

was im Widerspruch zur Annahme m(¢+ h) # 0 (denn w(t + h) # v(t + h))
steht.
(4) Der Fall t — h < t <t ist analog.
(I

Beispiel. Seien X = R, f(t,v) = /|t| + |v| und tp = 0, ug = 0. f geniigt keiner
Lipschitzbedingung, aber

[t [f(t,0) = £, w)] < |v—wl

fir 1./]t| < 1, also |t| < 4. Zusammen mit dem Satz von Peano ergibt sich die
eindeutige Losbarkeit.

Theorem 2.42. (Eindeutigkeitssatz von OsGoop) Sei (X, ||.||) ein Banachraum,
(to,ug) € [0,T] x X und sei f : [0,T] x B(ug,7) — X fiir ein r > 0 stetig und
gentige der OSGOOD-Bedingung:

VtG[O,T],v,wGB(uo,r) : ||f(t7 U) - f(tﬂ ’U})H < w(H/U - ’LU||)
wobei w : [0,00[— R stetig ist und die Bedingungen w(0) = 0, w(z) > 0 fir z >

0, wz+y) <w@)+wly) (wist monoton wachsend) und lim._,o f; dz

w(z)

= 0
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erfillt. Dann gibt es auf jedem Intervall J C [0,T] hdchstens eine Lisung u €
C(J; B(ug,r)) des AWP
{u'(t) = f(tu(t)) teJ

U(to) = U

Beweis. ... Originalartikel von OscooD, PETROWSKI: Gew6hnliche Differentialgle-
ichungen, S. 100 ff. O

Beispiel. w(z) = Lz (L - Lipschitzkonstante, L > 0), w(z) = Lz -In1, w(z) =
Lz-In % lnln%,
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2.6. Verlauf der Losungen im Grofien und maximal fortgesetzte L&sun-
gen.

Einige Aussagen iiber die globale Lsbarkeit und damit auch iiber die maximale Los-
barkeit hatten wir bereits. Mit maximal fortgesetzter Losung/ Losung im Grofen
meint man das Auffinden eines maximalen Intervalls, in dem eine Lisung existiert,
und die Untersuchung derselben.

Beispiele.

(1) Gegeben sei das AWP

u(l) =2 ’

{u’(t) = J/u(t)

welches nach dem Satz von Picard-Lindelsf auf [0,7) N[l —a,1+al], a =
min( 17, %) genau eine Losung besitzt. Um die Lipschitzbedingung zu garantieren,
ist 7 < 2 zu wihlen (so dass up —r > 2—2=0). Dann ist ¢/v < /24 r =:

M, |0 — Yw| = $2(0)73v — w| und $(0)~3 < (2 - r)5. Wihle nun

r geeignet, so dass a maximal wird. Suche also einen Schnittpunkt von

= r(2 —I—’I“)_%, r— %(2 — r)%, etwa r = 1,476 und damit a =~ 0,974. Wir
erhalten als Existenzintervall ungefdhr [1 — 0,974,1 + 0,974]. Die Losung

kann jedoch fortgesetzt werden, etwa so:

2 3
u(t) = (g(t—1)+2%)% fiir t > 1 — 5-2% ~ 1,38

Man kann diese Losung sogar noch weiter fortsetzen, denn u(t) — 0 fiir ¢t —
tr=1-3- 2% und u/(t) = ¢/u(t) — O fiir ¢ — ¢*. Sei daher

24— 1)4+23)3 t>¢t*
u@_{u )+2hi 1>
0 sonst

Diese Losung ist nun maximal, da sie auf ganz R definiert ist.
(2) Gegeben sei das AWP

{u’(t) = u(t)?
=1

Die Lésung u(t) = = kann auf ] — oo, 1] fortgesetzt werden.
Definition 2.43. (Graph, (maximale) Fortsetzung)
(1) Sei u = u(t) eine auf einem Intervall .J,, 5ty gegebene Losung des AWP

{u’(t) = f(t,u(t)) te€ JyueCl(Jy;X)

(2.6) ) —

Dann ist der Graph von u definiert als

graph u := {(t,u(t)) : t € Ju,} C Jy, x X.
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(2) Eine auf einem Intervall J, gegebene Lisung von (2.6) heifit Fortsetzung
einer auf einem Intervall J, gegebenen Losung v von (2.6), falls
graph u O graph v,
falls also J,, O J, und u(t) = v(¢) fiir alle t € J,, C J,,.
(3) Eine auf einem Intervall J,, gegebene Losung von (x) heifft maximal fort-

gesetzt, falls sie keine echte Fortsetzung besitzt, falls also aus graph v O
graph u stets graph v = graph u (und mithin v = w auf J, = J,,) folgt.

Beispiel. Betrachte das AWP

Fiir jedes 0 < o < o0 ist

0 t<a 0
Uy = , Uso =
(e (t—40()2 + 2 a o]
fir ¢ € R eine maximal fortgesetzte Losung der Losung v = 0, J, =] — 00,0[.

(Achtung: Zur Losung gehort eine Intervallangabe!)

Theorem 2.44. (globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz) Sei (X, ]|.||) ein Ba-
nachraum und seien J C R ein offenes Intervall und D C X offen. Ferner sei
f:JdxDCRxX — X stetig und gentige einer lokalen Lipschitzbedingung. Dann
existiert zu jedem Paar (tg,up) € J X D genau eine maximal fortgesetzte Lisung

des AWP

u'(t) = f(t u(t))

’U,(f,o) = Up
Das mazimale Existenzintervall Jyap = Jmaz(to, wo) C J ist offen: Jpmaz(to, o) =
(o, 8) mit —oo < a < B < oco. Dabei gilt - sofern im Falle dim X = oo f auf
beschrankten Teilmengen von D, die positven Abstand zu 0D haben, beschrinkt ist
- entweder

a =infJ bzw. B =supJ
oder

lim  min(dist(u(t), dD). [[u(t)|| ") = 0.
t—a+(8-)

Bemerkungen.

o dist(z, M) :=infyen ||y — z|| fiir M C X, dist(z,0) := o0

e Ist f auf D stetig und D’ C D eine echte beschrinkte Teilmenge von D
mit dist(D’, D) > 0 und dim X < oo dann gilt D’ C D, so dass f auf der
kompakten Menge D’ stetig ist, also f auf D’ C D beschrinkt ist.

e Fiir das Existenzintervall sind also folgende Fille méglich: (o, 3) = J
(globale Losbarkeit), o = inf J und 3 # supJ und lim,_.g_ ||u(t)|| = o
oder @« = infJ und § # supJ und lim,_,g_ dist(u(t),0D) = 0 sowie
entsprechende Falle fiir o # inf J.
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e Beachte: Ohne die zusétzliche Forderung im Falle dim X = oo muss lim ||u(t)]]
iiberhaupt nicht existieren! (s. Deimling, S. 7 ff.)

Beweis.

(1) Sei (to,up) € J x D beliebig, aber fest gewéhlt. Da J und D offen, gibt
es nach dem Satz von Picard-Lindel6f ein a; > 0, so dass das AWP genau
eine Losung uy im Intervall [tg —aq,to+aq1] C J besitzt. Diese Losung kann
nach rechts fortgesetzt werden. Dann wiederum gibt es ein as > 0, so dass

das AWP

v'(t) = f(t,(t))

v(to + a1) = uy(to + a1)
genau eine Loésung besitzt, die wir mit usbezeichnen wollen, und die auf
[to + a1 — ag, to + a1 + as] C J existiert.

(2) Wegen des Satzes iiber die Einzigkeit bei lokaler Lipschitzbedingung gilt
fiir alle t € [t + a1 — aa,to + a1 + ag] u1(t) = uz(t) und mit

w(t) — Ul(t) tG[to—al,to-l-(ll]
UQ(t) tE[to-‘ral,to-i-al—f—aQ]

ist eine echte Fortsetzung von wuj(sowie uy) gegeben.

(3) Wir kénnen u; entsprechend auch nach links fortsetzen und wir kénnen dies
beliebig oft wiederholen, da J und D offen sind. (Beachte: Die Funkion-
swerte liegen wegen Picard-Lindel6f stets in D!)

(4) Seien
a = afty,up) := inf{t € J: Das AWP besitzt eine Losung auf [¢,%o]}
B = B(to, uo) :=sup{t € J: Das AWP bhesitzt eine Losung auf [to,t]}

(wegen (3) und der Eigenschaften der reellen Zahlen existieren a, 3). Dann
gibt es nach dem Satz iiber die Einzigkeit genau eine Losung v :|a, 5[— D
des AWP. Das Losungsintervall |a, 5] ist offen, denn sonst kénnte obiges
Fortsetzungsargument auf (o, u(«)) bzw. (5, u(8)) noch einmal angewandt
werden.

(5) Nach Konstruktion ist |a, 8] maximal und die Losung ist die maximal
fortgesetzte Losung: Wegen der Lipschitzbedigung und der daraus folgen-
den Einzigkeitsaussage gibt es stets nur genau eine Fortsetzung auf einem
gegebenen Losungsintervall.

Fiir den Rest des Beweises (Randverhalten der Losung) sei auf AMANN, S. ... ver-
wiesen.

O

Definition 2.45.
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e Sei M eine beliebige Menge und < eine durch eine Menge R< C M x M
erklarte Relation. Diese heitt Halbordnung auf M, falls gilt

(1) = <z (Reflexivitit, d.h. (z,2) € R<)
(2) x <yund y < z = x < z (Transitivitdt)
(3) x <yund y <z = z =y (Antisymmetrie)

o Ist fiir je zwei Elemente z,y € M stets z < y oder y < x erfiillt, so heift
M geordnet (alle Elemente aus M sind miteinander vergleichbar)

e Ein Element z heifit maximales Element, wenn fiir alle x € M aus z < zx
folgt z = x (es gibt kein z mit z < z)

e Ein Element y einer halbgeordneten Menge M heifst obere Schranke der
Teilmenge M’ C M, wenn fiir alle z € M’ gilt: x < y.

e Eine Teilmenge M’ C M einer halbgeordneten Menge heifit Kette, wenn
je zwei Elemente aus M’ vergleichbar sind (wenn also M’ mit der Halbor-
dnung auf M geordnet ist)

Lemma 2.46. (von ZORN (1935)) Besitzt jede Kette einer halbgeordneten Menge
M eine obere Schranke, so gibt es mindestens ein mazimales Element in M.

Bemerkung. Das Lemma von Zorn ist eines der elementaren - nicht aber trivialen
- Aussagen der Mathematik und kommt aus der Mengenlehre. Es ist dquivalent
zum Auswahlaxiom und zum Satz von ZERMELO (s. EBBINGHAUS, Einfiihrung in
die Mengenlehre).

Lemma 2.47.

(1) Die Menge aller Losungen von

w'(t) = f(t,u(t))
u(to) = Up

15t vermoge u < v :& graph u C graph v halbgeordnet.

(2) Seiwu eine auf I 5ty gegebene Lisung von (2.6). Dann existiert mindestens
eine maximal fortgesetzte Losung.

Bemerkung. Wir haben nichts iiber die Existenz einer Losung ausgesagt! Lediglich
unter der Annahme der Existenz einer Losung folgt auch die Existenz einer maximal
fortgesetzten Losung.

Beweis. ad 1) klar

ad 2) Sei M die Menge aller Fortsetzungen von w. Offenbar ist M halbgeordnet
(nicht aber geordnet). Sei M’ eine geordnete Teilmenge (Kette). Dann gilt fiir
v1,vy € M’ sicher vi(t) = wvy(t) fiir alle t € Iy NIy und I} N I, = I oder Is.
Offenbar gibt es fiir M’ eine obere Schranke, die durch die Lésung auf Uua em Lo
gegeben ist. Dabei gehort die Losung auf UuQEM' I, jedenfalls zu M, denn es ist
eine Fortsetzung von u. Nach dem Zornschen Lemma gibt es also mindestens ein
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maximales Element in M, das nichts anderes als eine maximal fortgesetze Losung

von (2.6) ist. O

Theorem 2.48. Seien X = R? und J C R ein offenes Intervall und D C R? offen.
Ferner sei f : J x D C R xRY — R? stetig. Dann ezistiert fiir alle (to,uo) € J x D
mindestens eine maximal fortgesetzte Losung des AWP

{u’(t) = f(t,u(t))

u(to) = Up

Beweis. (1) Nach PEANO gibt es mindestens eine lokale Lisung.

(2) Nach dem letzen Lemma gibt es mindestens eine maximale fortgesetzte Lsung.
O

Bemerkungen. Die Losungen lassen sich wieder bis zum Rand von J x D fort-
setzen. Wie beim Satz iiber die globale Existenz und Eindeutigkeit kann man hier
analoge Aussagen iiber das Randverhalten machen.
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2.7. Zur Existenz und Einzigkeit von Loésungen im Sinne von Carathéodory.

Idee. Im Gegensatz zu den vorigen Betrachtungen soll

e die DGL nur noch fast iiberall (f.ii.) gelten,
e die rechte Seite f = f(t,v) soll in ¢ nur noch Lebesgue-messbar und beschrénkt
sein.

Diese Verallgemeinerungen erlauben einen verallgemeinerten Losungsbegriff, die Lo-
sung muss z.B. nur noch f. . definiert sein, und ermdglichen die Untersuchung
einer zeitabhingigen partiellen DGL nach der Diskretisierung im Ort (Galerkin-
Verfahren), also das hierdurch entstehende endliche System gewthnlicher Differen-
tialgleichungen.

Definition 2.49. Eine Funktion g = g(t) : [0,7] — R? heift absolut stetig, falls
es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir jedes endliche System paarweise
disjunkter Teilintervalle Jag, bx[ mit k = 1,...,n und der Gesamtlinge

Z (b, — ax) < 0 gilt Z||g br) — g(a)||re < €.
k=1 k=1

Bemerkung. Offenbar gilt: Lipschitz-stetig = absolut stetig = stetig. (g(t) =
tcos 77 ist zwar stetig, nicht jedoch absolut stetig.)

Insbesondere aber gilt der
Theorem 2.50. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

(1) Ist g : [0,T] — R? absolut stetig, so existiert fast dberall auf [0,T] die
klassische Ableitung ¢’ und diese ist Lebesque-integrierbar, wobei gilt

o(t) = glto) + / o(r)dr

to

fiir alle t € [0,T], to € [0,T] fest.
(2) Ist v : [0,T] — RY Lebesgue-integrierbar, so ist das Integral als Funktion
der oberen Grenze,

fir alle t € [0,TY], to € [0,T], fest eine absolut stetige Funktion und es gilt
g@t)=wv(t)  fi. in[0,T)].

Bemerkungen.

e Die hier auftretenden (Lebesgue-) Integrale iiber R-wertige Funktionen
kénnen komponentenweise definiert werden, also fiir v : [0, 7] — R?

/ o(r)dr = ( / o (r)dr, / v (r)dr, . / ud(T)dT).



66 GEHALTEN VON DR. ETIENNE EMMRICH, WS 05/06, TU-BERLIN

e Der Hauptsatz lasst sich - mit dem Bochner Integral - auf reflexive Banach-
R&ume X mit dim X = oo verallgemeinern (Satz von Komura).

Definition 2.51. Eine Funktion f : [0, T]x M C RxR? — R? geniigt auf [0, T]x M
einer Carathéodory-Bedingung genau dann, wenn
e die Abbildungen t — f;(t,v) (i =1, ...,d) fiir alle v € M auf [0, T| Lebesgue-
messbar sind und
e die Abbildungen ¢ — f;(t,v) (i = 1,...,d) fir alle ¢t € [0,T] auf M stetig
sind.

Lemma 2.52.

(1) Geniigt f der Carathéodory-Bedingung, so bildet der zugehdrige Nemyzki-
Operator Lebesgue-messbare Funktionen wieder in Lebesque-messbare Funk-
tionen ab.

(2) Genidigt f zusdtzlich einer Majorantenbedingunyg, existiert also eine Lebesgue-
integrierbare Funktion m, so dass

|fi(t,v)] < m(t) Vie1,...d;(t,0)€[0,T] x M >
so bildet der zugehérige Nemyzki-Operator Lebesgue-integrierbare Funktio-
nen wieder in Lebesque-integrierbare Funktionen ab.

Beweis. ad 1) Sei (Fv)(t) := f(t,v(t)), also F' der zugehdrige Nemyzki-Operator.
Die Behauptung lautet F : £¢ — £¢ wenn £ den Raum der Lebesgue-messbaren
Funktionen bezeichnet. Sei v Lebesgue-messbar.

Dann gibt es eine Folge einfacher Funktionen ("), so dass
v (t) = u(t) fii. auf [0,T].
Wegen der Stetigkeit von f; im zweiten Argument folgt sofort

(Fiot™)(t) = fi(t,v™(#) = fi(t,v(t) = (Fio)(t) £ in [0,7).
Ferner gilt

My, Moy,

Filt o™ @) = Fit, 3o X ) =D Ft) e (),
i=1 J=1 —— J

——
L-messabr 1t. Vor. L-messbar

so dass F;v(") Lebesgue-messbar ist und folglich auch der Grenzwert F;v und also
Fu.
ad 2) Wegen

|[fi(t,0)| < m(t)
und m € L*(0,T), ist auch die Lebesgue-messbare Funktion F;v und also auch Fv
Lebesgue-integrierbar. (|

Theorem 2.53. (lokale Lisbarkeit, Carathéodory (1918)) Sei X = R%, T > 0,
(to,uo) € [0, T]xX. Geniigt f : [0, T]x B(ug,r) — R? einer Carathéodory- und einer
Majorantenbedingung, so dass ||f(t,v)|| < m(t), so besitzt die Integralgleichung

u(t) = ug + t f(s,u(s))ds
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auf einem Intervall [to — 7,19 + 7] N [0,T] =: I, mindestens eine Lésung u : I, —

B(ug, ). Dabei ist u absolut stetig. Ferner ist T > 0 so zu bestimmen, dass

[

max <r.

tel,

Bemerkungen.

e Da u absolut stetig, gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung, dass u fast {iberall der Differentialgleichung geniigt. u heifst
Lésung im Sinne von Sinne von CHARATHEODORY.

o Ist f stetig auf [0,7] x B(ug,r) und M := max||f(t,v)]||, so gilt (bis auf
eine Konstante aus der Aquivalenz der Normen in R?)

m(t) kann gleich M gewihlt werden

[

und wir haben die Aussage von Peano.

und

max
tel,

< Mmax|t—to| <M-7<r
tel,

Beweis. (geht analog zum Satz von Peano)

(1) A:={veC(I;): v(t) € B(ug,r)}. Wie schon bei Peano gezeigt, gilt A # (),
A ist abgeschlossen, beschrinkt, konvex. (Voraussetzungen des Satzes von
Schauder!)

(2) Die Abbildung (Tv)(¢) := ug + ftto f(s,v(s))ds fiir t € I, ist wohldefiniert,
denn nach unserem Lemma ist ¢t — f(¢,v(t)) Lebesgue-integrierbar.

(3) Esgilt T: A— A, denn nach dem Haupsatz der Differential- und Integral-
rechung ist T'v sogar absolut stetig und auflerdem gilt

[(T0)(t) = wol|

IN

t 17 (s, v(s))llds

t
/ m(s)ds
to
fir alle t € I.

(4) T ist stetig, denn aus v, — v in A folgt nach Carathéodory-Bedingung
ft, v, (t)) — f(t,v(t)) f.4. in I,. Da

1t o) < m(t),  me L]0, T)),

IN

<r

folgt mit dem Satz iiber die dominierte Konvergenz von Lebesgue ¢ +—
f(t,v(t)) € L* (ist schon aus Lemma (?.?) bekannt) und

Kﬂwmmmalpwwmm

was die Stetigkeit von T' bedeutet, denn

t t
7~ Tolleqny = el [ vt = [ s vl
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(5) T iiberfiihrt beschrénkte in relativ kompakte Mengen, denn T'A ist relativ
kompakt (Arzela-Ascoli), denn T'A C A ist beschrankt und T'A4 ist gleich-
gradig stetig (denn

t1 max(t1,t2)
[(Tv) () = (To) ()l = [ [ f(s,0(s))ds|| < / m(s)ds)

to min(t1 ,tz)
Nach dem Satz von Schauder besitzt 7' mindestens einen Fixpunkt, dieser ist Losung
der Integralgleichung.

O

Bemerkung. Es gibt viele weitere Aussagen zu Carathéodory-Losungen, siehe et-
wa J. HALE: Ordinary Differential Equations, S. 28 ff., E. A. CoppINGTON/ N.
LEVINSON: Theorie Of Ordinary Differential Equations, S. 42 ff.

Insbesondere gilt

Theorem 2.54. (globale Lésbarkeit) Die Voraussetzungen seien wie oben, statt
B(ug,r) schreibe RY. Dann ezistiert die Lisung auf ganz [0,T], also:

f:[0,T] x R — Re gendige der Carathéodory-Bedingung, so dass fiir ein m €
L(]0, TT)

[ (v ()] < mi(t) V(tw)e[0,T) xR
Dann gibt es mindestes eine Losung u auf [0,T] der Integralgleichung

u(t) = ug —|—/t f(s,u(s))ds,

so dass

{u'(t) = f(tu(t)  fii in [0,T)

U(to) = U

Theorem 2.55. (lokal eindeutige Lisbarkeit) f : [0,T] x M — R4, M offen,
gentige der Carathéodory-Bedingung auf [0,T] x M und einer verallgemeinerten
lokalen Lipschitz- Bedingung:

VKCMK kompaktJi=1(t)eLr 10,T]) Vic0,T],0,wek * |[f(Ev) = f(t,w(t))]] < U(H)[|v — w]]

Dann gibt es genau eine lokale Losung u.
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3. ABHANGIGKEIT DER LOSUNGEN VON DEN DATEN, STABILITAT,
ZEITDISKRETISIERUNG

Fiir das 3. und 4. Kapitel werden meist nur die Stellen angegeben, an denen man
den Vorlesungsstoff im Buch

Emmrich, Gewdhnliche und Operator-Differentialgleichungen, Vieweg
2004

wiederfinden kann. Das Buch ist in der Mathematischen Fachbibliothek und bis
zum Ende des Semesters im Semesterapparat zu finden.

3.1. Stetige und differenzierbare Abhéingigkeit der L&sungen von den
Daten. Das GRONwALLsche Lemma.

... ist auf den Seiten 180 - 184 nachzulesen.

3.2. Dissipative Systeme.
... ist auf den Seiten 184 - 188 nachzulesen, wobei nach Definition 7.3.7 das Folgende
einzuschieben ist:

Theorem 3.1. Seien X =R, f = f(t,v) € C(G) fiir ein Gebiet G C R x R. Es
existiere g—’; mit % € C(G). Dann gibt es fir alle Anfangsdaten (tg,uo) € G genau
eine mazimal fortgesetzte Losung

u=u(t) = u(t; to, ug)

des AWP

’u(to) = Ug

auf dem mazimalen Existenzintervall I(tg, up).

{Mﬂ—f@mu»

Ferner existieren alle partiellen Ableitungen von

(t,&m) — (u(t: & m))

als stetige Funktion auf Q = {(t;&,n) | (&;n) € Gundt € I1(&,n)}. Fir alle
(t;€,m) € Q gilt zudem

(3.1) ue(t;€,m) +uy(t:€,1) - F(E,m) =0
(3.2) Srtin(t:€,m) = Fult,ult; €,1m)) - uy(&,7)
uy(§;6,m) =1

Bemerkung. Formal ergeben sich die Beziehungen (3.1), (3.2) aus dem Ableiten
der Differentialgleichung

%u(t; 57 77) = f(t, ’U,(t; 57 77))
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3.3. Zeitdiskretisierung durch einfache Einschrittverfahren.
... ist auf den Seiten 192 - 199 nachzulesen.

3.4. Stabilitét und der Satz von Ljapunow. Asymptotisches Verhalten.

Im folgenden sei (X, ||.||) ein Banachraum und f : [0, co[x M — X stetig und geniige
auf M C X einer lokalen Lipschitz-Bedingung.

Wir betrachten das AWP
"(t) = f(t,u(t)), t>0
53 (1) = £t u(t)) |
u(to) = Uy, ug € X
welches genau eine maximal fortgesetzte Losung auf einem maximalen Intervall
I(ugp) besitzt.
Definition 3.2. (Stabilitdt im Sinne von Ljapunov)

(1) Ein Punkt 2 € M C X heifit Gleichgewichts- oder kritischer oder stationér-
er Punkt (Zustand) des AWP (3.3), falls f(¢,a) = 0 fiir alle ¢ > 0.

(2) Ein Gleichgewichtspunkt @ heifit stabil, falls es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0
gibt, so dass fiir alle ug € M aus |Jug — al|| < ¢ folgt, es gibt genau eine
Losung u = u(t) des AWP (3.3) fiir alle ¢ > 0 und es gilt

[lu(t) — a|| < e fiir alle t > 0.
(3) Ein Gleichgewichtspunkt @ heifit instabil, wenn @ nicht stabil ist.

Bemerkungen.

(1) Gleichgewichtspunkte nichtautonomer Systeme sind recht selten. Es gibt
aber Verallgemeinerungen des Stabilitédtsbegriffes.
(2) Ist @ € M ein Gleichgewichtspunkt, so ist u(t) = @ die Losung des AWP

(3) Ist @ € M ein Gleichgewichtspunkt bzgl. f, so ist 0 € M — @ ein Gle-
ichgewichtspunkt bzgl. g(t,v) := f(¢t,v + @), v € M — 4, betrachte sodann
v'(t) = g(t,v(t))
v(0) = g

Dies rechtfertigt, dass in der Literatur oftmals nur Nullagen als kritische
Punkte betrachtet werden.

Beispiel. Wir betrachten das mathematische Pendel

2"(t) +sinz(t) =0, t>0

x(0) = g

2'(0) = yo
(z(t) bezeichnet die Auslenkung des Pendels zur Zeit ¢ > 0) als System erster
Ordnung

u/(t) = f(u(t) = (ua(t), = sinuy ()" = (2'(t), sinz(t))",
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wobei u(t) = (x(t),2'(t)). Gleichgewichtslagen sind @ = (a1,u2)” mit f(a) =
(g, —sinuy) = (0,0)T, also w = (0,0)T, (7,0)7, (=x,0)T. Der Gleichgewicht-
spunkt (0,0) ist stabil, die beiden anderen sind dagegen instabil.

Bemerkungen.

e Man kann auch noch die Abhéngigkeit bzgl. ¢y betrachten und zwischen
“stabil” und “gleichmiRig stabil” (bzgl. ¢y) unterscheiden. Siehe dazu AMANN,
S. 220 f.

e Zudem kann man die Stabilitdt auch auf die Betrachtung von nach rechts
maximalen Intervallen [tg, ¢ [ mit T # co beziehen.

e Schliefilich kann man die Stabilitiit beliebiger Lésungen (nicht nur von Gle-
ichgewichtspunkten) untersuchen.

Definition 3.3.

(1) Ein Gleichgewichtspunkt heifft attraktiv, wenn es ein o > 0 gibt, so dass
fiir alle ug € M mit ||ug — @|| < « genau eine Losung u = u(t) des AWP
(3.3) fiir alle t > 0 existiert und lim; o |Ju(t) — a|| = 0 gilt.

(2) Ein attraktiver, stabiler Gleichgewichtspunkt heifft asymptotisch stabil.

(3) Ein Gleichgewichtspunkt @ € M heifit exponentiell stabil, wenn es «, ¢, A >
0 gibt, so dass fiir alle ug € M mit ||up—1u|| < « genau eine Lésung u = u(t)
des AWP (3.3) fiir alle ¢ > 0 existiert und

(3.4) l[u(t) —al| < c-e ™ fiir alle t > 0

gilt.

Bemerkungen.
e Fiir rechte Seiten f, die einer lokalen Lipschitz-Bedingung geniigen, folgt

aus der exponentiellen die asymptotische Stabilitdt, denn

(1) exponentiell stabil = attraktiv,
(2) exponentiell stabil = stabil, denn wegen (3.4) gibt es zu jedem £ > 0
ein @ > 0 und ein o > 0, so dass fiir alle up € M mit ||ug —@|| < « gilt

l[u(t) —al| < c- e < e fiir alle t > a.
Wegen Satz (7.7) iiber die stetige Abhdngigkeit von den Daten ergibt
sich “Stabilitdt” auch auf [0, a].

e Ist d = 1, so folgt aus Attraktvitdt auch Stabilitdt, i.A. gilt dies jedoch
nicht.

Beispiele.
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Betrachte v/(t) = u(t). Dann ist 4 = 0 ein Gleichgewichtspunkt. Wegen
—

|u(t)

ist @ jedoch instabil.

= |u(t)| = |e'ug| — oo fiir t — oo

Betrachte v/(t) = —u(t). Dann ist @ = 0 ein Gleichgewichtspunkt. Wegen
lu(t) — a| = |u(t)] = le tug| — 0 fiir t — oo

|
ist 4 asymptotisch (sogar exponentiell) stabil.

Betrachte
W'(t) = —u(t) + u(t)? = —u(t)(1 - u(t))
{u(to) = ug
(logistisches Wachstum). Der Gleichgewichtspunkt @ = 1 ist instabil, = = 0
ist stabil.

Betrachte

u(to) = ug
also das Sytem
u'(t) = o)
V'(t) = —u(t)

mit den Anfangsbedingungen u(tg) = ug, v(tg) = vg. Die Losung ist wegen
u”(t) = —u(t) durch

cost sint
u(t) = ( —sint >u0+ ( cost )UO

gegeben. 4 ist wegen |[u(t)|3 = ||ug||3 bzw.
d
EHQ

stabil (aber nicht asymptotisch stabil).

(t)H% = Ql(t) M(t) = QTAQ = Uuv — VU

Im folgenden sei stets X = R%.

Theorem 3.4. (Stabilitat autonomer linearer Systeme) Vorgelegt sei das AWP

u'(t) + Au(t) =0 t>0,A € R4
u(0) = ug '

Dann ist die Nulllésung ein Gleichgewichtspunkt und sie ist

(1) stabil genau dann, wenn fir alle Eigenwerte X\ von —A gilt R(A\) > 0 und

FEigenwerte mit R(A) = 0 halbeinfach sind (geometrische Vielfachheit = al-
gebraische Vielfachheit)
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(2) exzponentiell und folglich asymptotisch stabil genau dann, wenn fir alle
FEigenwerte A von —A gilt R(\) < 0.

(3) instabil mit einer exponentiell wachsenden Losungskomponente, falls es einen
FEigenwert A von —A mit R(\) > 0 gibt.

(4) instabil mit einer hdchstes polynominal wachsenden Losungskomponente,
falls es einen nicht halbeinfachen Eigenwert A von —A mit R(A) = 0 gibt
und sonst R(A) <0 gilt.

Bemerkungen.

e In der Literatur wir oft auch v/ = Au betrachtet; es sind also die Vorzeichen
zu beachten.

e Die eindeutige Losbarkeit von (??) auf [0, co[ hatten wir schon gezeigt, und
zwar fiir alle uy € R?. Ferner galt die Losungsdarstellung

ijl

_ N (—t)!
u(t) = e g = Ze Ait Z I (A — XDy,
i=1

=0

wobei ug; € ker(A — A1), up = up1 + o2 + ... + uon,  (n < d) und y;
algebraische Vielfachheit zum Eigenwert A; von A.

Fiir den Beweis benétigen wir das folgende

Lemma 3.5. Sei ||.|| eine beliebige induzierte Matriznorm und B € R*¥¥9.

(1) Gilt fiir alle Eigenwerte A von B R(\) < 0 und sind Figenwerte mit R(\) =
0 halbeinfach, so gibt es ein ¢ > 1, so dass

le'B|| < ¢ fiir alle t > 0.

(2) Gilt fir alle Figenwerte A von B £(\) < 0, so gibt es Konstanten ¢ > 1
und p mit 0 < p < min{|R(A\)| : \ ist Eigenwert von B}, so dass

[[e'B|| < ce ™t fiir alle t > 0.

Genauer gilt: Zu jedem p mit 0 < p < min{|R(N)| : X ist Eigenwert von B}
existiert ein ¢ > 1, so dass ||e!P|| < ce ™"t  fiir allet > 0 gilt. Sind alle
FEigenwerte halbeinfach, so kann sogar p = min{|R(N\)| : A ist Figenwert von B}
gewdhlt werden.

Bewezis. ... Ubung. O

Bemerkung. Die Aussage des Lemmas kann nicht verbessert werden.

Beweis. (Satz iiber die Stabilitdt autonomer linearer Systeme) Dass die Nulllosung
ein Gleichgewichtspunkt ist, ist klar. Der Rest des Satzes folgt mit B = —A wegen

lu@)l] = lle™ uoll < [le™ | - [luoll

unmittelbar aus Lemma (3.5). O
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Bemerkung. Wie Lemma (3.5) und Satz (3.4) zeigen, haben wir bei linearen Syste-
men sogar asymptotische und exponentielle Stabilitit fiir alle ug € R9, also globale
asymptotische und exponentielle Stabilitiat. (globale Attraktivitét ist bei nichtlin-
earen Systemen ziemlich selten)

Wir kommen nun zu “fast linearen” Systemen und der Betrachtung nichtlinearer
Systeme als “Stérung” eines linearen Systems.

Theorem 3.6. (LiAPUNOV, 1892) Sei A € R4, f :[0,00[xB(0,R) — R? fiir
ein R > 0 stetig und geniige einer lokalen Lipschitz-Bedingung und f(t,0) = 0. Gilt

(3.6) ft,v) =o(v|]) fir||lv]] — 0 gleichmdfig in t
und gilt fiir alle Figenwerte A von —A
R(N) <0,
so ist die Nulllosung von
u'(t) + Au(t) = f(t, u(t))

asymptotisch (sogar exponentiell) stabil.

Bemerkung.

e f(t,0) ist im Vergleich zu f(¢, %) = @ keine Einschrankung.

e Die Bedingung (3.6) bedeutet

t
lim M =0 gleichméfig in t,
lloll—0 ]|
d.h.
f(t,v
Ves035>0Vee[0,00[veBO,R) V]| >0 = % <e

e Hier ist asymptotische Stabilitdt in der Regel nicht global.

Beispiel. Betrachte das AWP

/() + Au(t) = f(u(t))
u(0) = ug

mit A = ( _01 352 ), Ff)=|v||- ( (1) _01 ) -v. Dann ist die Nulllésung stabil

bis ||ug|| = 0,01. Ist ||ug|| groRer, so ist Nulllssung instabil. Fiir A = ( _01 2_020 )

ist die Nulllésung schon bei ||ug|| 22 1073 instabil.

Beweis. (Satz von LJAPUNOV)

(1) Nulllssung ist Gleichgewichtspunkt, denn f(¢,0) — A -0 = 0.
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(2) Nach Voraussetzung gibt es Konstanten p > 0, ¢ > 1, so dass
||€tB|| < ce M fiir alle t > 0.

Sei e > 0 zunichst beliebig. Dann gibt es ein § > 0 (und 0.B.d.A. sei 6 > R),
so dass fiir alle ¢ > 0 gilt

Il <6 = [lf V)| <ellv]l.

(3) Wir zeigen nun die globale Losbarkeit fiir hinreichend “kleine” w:

(a) Sei v(t) := elt"t)Ay(t), g(t,w) := elt"10)Af(t, e~ (=t y) fiir ein t, €
[0, 00[. Dann sind die beiden Probleme

uw(t) + Au(t) = f(t,u(t))
u(to) = Up

und

v'(t) = g(t, v(t))

’U(to) = Up
dquivalent. Die lokale Losbarkeit de Problems in v ist wie folgt einzuse-
hen:
Sei |Jug|| < £ < 6. Wir wenden den Satz von PEANO mit der Kugel
B(ug,r) an, wobei r := ||ug|| sei. Dieser liefert uns die lokale Los-
barkeit, und zwar auf einem Intervall [tg, to+a] (Wir wollen nur Lsun-
gen nach rechts betrachten.) Beachte auch, dass B(ug,r) C B(0,2||uo||) C
B(0,0).
Dabei muss a folgender Bedingung geniigen (siche Beweis des Satzes
von PEANO und dort Selbstabbildungseigenschaft der Fixpunktabbil-
dung):

o max gt <r.
t€(tg,tg+al
weB(ug,r)
(b) (Bestimmung von a) Es gilt nun fiir w € B(ug,r) und t € [to, to + a]

le”C= 4wl < e et fu]

< c(lluoll +7)
= 2c||lupl| < 0
und daher
lg(t,w)l| = [[et"Af(t, e Aw))|
< e=tllAllL ¢ (e (t—to) Ay
< el e 2c]|ug)|.
Die Bedingung an a lautet nun wegen r = ||ug||
gt Al < 1
~ 2ec

Da a — ae®4ll stetig und monoton wachsend ist, konnen wir stets ein

a > 0 finden, so dass
aedllal « 1
~ 2ec
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@ hingt also nur von ¢, ¢ und ||4]| ab.

(c) AuRerdem gilt fiir alle ||u(t)|| und insbesondere in ¢y + a

lu(to +a)]| = [le"*v(to +a)|

ce”"v(to +a)|

ce” " ([Juol| + 1)

2c|fug||e™",

denn v(t) € B(ug,r)fiir alle t € [tg,to + a]. Wihlen wir nur € hinre-
ichend klein, so ist @ hinreichend groff und es gilt

IAIA

_ G 0
llulto + )| < 2efluolle™ < fluoll < 5.
Dies ist moglich, da a — ae?!l A1l monoton wachsend, und ist erfiillt,
wenn nur

. 1 In2¢ mac
gedllAll — > et 1Al

2¢ec "

Wegen der lokalen Lipschitz-Bedingung ist die Lésung sogar eindeutig
bestimmt; wir haben also gezeigt: Fiir (to,uo) mit [|uo|| < £ und bei
hinrechend kleinem & gibt es auf [tg,ty + @] genau eine Losung mit
lu(to + a)|| < [|uo|| < £, wobei @ nur von ¢, ¢ und ||A|| abhéngt.

Wir konnen jetzt auf die globale Losbarkeit fiir “kleine” wug schliefen:
Betrachte die lokale Losung zu den Anfangsdaten (0, ug) mit ||ug|| < %
(bei € klein wie oben beschrieben). Diese existiert auf [0,a]. Wegen
llu(@)|| < |Juol| < 2% kénnen wir die Losung nach rechts auf [0, 2a]
fortsetzen und wieder gilt |[u(2a)|| < |lu(@)|| < ||uo|| < £. Diesen
Prozess kénnen wir beliebig oft wiederholen, womit die globale Los-
barkeit gezeigt ist.

(4) Wir kommen nun zur Stabilitit. Es gilt

t
u(t) = ety —|—/ e_(t_S)Af(s,u(s))ds,
0

so dass

lu(@Il = eftAlluOHwL/ [le™ DA 11 £ (s, uls))llds
0

IN

t
ce_“t||u0||+/ ce P3¢ |u(s)||ds.
0

Letzteres gilt, da ||u(s)|| < £ < ¢ fiir alle s > 0. Es folgt

und

also

t
e lu(t)]] SCIIUoI|+/ ceellu(s)[|ds
0

mit dem Gronwallschen Lemma

e |lu(®)]| < e efuoll,

llu()]] < ellugllet
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wobei 1 — ce > 0 fiir hinreichen kleines ¢.

O

Wir betrachten nun nichtlineare Systeme und linearisierten um einen Gleichgewicht-
spunkt:

Sei f: M — R? stetig und geniige einer lokalen Lipschitz-Bedingung, wobei M C
R? offen.* Sei ferner @ ein Gleichgewichtspunkt, so dass also 4 € M und f(u) = 0
fiir alle ¢ € [0, co[. Dann folgt

u'(t) = f(u(t) = f(u) + Duf(@) - (ut) — u) + o] |u(t) —ull)-

Somit haben wir

(u(t) — @)’ = Duf(w) - (u(t) — 1) = o(||u(t) — ul]),

also exakt die Situation aus dem zuvor bewiesenen Satz. Damit haben wir

Theorem 3.7. (linearisierte Stabilitat) Geniige f den Voraussetzungen (*) und
sei  ein Gleichgewichtspunkt von f. Ferner ezistiere die Jacobimatriz von f in .
Besitzt diese nur Eigenwerte A mit R(\) < 0, so ist u asymptotisch (sogar expo-
nentiell) stabil.

Beweis. ... klar. O

Bemerkungen.

e Man kann ferner zeigen, dass u instabil ist, falls es einen Eigenwert A mit
R(A) > 0 gibt.

e Gilt zwar R(\) <0, so ist gleichwohl keine Aussage mdoglich, denn fiir

u' = u? ist u = 0 instabil,

I
u' = 0 ist @ = 0 stabil, aber nicht asymptotisch stabil,
u' = —u? ist 4 = 0 zwar asymptotisch, aber nicht exponentiell stabil,
u' = —u ist @ = 0 exponentiell stabil.

e Ist u eine Losung und gilt - im autonomen Fall -
lim u(t) = ueo € RY,
t—o0

S0 ist s, Gleichgewichtspunkt, denn komponetenweise gilt

ui(n+1)—u;(n) = %ui(n—i—ﬁ(l—n))

filu(n +9(1 = n)) — fi(uso)),

—0

so dass f;(us) = 0.
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4. KLASSISCHE LOSBARKEIT VON RANDWERTPROBLEMEN FUR GEWOHNLICHE
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 2. ORDNUNG

Das gesamte Kapitel ist unter denselben Uberschriften auf den Seiten 1 - 56 nachzule-
sen.

4.1. Grundbegriffe und elementare Aussagen.

4.2. Randwertprobleme fiir homogene, lineare Differentialgleichungen.
4.3. Greensche Funktion und semilineare Probleme 1.

4.4. Greensche Funktion und inhomogene, lineare Probleme.

4.5. Maximumprinzip und Stabilitét.

4.6. Sturm-Liouville-Problem.

4.7. Greensche Funktion und semilineare Probleme II.

4.8. Ober- und Unterl6sungen.



