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DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 3Einführung: Anwendungsbeispiele und Typen vonDifferentialgleihungenDie Theorie der Di�erentialgleihungen beshäftigt sih mit, wie der Name shonsagt, Gleihungen in denen Di�erentiale, also Ableitungen von Funktionen vorkom-men. Die Theorie ist nun niht einheitlih: Je nahdem wie die Di�erentialgleihungbesha�en ist, untersheidet man vershiedene Typen und entwikelt diverse The-orien, welhe jeweils die Besonderheiten des Typs berüksihtigen. Zunähst abereinigeBeispiele.
• Die Durhbiegung einer kreisförmigen Platte wird durh die Di�er-entialgleihung

B △△u + Ku = fbeshrieben. Dabei bezeihnet u die Durhbiegung der Platte (u ist diegesuhe Funktion), B, K sind konstante physikalishe Kenngröÿen und fist die auf die Platte wirkende Kraft. Zur Anwendung kommen Plattenhauptsählih als Geshossdeken, Fundamentplatten aber auh bei Brük-en und werden meist zwishen Au�agern gespannt. Die Au�ager sind hier-bei meist linienförmig (Wände) oder punktförmig (Stützen). Hieraus ergibtsih im ersten Fall noh eine zusätzlihe Bedingung, eine Randbedingung,an u: Der Rand der Platte sei mit ∂P bezeihnet. Da sih die Platte amRand niht biegt, sie liegt ja fest auf, gilt u |∂P = 0. Hinzu kommen weitereBedingungen an die Ableitungen von u.
• Aus der Strömungslehre sind die Navier-Stokes-Gleihungen bekan-nt:

ut −
1

Re
△u + (u · ∇)u + ∇p = f

∇ · u = 0Die Existenz einer Lösung kann nur in Spezialfällen nahgewiesen werden;eine allgemeine Lösung steht noh aus und ist eines der sieben Millenium-Probleme des Clay Mathematis Institute.1Den Fall des reibungsfreien Fluids (im zweidimensionalen Fall) beshreibendie Euler-Gleihungen:
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mit p = (γ − 1)(E − ρ
2 (u2 + v2)) (algebraishe Zustandsgleihung). Dabeibezeihnen u sowie v die Geshwindigkeit, p den Druk, f eine äuÿere Kraft,

ρ die Dihte, E die innere Energie und γ den Adiabatenexponenten. Alspraktishe Anwendungen können durh Luft umströmte Flugzeuge und die1siehe www.laymath.org/millennium/Navier-Stokes_Equations/O�ial_Problem_Desription.pdf



4 GEHALTEN VON DR. ETIENNE EMMRICH, WS 05/06, TU-BERLINBekämpfung von Waldbränden genannt werden. Ähnlihe Gleihungen spie-len in der Modellierung von Operationen in der Gesihtshirurgie eine Rolle.
• Die Blak-Sholes-Gleihung ist ein �nanzmathematishes Modellzur Bewertung von Finanzoptionen:

ft + rSfS + 0, 5σ2S2fSS = rf.Um diese Gleihung zu erklären benötigt man Begri�e der Warshein-lihkeitstheorie. Zur Herleitung der Gleihung wird der Begri� des standar-disierten Wiener-Prozesses (ein stohastisher Prozess mit gewissen Eigen-shaften, auh Brownshe Bewegung genannt) benötigt um die Renditeen-twiklung eines Wertpapiers zu beshreiben. Weiterhin benötigt man hiereinen neuen Integralbegri�, das Ito-Integral oder Stratonovih-Integral,damit man das Integral eines stohastishen Prozesses mit unendliherVariation de�nieren kann. Soweit wollen wir hier niht gehen, es sei nurgesagt, dass diese Gleihung zu den stohastishen Di�erentialgleihungengehört und der Begri� des Wiener Prozesses oftmals in den Natur- undWirtshaftswissenshaften zur Simulation zufälliger Entwiklungen verwen-det wird.
• Das SIR-Modell. Auh die Modellierung von biologish-medizinishen Sahver-halten ist möglih, z.B. die Dynamik infektiöser Krankheiten. Ein einfahesModell von Kermak-MKendrik betrahtet eine Population, bei derdie Anzahl der Lebewesen konstant ist. Es unterteilt die Population in dreiTeilpopulationen: die gesunden Lebewesen S, die in�zierten Lebewesen Iund die Lebewesen R, die aus dem Krankheitsprozess ausgeshieden sind(z.B. durh Genesung oder Tod), in Quarantäne genommen wurden oderdie Krankheit niht übertragen können (z.B. wegen Immunität). Demnahgeben S(t), I(t) und R(t) die Anzahl der zur Zeit t zu S, I und R gehören-den Lebewesen an und es gilt S(t)+ I(t)+R(t) = const. Das Modell lautetnun

S′(t) = −αS(t)I(t)

I ′(t) = αS(t)I(t)− βI(t)

R′(t) = βI(t)für t > 0. Die Gleihungen geben das Änderungsverhalten der Gröÿen derTeilpopulationen an. Mit einer gewissen Wahrsheinlihkeit tri�t ein s ∈ Sauf ein i ∈ I und in�ziert sih, s gehört nun zu I (erste Gleihung). Die An-zahl, die von S abwandert zählt dann zu I. Irgendwann hat ein Lebewesenden Krankheitsprozess überstanden, ist genesen oder stirbt gar, (zweite Gle-ihung) und zählt nun zu R (dritte Gleihung). Man kann nun mehrere Er-weiterungen des Systems vornehmen, z.B. ist hier niht berüksihtigt, dassein s ∈ S durh Impfung gleih nah R abwandern kann oder ein Lebewe-sen die Krankheit überstanden hat (also zu R gehört) und nah einiger Zeitwieder erkrankt und zurük zu I abwandert. Die dabei auftretenden Über-gangsraten (hier α und β) müssen empirish ermittelt werden. Unterstelltman eine Exponentialverteilung, so ist z.B. 1
β die mittlere Verweildauer inder Teilpopulation I. Praktishe Anwendungen sind die Modellierung des



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 5Shweren Akuten Atemwegssyndroms (SARS), einer Infektionskrankheit,die erstmals im November 2002 auftrat oder, mit ausgefeilteren Modellen,die Modellierung des Krankheitsverlaufs bei HIV und AIDS.2
Hat man ein Modell gefunden, so ist es die Aufgabe der Theorie der Di�erential-gleihungen folgende Fragen für Di�erentialgleihungsprobleme zu beantworten:

(1) Existiert eine Lösung?(2) Existiert sogar genau eine Lösung?(3) Stabilität: Hängt die Lösung stetig von ihren Anfangsdaten (Randdaten,ihrer rehten Seite oder Parametern) ab, d.h. ändert sih die Lösung nurwenig, wenn man die Anfangsdaten wenig stört?(4) Regularität, qualitative Eigenshaften: Wie sieht das asymptotishe Verhal-ten einer Lösung aus? Von welhem Grad ist die Glattheit einer Lösung?(5) Wie kann man exakte Lösungen konstruieren?(6) Wie kann man approximative Lösungen konstruieren? (Für diskrete Gle-ihungen kann man die Fragen (1) bis (5) noh einmal diskutieren.)
Wie erwähnt, werden diese Fragen für vershiedene Typen von Di�erentialgleihun-gen erörtert:

• explizit vs. implizit: Eine explizite DGL ist nah der höhsten Ableitungaufgelöst (z.B. u′′(x) = f(x), x ∈ R). Ist dies niht der Fall, so liegt dieDGL in impliziter Form vor.
• gewöhnlih vs. partiell: Die gesuhte Funktion u hängt bei einer gewöhn-lihen DGL nur von einer (z.B. u′(x) = u(x) + c, x, c ∈ R), bei einer par-tiellen DGL von mehreren Variablen ab (z.B. ∂

∂tu(t, x) + ∂
∂xu(t, x) = 0,

t, x ∈ R), es treten also partielle Ableitungen auf.
• Ordnung einer DGL: Die Ordnung einer DGL rihtet sih nah der höh-sten Ableitung. (z.B. ist ∂

∂tu(t, x)+ ∂2

∂x2 u(t, x) = 0 eine partielle DGL zweiterOrdnung)
• linear vs. nihtlinear (semilinear, quasilinear, (eht) nihtlinear):linear: Die DGL ist in der Lösung und ihren Ableitungen linear. (z.B.

u′(t) = Au(t))
2zur Modellierung von HIV siehe Denise Kirshner, Using Mathematis to Understand HIVImmune Dynamis, Februar 1996, www.ams.org/noties/199602/kirshner.pdf



6 GEHALTEN VON DR. ETIENNE EMMRICH, WS 05/06, TU-BERLINsemilinear: Die höhste Ableitung kommt in der DGL linear vor, niedrigereAbleitungen können nihtlinear vorkommen. (z.B. −△u = u2)quasilinear: Die höhste Ableitung der gesuhten Funktion kommt lin-ear vor, kann aber niht von niedrigeren Ableitungen getrennt wer-den, d.h. die DGL kann niht in explizite Form gebraht werden. (z.B.
a(x, t, u(x, t)) ∂

∂tu(x, t) + b(x, t, u(x, t)) ∂
∂xu(x, t) = 0)nihtlinear: Die höhste Ableitung kommt nihtlinear vor. (z.B. ((u′(x))

1
2 u′(x))′ =

f(x))Wie im ersten Beispiel gesehen, kann es noh zusätzlihe Bedingungen, die sog.Randbedinungen an die Lösung u einer Di�erentialgleihung geben. Auh hier un-tersheidet man vershiedene Typen. Gegeben sei der De�nitionsbereih dom u derreellen Funktion u. Seien a, b ∈ ∂(dom u), α, β ∈ R und ca, cb ∈ R \ {0}. Dannheiÿen Randbedingungen der Gestalt
• u(a) = α und u(b) = β Dirihletshe Randbedingungen,
• u′(a) = α und u′(b) = β Neumannshe Randbedingungen,
• ca + u′(a) = α und cb + u′(b) = β Robinshe Randbedingungen,
• u(a) = u(b) und u′(a) = u′(b) periodishe Randbedingungen.
• Treten in x = a und x = b vershiedene Randbedingungen auf, so sprihtman von gemishten Randbedingungen.Beispiele. Wir betrahten noh einmal die einführenden Beispiele.
• Die Plattengleihung ist eine lineare partielle Di�erentialgleihung vierterOrdnung.
• Die Navier-Stokes-Gleihungen sind ein System von semilinearen partiellenDi�erentialgleihungen zweiter Ordnung.
• Die Euler-Gleihungen sind ein System von quasilinearen partiellen Di�er-entialgleihungen erster Ordnung.
• Die Blak-Sholes-Gleihung ist eine explizite lineare partielle Di�erential-gleihung zweiter Ordnung.
• Das SIR-Modell ist ein nihtlineares gekoppeltes System gewöhnliher Dif-ferentialgleihungen.



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 71. Elementare Lösungsmethoden für gewöhnlihe und partielleDifferentialgleihungenIn einfahen Fällen kann man die Lösung(en) einer Di�erentialgleihung explizitbestimmen und ausrehnen. Wir wollen hier die wihtigsten Lösungsmethoden undIdeen vorstellen.1.1. Lineare gewöhnlihe Di�erentialgleihungen.Zunähst betrahten wir einigeBeispiele.
• Seien u0, t0, λ ∈ R und das Anfangswertproblem (AWP)(1.1) {

u′(t) = λu(t), t > t0

u(t0) = u0gegeben, wobei die Funktion u : [t0,∞] 7→ R gesuht ist. Die Lösung ist
u(t) = eλ(t−t0)u0.Für λ > 0 kann man mit (1.1) das Wahstum von Bakterien im Anfangssta-dium modellieren, für λ < 0 den radioaktiven Zerfall.

• Mit dem folgenden AWP kann man z.B. Shwingungen modellieren:






u′′(t) + pu′(t) + qu(t) = 0, t > 0

u(0) = u0

u′(0) = v0wobei p, q, u0, v0 ∈ R. Um eine Lösung zu �nden, verwenden wir den e-Ansatz: Wir vermuten, dass die Lösung eine Linearkombination von Expo-nentialfunktionen ist. Dazu betrahten wir das harakteristishe Polynom(wir setzen unseren Ansatz in die DGL ein)
(λ2 + pλ + q) · eλt

︸︷︷︸

>0

= 0

und erhalten für λ die Lösungen λ1,2 = −p
2 ±

√
p2

4 − q. Nun haben wir dreiFälle zu untersheiden:(1) λ1,2 ∈ R, λ1 6= λ2: Dann bilden u1(t) = eλ1t und u2(t) = eλ2t ein Fun-damentalsystem von linear unabhängigen Lösungen. Die allgemeineLösung ist damit durh
u(t) = Aeλ1t + Beλ2tgegeben, wobei die Konstanten A, B durh die Anfangswerte u0, v0 zubestimmen sind.(2) λ1 = λ2 =: λ: Dann bilden u1(t) = eλt und u2(t) = teλt ein linearunabhängiges Fundamentalsystem. Die Lösung ist damit durh
u(t) = Aeλ1t + Bteλ1t



8 GEHALTEN VON DR. ETIENNE EMMRICH, WS 05/06, TU-BERLINgegeben, wobei A und B wieder durh die Anfangswerte zu bestimmensind.(3) λ1,2 ∈ C \ R: Dann sind λ1 und λ2 konjugiert komplex zueinander,also λ1 = a + ib und λ2 = a − ib, und wir erhalten mit u1(t) = eλ1t =
eat(cos bt + i sin bt) und u2(t) = eλ2t = eat(cos(−bt) + i sin(−bt)) =
eat(cos bt− i sin bt) ein Fundamentalsystem. Die allgemeine Lösung istdamit durh

u(t) = eat((A + B) cos bt + (A − B)i sin bt)gegeben; A und B sind durh die Anfangswerte zu bestimmen.
Superpositionsprinzip. Für die Lösung des letzten Beispiels haben wir das Su-perpositionsprinzip benutzt: Seien X, Y lineare Räume über R und A : X → Y einelineare Abbildung, u ∈ X und f ∈ Y . Gegeben sei das Problem(1.2) Au = f,wobei (1.2) für f ≡ 0 homogenes Problem und für f 6= 0 inhomogenes Problemgenannt wird. Das Superpositionsprinzip besagt:

• Seien u, v Lösungen des homogenen Problems. Dann ist auh eine Lin-earkombination von u und v eine Lösung des homogenen Problems, denn
A(λu + µv) = λ A(u)

︸ ︷︷ ︸

=0

+µ A(v)
︸︷︷︸

=0

= 0 für alle µ, λ ∈ R, u, v ∈ X.
• Seien uhom eine Lösung des homogenen Problems und up eine (partikuläre)Lösung des inhomogenen Problems, dann ist auh uhom + up eine Lösungdes inhomogenen Problems, denn A(uhom + up) = A(uhom)

︸ ︷︷ ︸

=0

+ A(up)
︸ ︷︷ ︸

=f

= f .
Reduktion der Ordnung. Eine weitere grundlegende Tehnik ist die folgende:Eine gewöhnlihe Di�erentialgleihung n-ter Ordnung

u(n) + an−1u
(n−1) + an−2u

(n−2) + ... + a1u
(1) + a0u = fkann man in ein System von n gewöhnlihen Di�erentialgleihungen erster Ordnungüberführen. Hierzu führen wir n neue Variablen ein, v0 := u, v1 := u(1), ...,vn−1 :=

u(n−1), und erhalten das System
d

dt








u...
u(n−2)

u(n−1)








+








0 −1 0

0
. . . . . .

0 −1
a0 · · · an−2 an−1















u...
u(n−2)

u(n−1)








=








0...
0
f








,

wir haben also ein System der Form
d

dt
~v + A~v = ~bzu lösen, wobei eine Matrix der Form von A Frobeniusshe Begleitmatrix heiÿt.



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 9Die homogene Gleihung. Wir wollen uns nun intensiver mit dem homogenenProblem
u(n) + an−1u

(n−1) + an−2u
(n−2) + ... + a1u

(1) + a0u = 0beshäftigen. Wie bemerkt, wird für das Lösen des homogenen Problems das Super-positionsprinzip verwendet. Wir suhen n linear unabhängige Lösungen u1, u2, ..., un.Dann ist {u1, u2, ..., un} eine Basis des Lösungsraumes, ein sogenanntes Fundamen-talsystem. {u1, u2, ..., un} heiÿt linear unabhängig, wenn gilt
n∑

k=1

λkuk ≡ 0 ⇒ λk = 0 für alle k ∈ {1, ..., n}.Äquivalent dazu, kann man auh überprüfen, ob
W (x0) := det








u1(x0) · · · un(x0)

u
(1)
1 (x0) · · · u

(1)
n (x0)... · · ·

u
(n−1)
1 (x0) · · · u

(n−1)
n (x0)








6= 0

für ein beliebiges x0. A heiÿt Wronskideterminante. Dann ist die allgemeine Lösungdes homogegen Problems durh
uallg =

n∑

k=1

ckukmit c1, c2, ..., ck ∈ R gegeben.Wie �ndet man nun ein solhes Fundamentalsystem? Dazu haben wir zwei Fälle zuuntersheiden:
• konstante Koe�zienten. Es sei die Di�erentialgleihung

u(n)(x) + an−1u
(n−1)(x) + ... + a1u

(1)(x) + a0u(x) = 0,gegeben, wobei a0, ..., an−1 ∈ R. Durh das Au�nden der Nullstellen λi(i = 1, ..., n)des harakteristishen Polynoms
p(λ) = λn + an−1λ

n−1 + ... + a1λ + a0erhält man ein Fundamentalsystem: Für einfahe Nullstellen λi nimmt mandie Funktion eλit und für µ-fahe Nullstellen λi nimmt man die Funktionen
eλit, teλit, t2eλit, ..., tµ−1eλit . Z.B. besitzt die DGL

u′′′(x) + 5u′′(x) + 3u′(x) − 9u(x) = 0das Fundamentalsystem {e−t, e3t, te3t}.
• nihtkonstante Koe�zienten. Zunähst betrahten wir eine DGL ersterOrdnung:

u′(t) + a(t)u(t) = 0.Diese können wir umstellen, u′(x) = −a(x)u(x), und erhalten als Lösung
u(t) = c · exp(−

∫ t

t0

a(s)ds)für beliebiges t0 ∈ R.



10 GEHALTEN VON DR. ETIENNE EMMRICH, WS 05/06, TU-BERLINIst eine DGL höherer Ordnung gegeben, so verwendet man Das Reduk-tionsverfahren von d' Alembert um die Ordnung der DGL zu reduzieren.Dazu benötigt man eine shon bekannte Lösung. Dies sei an einem Beispielerklärt: Gegeben sei eine DGL 2. Ordnung(1.3) u′′(x) + pu′(t) + qu(t) = 0und u1 eine Lösung, die niht die Null-Lösung ist, von (1.3). Um eine weitereLösung u2(x) zu �nden verwenden wir den Ansatz
u2(x) = u1(x) ·

∫ x

x0

v(ξ)dξ.Setzt man dies in (1.3) ein so erhält man eine um eine Ordnung reduzierteDGL, eine DGL erster Ordnung.Beispiel. Gegeben sei die Legendre-Di�erentialgleihung(1.4) u′′(t) − 2t

1 − t2
u′(t) +

2

1 − t2
u(t) = 0, t ∈]0, 1[.Raten oder genaues Hinsehen liefert die Lösung u1(t) = t und der Ansatz

u2(t) = t

∫ t

t0

v(ξ)dξ

u′
2(t) =

∫ t

t0

v(ξ)dξ + tv(t)

u′′
2(t) = v(t) + v(t) + tv′(t)in (1.4) eingesetzt liefert

0 = 2v(t) + tv′(t) − 2t

1 − t2

(∫ t

t0

v(ξ)dξ + tv(t)

)

+
2

1 − t2

(

t

∫ t

t0

v(ξ)dξ

)

= tv′(t) + 2v(t) − 2t2

1 − t2
v(t)

= tv′(t) +
2 − 4t2

1 − t2
v(t).Damit ist eine DGL erster Ordnung gegeben:
v′(t) =

(
2t

1 − t2
− 2

t

)

v(t)und die können wir lösen:
v(t) = c · exp

(∫ t

t0

(
2ξ

1 − ξ2
− 2

ξ

)

dξ

)

= c · exp
(
(− ln(1 − ξ) − 2 ln(ξ)) |tt0

)

= c · exp
(
ln(t−2(1 − t2)−1)

)

=
c

t2(1 − t2)Der obige Ansatz liefert weiter
u2(t) = t

∫ t

t0

1

ξ2 (1 − ξ2)
dξ



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 11und mit Partialbruhzerlegung erhalten wir
u2(t) = −1 +

t

2
ln

(
1 + t

1 − t

)

+ ct.Die inhomogene Gleihung (Variation der Konstanen/ Prinzip von Duhamel).Zunähst behandeln wir wieder eine DGL erster Ordnung
u′(t) + a(t)u(t) = b(t).Die Lösung ergibt als

u(t) = exp(−
∫ t

t0

a(τ )dτ )u0 +

∫ t

t0

exp(

∫ t

s

−a(τ )dτ )b(s)ds,bei konstantem Koe�zient a ≡ const ist
u(t) = e−a(t−t0)u0 +

∫ t

t0

e−a(t−s)b(s)ds.Beispiele.
• Betrahte das AWP erster Ordnung

{

u′(t) − tu(t) = e
1
2 t2+t

u(0) = 2
.Dann ist

u(t) = exp(+

∫ t

0

τdτ

︸ ︷︷ ︸

= 1
2 t2

)2 +

∫ t

0

exp(+

∫ t

s

τdτ

︸ ︷︷ ︸

= 1
2 t2− 1

2 s2

) · exp(
1

2
s2 + s)ds.

= 2 exp(
1

2
t2) +

∫ t

0

exp(
1

2
t2 + s)ds

= 2e
1
2 t2 + e

1
2 t2(et − 1)

= (et + 1)e
1
2 t2Warum heiÿt das Prinzip �Variation der Konstanten�? Die Lösung des ho-mogenen Systems

u′(t) − tu(t) = 0.ist durh
uhom(t) = e

1
2 t2cgegeben. Benutze nun uhom als Ansatzfunktion für das inhomogene Systemund betrahte die Konstante c als Funktion in t, also

up(t) = c(t)e
1
2 t2 .Setze up in das homogene System ein (u′

p = c′(t)e
1
2 t2 + c(t)te

1
2 t2):

c′(t)e
1
2 t2 + c(t)te

1
2 t2 − c(t)te

1
2 t2

︸ ︷︷ ︸

=0

= e
1
2 t2+t = e

1
2 t2et

Damit ist c′(t) = et, c(t) = et + c und für die Lösung des inhomogenenSystems ergibt sih
u(t) = (et + c)e

1
2 t2



12 GEHALTEN VON DR. ETIENNE EMMRICH, WS 05/06, TU-BERLINund mit der Anfangsbedingung haben wir die Lösung des AWP:
u(t) = (et + 1)e

1
2 t2 .

• Betrahte die DGL zweiter Ordnung
u′′(t) − 5u′(t) + 6u(t) = 1 + t2.Die Nullstellen des harakteristishen Polynoms p(λ) = λ2 − 5λ + 6 sind

λ1 = 2, λ2 = 3 und damit ist
uhom(t) = ce2t + de3t, c, d ∈ R.Die allgemeine Lösung u ergibt sih nun, indem man die Koe�zienen derLösung der homogenen Gleihung als Funktion in t betrahtet (Variationder Konstanten):

up(t) = c(t)e2t + d(t)e3t

u′
p(t) = c′(t)e2t + 2c(t)e2t + d′(t)e3t + 3d(t)e3tNun haben wir zwei Unbekannte, aber nur eine Gleihung, d.h. wir könneneine Bedingung geshikt wählen: Es soll gelten

c′(t)e2t + d′(t)e3t = 0,wir haben also c′(t) = −d′(t)et. Wir setzen
u′′

p(t) = 2c′(t)e2t + 4c(t)e2t + 3d′(t)e3t + 9d(t)e3tin die DGL ein:
1 + t2 = 2c′(t)e2t + 4c(t)e2t + 3d′(t)e3t + 9d(t)e3t −

−5[c′(t)e2t + 2c(t)e2t + d′(t)e3t + 3d(t)e3t] +

+6[c(t)e2t + d(t)e3t]

⇒ 1 + t2 = −3c′(t)e2t − 2d′(t)e3tMit der gewählten Bedingung ergibt sih
1 + t2 = 3d′(t)e3t − 2d′(t)e3t

= d′(t)e3talso
d′(t) =

1 + t2

e3t
,

c′(t) = −1 + t2

e2t
.Mit partieller Integration ergibt sih

d(t) =
1

27
e−3t(9t2 + 6t + 11)

c(t) =
1

4
e−2t(2t2 + 2t + 3)also

u(t) =
1

6
t2 +

5

18
t +

37

108
.



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 13
• Ansatz der rehten Seite: Wir lösen die letzte Aufgabe noh einmal aufeine andere Art. Idee: Die Lösung einer linearen gewöhnlihen Di�erential-gleihung sieht oft wie die rehte Seite aus. Hier ist die rehte Seite einPolynom zweiten Grades, also wählen wir als Ansatzfunktion

up(t) = a + bt + ct2.Einsetzen von up in die DGL ergibt
6ct2 + (6b − 10c)t + 2c − 5b + 6a = 1 + t2.Ein Koe�zientenvergleih mit der rehten Seite liefert die Bedingungen

6c = 1, 6b − 10c = 0, 2c − 5c + 6a = 1 also c = 1
6 , b = 5

8 , a = 37
108 .

• Potenzreihenansatz. Wir nehmen an, dass sih die Lösung der DGL
u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t) = r(t)in eine Potenzreihe entwikeln lässt, also

u(t) =
∞∑

k=0

ak(t − t0)
k.Konkret sei das AWP







u′′(t) + (t2 + 1)u(t) = 0

u(1) = 1

u′(1) = 1
2gegeben. Wir entwikeln in t0 = 1, da wir wollen, dass die Potenzreiheder Di�erentialgleihung in einer Umgebung von 1 konvergiert (Beahte dieAB!). Den Koe�zienten entwikeln wir ebenfalls in eine Potenzreihe

(t2 + 1) = 2 + 2(t − 1) + (t − 1)2.Die Ableitungen
u′(t) =

∞∑

k=1

akk(t − t0)
k−1

u′′(t) =

∞∑

k=2

akk2(t − t0)
k−2

setzen wir in die DGL ein und formen um (Indexvershiebung). Dann habenwir
∞∑

k=2

(t − 1)k[ak+2(k + 2)(k + 1) + 2ak + 2ak−1 + ak−2] +

+ 2a2 + 2a0
︸ ︷︷ ︸

(∗)

+(t − 1) (6a3 + 2a1 + 2a0)
︸ ︷︷ ︸

(∗∗)

= 0

Wir haben nur eine Gleihung aber mehrere Unbekannte: zwei Koe�zientenerhalten wir durh die Anfangsbedingungen
u(1) = a0 = 1,

u′(1) = a1 =
1

2
.



14 GEHALTEN VON DR. ETIENNE EMMRICH, WS 05/06, TU-BERLINund mit (∗) haben wir a2 = −a0 = −1, mit (∗∗) a3 = ... Nun könnenweitere Koe�zienten rekursiv berehnen werden und man bekommt einebeliebig gute Approximation an die Lösung.
1.2. Nihtlineare gewöhnlihe Di�erentialgleihungen.Lösungsmethoden: Raten, Büher, Trennung der Veränderlihen.Trennung der Veränderlihen. Die Methode �Trennung der Veränderlihen�funktioniert niht für beliebige nihtlineare DGL, sie muss von der Form

y′(x) = f(x)g(y)sein. Zusätzlih fordern wir, dass g(y(x)) 6= 0 für alle x für die die Lösung de�niertsein soll. Dann können wir umstellen
∫ t

t0

y′(x)

g(y(x))
dx =

∫ x

x0

f(t)dt

⇒z=y(x)

∫ y(x)

y(x0)

dz

g(z)
=

∫ x

x0

f(t)dtund haben die Lösung in impliziter Form gegeben.Beispiel. Betrahte das AWP
{

u′(t) =
√

|u(t)| t > 0

u(t0) = u0 u0 > 0also f(t) ≡ 1, g(u(t)) =
√

|u(t)| > 0 und
∫ u(t)

u(t0)

dz
√

|z|
=

∫ t

t0

dx.In einer Umgebung von u0 > 0 ist z > 0 und es gilt
2
√

z |u(t)
u0

= x |tt0und damit
u(t) =

1

4
(t + 2

√
u0 − t0)

2.

Exakte Di�erentialgleihungen. Ein weiterer spezieller Typ einer Di�erential-gleihung ist die exakte Di�erentialgleihung:De�nition 1.1. (exakte DGL) Die Di�erentialgleihung(1.5) y′(t) = −f(t, y)

g(t, y)heiÿt exakt, falls es eine Funktion z(t, y) gibt mit f(t, y) = ∂
∂tz(t, y) und g(t, y) =

∂
∂y z(t, y).



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 15Eine einfahe notwendige Bedingung, dass eine DGL exakt ist, bekommt man wiefolgt: Wir suhen glatte Lösungen, die gemishten partiellen Ableitungen ∂2z(t,y)
∂t∂y ,

∂2z(t,y)
∂y∂t sind damit gleih. Die Bedingung lautet damit

(
∂2z(t, y)

∂t∂y
=)

∂f(t, y)

∂y
=

∂g(t, y)

∂t
(=

∂2z(t, y)

∂y∂t
).Eine implizite Lösung ist dann durh z(t, y) = c = const gegeben.Beispiel. Gegeben sei das AWP

y′(x, y) = − 2xy3

3x2y2 − 2

y(1) = 2Die Di�erentialgleihung ist exakt, denn mit f(x, y) := 2xy3, g(x, y) := 3x2y2 − 2ist ∂f(t,y)
∂y = ∂g(t,y)

∂t = 6xy2. Wir integrieren ∂z
∂x = f nah x: z(x, y) = x2y3 + c(y),und setzen z in ∂z

∂y = g ein:
(
∂z

∂y
=) 3x2y2 + c′(y) =! 3x2y2 − 2 (= g)also c′(y) = −2, c(y) = −2 + c und mit

z(x, y) = x2y3 − 2y = chaben wir eine implizite Darstellung einer Lösung gegeben. Dies überprüfen wirnoh:
z′(x, y(x)) = 2xy(x)3 + 3x2y(x)2y′(x) − 2y′(x) = 0und umstellen ergibt

y′(x) = − 2xy3

3x2y2 − 2
.

Ist die DGL y′(t) = − f(t,y)
g(t,y) niht exakt und kann man µ(x, y) �nden, so dass(1.6) y′(t) = −µ(x, y)

µ(x, y)

f(t, y)

g(t, y)exakt ist, so heiÿt µ(x, y) integrierender Faktor. Notwendige Bedingung für dieExaktheit von (1.6):
∂µ

∂y
f +

∂f

∂y
µ =

∂µ

∂x
g +

∂g

∂x
= µ

⇒ ∂µ

∂y
f − ∂µ

∂x
g + µ(

∂f

∂y
− ∂g

∂x
) = 0Die Bedingung ergibt eine partielle Di�erentialgleihung, die i.A. shwieriger zulösen ist als eine gewöhnlihe DGL.Beispiel.(1.7) y′(x, y) = − x2 − y

x2y2 + x



16 GEHALTEN VON DR. ETIENNE EMMRICH, WS 05/06, TU-BERLINist niht exakt. Einsetzen von f(x, y) := x2 − y und g(x, y) := x2y2 + x in dienotwendige Bedingung:
∂

∂y
µ(x, y)(x2 − y) − ∂

∂x
µ(x, y) + µ(−1 − 2xy2 − 1) = 0.Nun versuhe aus dieser Bedingung ein µ zu konstruieren, so dass (1.7) exakt wird.Um es einfaher zu mahen nehmen wir an, dass ∂µ

∂y x2y = 0. Dann ist ∂µ
∂x (x2y2+x) =

µ(−2 − 2xy2) und
∂µ

∂x
= µ(x)

−2(1 + xy2)

x + x2y2

= µ(x)
−2(1 + xy2)

x(1 + xy2)

= µ(x)(− 2

x
).Wir haben also µ′(x) = − 2

xµ(x). Dies können wir mit der Formel von Duhamellösen:
µ(x) = exp(−

∫ x

x0

2

τ
dτ ) =

1

x2
c̃.Die Konstante wählen wir beliebig c̃ = 1. Damit haben wir dann eine exakte Dif-ferentialgleihungen

y′(x, y) =
1 − y

x2

y2 + 1
x

.

1.3. Das Charakteristikenverfahren für quasilineare partielle Di�erential-gleihungen erster Ordnung.Wir betrahten alles zweidimensional, damit wir auh geometrishe Überlegungenanstellen können. Sei das Cauhy-Problem
{

ut + a(x, t, u)ux = g(x, t, u) x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = u0(x)gegeben. Betrahte nun die Lösungen des Cauhy-Problems enlang einer Kurve
xc(t): U(t) = u(xc(t), t) (Ansatz), xc(t) heiÿt Charakteristik. Dann ist

U ′(t) = (u(xc(t), t))
′ = ut + uxx′

c(t) =! g(x, t, u).Damit haben wir ein System von gewöhnlihen Di�erentialgleihungen(1.8) {

x′
c(t) = a(x, t, u) = a(xc(t), t,U)

U ′(t) = g(x, t, u) = g(xc(t), t,U(t))

Beispiele.
• ut + 4ux = 0. Einsetzen in (1.8) ergibt x′

c(t) = 4 und U ′(t) = 0. Damit
xc(t) = 4t + c = 4t + xc(0), U(t) = c̃ = U(0)(= u(xc(0), 0) = u0(xc(0)). DieLösung ist also auf der Kurve xc(t) konstant. Für beliebige (x, t) suhen



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 17wir u(x, t). (x, t) liegt auf genau einer Charakteristik xc. Also x = xc(t) =
4t + xc(0) ⇒ xc(0) = x − 4t. Für die Lösung ergibt sih

u(t, x) = u(xc(t), t) = U(t) = u0(xc(0)) = u0(x − 4t).

1.4. Grundtypen linearer partieller Di�erentialgleihungen zweiter Ord-nung.Eine partielle Di�erentialgleihung hängt nunmehr von zwei Variablen ab, damitauh die gesuhte Funktion u. Eine lineare partielle Di�erentialgleihung zweiterOrdnung hat im zweidimensionalen Fall die Form
(1.9) 





a(x, y)uxx(x, y) + 2b(x, y)uxy(x, y) + c(x, y)uyy(x, y)
︸ ︷︷ ︸Hauptteil der partiellen DGL +

+d(x, y)ux(x, y) + e(x, y)uy(x, y) + g(x, y)u(x, y) = f(x, y)Mit der Gestalt des Hauptteils der partiellen Di�erentialgleihung entsheidet sih,von welhem Typ sie ist: Für
D(x, y) = b(x, y)2 − a(x, y)c(x, y)







> 0 heiÿt (1.9) hyperbolish
= 0 heiÿt (1.9) parabolish
< 0 heiÿt (1.9) elliptishBeispiele.

• Die Laplae-Gleihung
−△u = 0,die Poisson-Gleihung
−△u = fund die Helmholtz-Gleihung

−△u + ku = fsind wegen −△u = −uxx − uyy und damit a ≡ −1, b ≡ 0 und c ≡ −1elliptish.
• Die Wärmeleitungs-/ Di�usionsgleihung

ut − µ△u = 0, µ > 0ist wegen a ≡ −µ und b ≡ c ≡ 0 parabolish.
• Die Wellengleihung

utt − c2uxx = 0ist wegen a ≡ −c2, b ≡ 0 und c ≡ 1 hyperbolish.



18 GEHALTEN VON DR. ETIENNE EMMRICH, WS 05/06, TU-BERLINDie shwingende Saite. Wir wollen uns jetzt mit der Wellengleihung in einerRaumdimension genauer auseinandersetzen und erweitern sie zu einem Anfangs-Randwertproblem:
(1.10) 





utt − uxx = 0 x ∈]0, L[, t > 0

u(0, t) = u(L, t) = 0 t > 0

u(x, 0) = u0(x) x ∈]0, L[

ut(x, 0) = v0(x) x ∈]0, L[Die Homogenität in der Wellengleihung bedeutet, dass keine äuÿere Kraft auf dieSaite wirkt; andernfalls wäre f 6= 0. Die Randbedingungen modellieren, dass dieSaite der Länge L am rehten und linken Ende fest eingespannt ist (die Auslenkund
u ist für alle Zeiten t > 0 gleih 0). Die erste Anfangsbedingung gibt die An-fangsauslenkung und die zweite die Anfangsgeshwindigkeit der Saite an.Wir wollen das Problem (1.10) lösen und verwenden dazu den Separationsansatz,d.h. wir vermuten die Lösung von der Form u(x, t) = X(x)T (t), und das Prinzipder Superposition. Dazu setzen wir den Separationsansatz in die Wellengleihungein,

X(x)T ′′(t) − X ′′(x)T (t) = 0,und erhalten
T ′′(t)

T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
= const = −λ2.Daraus ergeben sih die gewöhnlihen Di�erentialgleihungen

T ′′(t) = −λ2T (t),

X ′′(t) = −λ2X(t)mit den für unser Problem sinnvollen Lösungen
T (t) = A sin(λt) + B(cosλt),

X(x) = C sin(λx) + D(cosλx).So haben wir
u(t, x) = (C sin(λx) + D(cosλx)) (A sin(λt) + B(cosλt)) .Um die Koe�zienten zu bestimmen beziehen wir die Randbedingungen mit ein:
u(0, t) = D (A sin(λt) + B(cosλt)) =! 0, für alle t > 0.Dabei ist A sin(λt) + B(cosλt) 6= 0, falls A, B 6= 0. Wenn A = B = 0 geltensoll, würde die Lösung niht mehr von der Zeit t abhängen; das wäre physikalishunsinnig, deshalb D = 0. Für die zweite Randbedingung ergibt sih mit derselbenÜberlegung, dass

C sin(λL) =! 0.Ist C = 0, so wäre wegen D = 0 die Lösung niht mehr vom Ort abhängig. Auhdies wäre für unser Problem unsinnig, deshalb sin(λL) = 0, also λ = kπ
L , k ∈ Z.Nun haben wir als Lösung die Überlagerung

u(x, t) =
∞∑

k=1

sin(
kπ

L
x)



 Ãk
︸︷︷︸

=A·C

sin(
kπ

L
t) + B̃k

︸︷︷︸

=B·C

cos(
kπ

L
t)







DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 19Die Ãk und B̃k bestimmen wir noh mit den Anfangsbedingungen:
u(x, 0) =

∞∑

k=1

B̃k sin(
kπ

L
x) =! u0(x)ergibt

B̃k =
2

L

∫ L

0

u0(x) sin(
kπ

L
x)dxund

u′(x, 0) =
π

L

∞∑

k=1

kÃk sin(
kπ

L
x) =! v0(x)ergibt

Ãk =
2

L

∫ L

0

L

kπ
v0(x) sin(

kπ

L
x)dx.

Wärmeleitgleihung. Auh hier interessieren wir uns für eine Lösung und erweit-ern sie zu einem Anfangs-Randwertproblem:
(1.11) 





ut − µuxx = 0 x ∈]0, L[, t > 0

u(0, t) = u(L, t) = 0 für alle t > 0

u(x, 0) = u0(x) x ∈]0, L[wobei die Randbedingung bedeutet, dass der Körper für alle Zeiten t > 0 aufkonstante Temperatur gehalten wird. Die Anfangsbedingung beshreibt die An-fangswärmeverteilung. Die homogene Wärmeleitgleihung modelliert, dass keineäuÿere Wärmequelle vorhanden ist. Mit diesem Modell wird lediglih die Verän-derung der Wärmeverteilung in einem Körper unersuht, ohne dass äuÿere Faktorenwie Auÿentemperatur, Kühlung durh Wasser oder Erhitzen durh Shweiÿen eineRolle spielen.Zur Lösung von (1.11) verwenden wir wieder den Separationsansatz: Der Ansatz
u(x, t) = X(x)T (t) führt zu

X ′′(x)

X(x)
=

T ′(t)

T (t)
= const = −λmit den Lösungen

T (t) = e−λt,

X(x) = A sin(λx) + B(cosλx).Die Einarbeitung der Randbedingungen führt auf die Lösung
u(x, t) =

∞∑

k=1

exp

(

−
(

kπ

L

)2

µt

)

Ãk sin

(
kπ

L
x

)

und mit der Anfangsbedingung
u(x, 0) =

∞∑

k=1

Ãk sin

(
kπ

L
x

)

=! u0(x)werden wieder die Ãk bestimmt.



20 GEHALTEN VON DR. ETIENNE EMMRICH, WS 05/06, TU-BERLIN2. Existenz- und Einzigkeitsaussagen bei Anfangswertproblemen fürgewöhnlihe und Operator-DifferentialgleihungenVereinbarung: In dieser Vorlesung werden nur Banahräume über dem Körper derreellen Zahlen betrahtet.
2.1. Integral für stetige Funkionen einer reellen Veränderlihen mit Wertenin einem Banahraum.Sei (X, ||.||) ein Banahraum und [a, b] ⊂ R, −∞ < a < b < ∞, ein abgeshlossenesIntervall. Betrahte u : [a, b] → X, t 7→ u(t) ∈ X.3Beispiele (für Banahräme).

• X = R oder X = C.
• X = C([c, d]). u(t) ∈ C([c, d]), d.h. u(t) = ũ(t, x).
• X = l1 - Raum der summierbaren Zahlenfolgen, d.h. v = (v1, v2, ...) ∈ l1,falls ||v||l1 :=

∑∞
i=1 |vi| < ∞.Sei u(t) = (1, t, t2

2 , t3

6 , ..., ti−1

(i−1)! , ...), also ui(t) = ti−1

(i−1)! . O�enbar gilt
u(t) ∈ l1für alle t ∈ [0, T ], T > 0 beliebig, denn

||u(t)||l1 =

∞∑

i=1

ti−1

(i − 1)!
= et ≤ eT < ∞.Sei T > 0. Dann ist u : [0, T ] → l1 auf [0, T ] stetig, denn

||u(t̄) − u(¯̄t)||l1 =

∞∑

i=1

|t̄i−1 − ¯̄ti−1|
(i − 1)!

≤ |t̄ − ¯̄t|
∞∑

i=2

|¯̄̄ti−2|
(i − 2)!

︸ ︷︷ ︸

=e
¯̄̄
t≤eT

→ 0 für t̄ → ¯̄t.

Sei u : [a, b] → X auf [a, b] stetig, n ∈ N \ {0}, t
(n)
k = a + k b−a

n eine äquidistanteZerlegung von [a, b]. De�niere nun eine Treppenfunktion4 , u(n) : [a, b] → X durh
u(n)(t) :=

{

u(t
(n)
k ) t ∈ [t

(n)
k−1, t

(n)
k [, k = 0, 1, ..., n − 1

u(t
(n)
n−1) t = b

3zur Erinnerung: u ist in t̄ ∈ [a, b] stetig, falls gilt
∀ǫ>0 ∃δ=δ(ǫ,t̄) ∀¯̄t∈[a,b]:|¯̄t−t̄|<δ : ||u(¯̄t) − u(t̄)||X < ǫ.Dabei soll ||.||X die Norm des Banahraumes X sein. Da [a, b] kompakt, folgt aus der Stetigkeitvon u für alle t̄ ∈ [a, b] die gleihmäÿige Stetigkeit von u auf [a, b].4Beahte, dass die De�nition von u(n) so nur wegen u auf [a, b] stetig geht.



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 21Lemma 2.1. Sei u ∈ C([a, b], X). Die Folge zugehöriger Treppenfunktionen {u(n)}n∈Nwie oben de�niert, konvergiert punktweise gegen u, d.h.
∀t∈[a,b] : u(n)(t) → u(t) in X,also

lim
n→∞

||u(n)(t) − u(t)|| = 0.Beweis. ... als Übungsaufgabe. �Lemma 2.2. (De�nition des Integrals) Sei u ∈ C([a, b], X). Es existiert ein g ∈ X,so dass
lim

n→∞
||

n∑

k=1

u(t
(n)
k−1) · (t

(n)
k − t

(n)
k−1) − g||X = 0.Der Grenzwert g ∈ X heiÿt Integral von t = a bis t = b über u(t). Notation

g :=
∫ b

a
u(t)dt = −

∫ a

b
u(t)dt.Beweis. Sei gn := b−a

n

∑n
k=1 u(t

(n)
k−1) ∈ X. Wir wollen zeigen: {gn} ist eine Cauhy-Folge in X (dann haben wir wegen der Vollständigkeit von X, dass lim gn = g ∈ Xexistiert).O.B.d.A. sei m > n. Es gilt

gm − gn =
b − a

mn
(n

m∑

k=1

u(t
(m)
k−1) − m

n∑

k=1

u(t
(n)
k−1))

=
b − a

mn
[u(t

(m)
0 ) + ... + u(t

(m)
0 )

︸ ︷︷ ︸

n-mal +... + u(t
(m)
m−1) + ... + u(t

(m)
m−1)

︸ ︷︷ ︸

n-mal −

−(u(t
(n)
0 ) + ... + u(t

(n)
0 )

︸ ︷︷ ︸

m-mal ) − ... − (u(t
(n)
n−1) + ... + u(t

(n)
n−1)

︸ ︷︷ ︸

m-mal )].

Wir nummerieren nun von l = 0 bis m · n − 1 um, sodass an der l-ten Stelle dieDi�erenz u(t
(m)
[l/n]) − u(t

(n)
[l/m]) auftauht. Dabei ist

|t(m)
[l/n] − t

(n)
[l/m]| = |b − a

m
[l/n] − b − a

n
[l/m]|

=
b − a

nm
|[l/n]n − [l/m]m|

≤ b − a

nm
(l − (l − 1))

=
b − a

nm
.Da u auf [a, b] gleihmäÿig stetig, gibt es zu jedem ǫ > 0 ein n0 ∈ N, so dass für

m, n ≥ n0 gilt
|t(m)

[l/n] − t
(n)
[l/m]| <

b − a

mn
(< δ) ⇒ ||u(t

(m)
[l/n]) − u(t

(n)
[l/m])||X < ǫ.Davon gibt es m · n Di�erenzen und damit ist

||gm − gn||X ≤ b − a

mn
mnǫ = (b − a)ǫ.

�
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• Wegen der Stetigkeit von u kann man auh jede andere Zerlegung von [a, b]wählen; das Integral ist unabhängig von der Zerlegung.
• Beahte, dass das Integral wieder in X liegt!
• Man kann das Integral auh weiter fassen, d.h. auh für niht gleihmäÿigstetige Funktionen de�nieren. Dieser Integralbegri� (Bohner-Integral) wirdin der Vorlesung Di�erentialgleihungen II vorgestellt.Beispiel. Wir betrahten noh einmal das Beispiel oben. Sei u(t) = (1, t, t2

2 , t3

6 , ..., ti−1

(i−1)! , ...).Wir vermuten, dass
g :=

∫ T

0

u(t)dt = (T,
T 2

2
,
T 3

6
, ...,

T i

(i)!
, ...).Dies beweisen wir. De�niere die Treppenfunktion

u(n)(t) := (1, t
(n)
k−1,

(t
(n)
k−1)

2

2
, ...), t ∈ [t

(n)
k−1, t

(n)
k [mit t

(n)
k = T

n k. Dann ist
gn =

n∑

k=1

(1,
T

n
k,

1

2
(
T

n
)2k2,

1

6
(
T

n
)3k3, ...) · T

n

= (T,
T 2

n2

n∑

k=1

k,
1

2

T 3

n3

n∑

k=1

k2,
1

6

T 4

n4

n∑

k=1

k3, ...)

= (T,
T 2

n2

n(n + 1)

2
,
1

2

T 3

n3

n(n + 1)(n + 2)

6
,
1

6

T 4

n4
(
n(n + 1)

2
)2, ...)O�enbar gilt ||gn − g||l1 → 0, denn für die einzelnen Komponenten gilt gn,i → gi.Das so de�nierte Integral besitzt alle shönen Eigenshaften, die man von einemIntegral erwartet:Theorem 2.3. (Eigenshaften des Integrals) Seien u, v ∈ C([a, b], X). Dann gilt(1) (Linearität) ∀α,β∈R :

∫ b

a
(αu(t) + βv(t))dt = α

∫ b

a
u(t)dt + β

∫ b

a
v(t)dt(2) (Dreieksungleihung) ||

∫ b

a
u(t)dt|| ≤

∫ b

a
||u(t)||dt(3) 1

b−a

∫ b

a
u(t)dt ∈ co{u(t) ∈ X : t ∈ [a, b]},(4) Für alle A : X → Y linear und beshränkt, X, Y Banahräume gilt:

A

∫ b

a

u(t)dt =

∫ b

a

Au(t)dt.
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• co ist die konvexe Hülle, also co{u(t) ∈ X : t ∈ [a, b]} = {∑n

i=1 λiu(ti), n ∈
N, ti ∈ [a, b],

∑n
i=1 λi = 1, λi ∈ [0, 1]}. co ist der Abshluss von co bzgl.

||.||X , d.h. co enthält auh alle Grenzwerte von Folgen in co.
• co{u(t) ∈ X : t ∈ [a, b]} = co{u(t) ∈ X : t ∈ [a, b]}. Da u stetig, ist u([a, b])kompakt und nah dem Satz von Mazur5 auh co u([a, b]).
• Ein Operator A : X → Y heiÿt beshränkt, wenn das Bild einer in Xbeshränkten Menge unter A in Y beshränkt ist. Ist A linear, so ist Abeshränkt, genau dann wenn gilt

∃c>0 ∀x∈X : ||Ax||Y ≤ c||x||X .

Beweis. ad1) klar.ad2) Es gilt
||
∫ b

a

u(t)dt|| ≤ ||
∫ b

a

u(t)dt − b − a

n

n∑

k=1

u(t
(n)
k−1)|| + ||b − a

n

n∑

k=1

u(t
(n)
k−1)||

︸ ︷︷ ︸

≤ b−a
n

P

n
k=1 ||u(t

(n)
k−1)||

.

Für n → ∞ ergibt sih
0 ≤ ||

∫ b

a

u(t)dt|| ≤ 0 +

∫ b

a

||u(t)dt||.(Wir haben benutzt: Falls u : [a, b] → X stetig, dann ist auh t 7→ ||u(t)|| stetig.)ad 3) Nah De�nition des Integrals gilt
1

b − a

∫ b

a

u(t)dt = lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

u(t
(n)
k−1)

︸ ︷︷ ︸

∈co{u(t)∈X:t∈[a,b]}

.

ad 4) Aus u ∈ C([a, b], X) folgt Au ∈ C([a, b], Y ), denn
• (Au)(t) := A(u(t)) (punktweise de�niert)
• ||Au(t)−Au(s)||Y =A linear ||A(u(t)−u(s))||Y ≤A beshränkt c||u(t)−u(s)||.

5Theorem 2.4. (Mazur) Sei M ⊂ X eine relativ kompakte Menge. Dann ist auh co X relativkompakt.
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A

∫ b

a

u(t)dt = A lim
n→∞

b − a

n

n∑

k=1

u(t
(n)
k−1)

=A stetig lim
n→∞

A
b − a

n

n∑

k=1

u(t
(n)
k−1)

=A linear lim
n→∞

b − a

n

n∑

k=1

Au(t
(n)
k−1)

=

∫ b

a

Au(t)dt.

�Theorem 2.5. Sei u ∈ C([a, b], X) für einen Banahraum (X, ||.||) . Dann gilt(1) ∀t∈[a,b] : limh→0
1
h

∫ t+h

t
u(s)ds = u(t), wobei für t = a der rehtsseitige undfür t = b der linksseitige Grenzwert zu nehmen ist.(2) ∀t∈[a,b] : limh→0

1
h

∫ t+h

t
||u(s) − u(t)||ds = 0, wobei u auÿerhalb von [a, b]mit 0 fortgesetzt sei.(3) limh→0

∫ b

a
||u(t + h) − u(t)||dt = 0.

Beweis. ad 1) Es gilt
|| 1

h

∫ t+h

t

u(s)ds − u(t)|| = || 1
h

∫ t+h

t

(u(s) − u(t))ds||

≤ 1

|h|

∫ max(t,t+h)

min(t,t+h)

||u(s) − u(t)||ds.Aus 2) folgt dann die Aussage.ad 2) Wegen der Stetigkeit von u gilt
∀t∈[a,b] ∀ǫ>0 ∃δ>0 ∀s∈[a,b]:|t−s|<δ : ||u(t) − u(s)|| < ǫ.Wähle |h| ≤ δ. Dann ist

1

h

∫ t+h

t

||u(s) − u(t)||ds < ǫ.ad 3) Wegen der gleihmäÿigen Stetigkeit von u gilt
∀ǫ>0 ∃δ>0 ∀s,t∈[a,b]:|t−s|<δ : ||u(t) − u(s)|| < ǫ.Wähle s = t + h für |h| < δ. Dann ist
∫ b−max(0,h)

a−min(0,h)

||u(t + h) − u(t)||dt < ǫ(b − a).Sei h > 0. Dann verbleibt noh
∫ b

b−h

||u(t + h)
︸ ︷︷ ︸

=0

−u(t)||dt ≤ max
t∈[a,b]

||u(t)||h
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∫ b

a

||u(t + h) − u(t)||dt < ǫ(b − a) + 2|h| max
t∈[a,b]

||u(t)||
︸ ︷︷ ︸

=:ǫ̃

.

Sei ǫ̃ > 0 beliebig. Dann wähle ǫ = ǫ̃
2(b−a) und wähle h so, dass |h| < δ und

2|h|maxt∈[a,b] ||u(t)|| < ǫ̃
2 . Sodann folgt
∫ b

a

||u(t + h) − u(t)||dt <
ǫ̃

2
+

ǫ̃

2
= ǫ̃.Der Fall h < 0 ist entsprehend. �De�nition 2.6. (di�erenzierbar) u : [a, b] → X heiÿt in t ∈ [a, b] di�erenzierbar,wenn gilt

∃v∈X : lim
h→0

||u(t + h) − u(t)

h
− v|| = 0(h wird so gewählt, dass t+h ∈ [a, b]). v wird dann mit u′(t) bezeihnet. Ist t → u′(t)auf [a, b] stetig, so ist u ∈ C1([a, b], X) und ||u||C1([a,b],X) := maxt∈[a,b](||u(t) +

||u′(t)||).Bemerkung. C1([a, b]; X) mit ||u||C1([a,b];X) ist wieder ein Banahraum.Theorem 2.7. (Mittelwertsatz) Sei u ∈ C([a, b], X) und existiert für alle t ∈ [a, b]die Ableitung u′(t) ∈ X. Dann gilt für beliebige c, d mit a ≤ c ≤ d ≤ b(1) ||u(c) − u(d)|| ≤ (c − d) supt∈[c,d] ||u′(t)||.(2) u(d) − u(c) =
∫ d

c
u′(t)dt, falls u′ ∈ C([c, d], X).Beweis. siehe E. Zeidler: Nonlinear Funtional Analysis, Vol. I, S. 76 f. �Theorem 2.8. (Hauptsatz der Di�erential- und Integralrehnung) Sei v ∈ C([a, b], X)und sei
u(t) :=

∫ t

a

v(s)ds, t ∈ [a, b].Dann existiert für alle t ∈ [a, b] die Ableitung u′(t)(in t = a bzw. t = b die rehts-bzw. linksseitige Ableitung) und es gilt u′(t) = v(t).Beweis. O.B.d.A. sei h > 0. (Für h < 0 entsprehend) Es gilt
||u(t + h) − u(t)

h
− v(t)|| = || 1

h
(

∫ t+h

a

v(s)ds) −
∫ t

a

v(s)ds) − v(t)||

= || 1
h

∫ t+h

t

(v(s) − v(s))ds||

≤ 1

h

∫ t+h

t

||v(s) − v(s)||ds → 0 für h → 0Also ist v(t) = u′(t). �



26 GEHALTEN VON DR. ETIENNE EMMRICH, WS 05/06, TU-BERLIN2.2. Der Satz von Piard-Lindelöf: Lokale und globale eindeutige Lös-barkeit von Anfangswertproblemen für gewöhnlihe und Operator - Dif-ferentialgleihungen.Im folgenden sei (X, ||.||) ein Banahraum. Beispiele sind X = R, Rd, l1, C(Ω̄) fürein beshränktes Gebiet Ω ⊂ R3. Vorgelegt sei folgendes Anfangswertproblem
{

u′(t) = f(t, u(t)) , t ∈]0, T [

u(t0) = u0 , t0 ∈ [0, T ], u0 ∈ X
.Dabei ist u : [0, T ] → X, t 7→ u(t) gesuht.Bemerkungen.(1) Wir wählen der Einfahheit halber das Intervall [0, T ]; allg. wählt man dasIntervall [a, b], a, b ∈ R. Als �Anfangswert� könnte man auh u(T ) = uTwählen.(2) Das AWP heiÿt

• skalar für X = R,
• endlihes System für X = Rd,
• gewöhnlihe Operatordi�erentialgleihung für beispielsweise X = l1,

X = C(Ω̄) mit Ω ⊂ R
3.Ist X ein Folgenraum, so heiÿt das AWP abzählbar unendlih.

Beispiele.
• X = R. u′(t) = 2

√

|u(t)| + t5, u(0) = 0.
• X = R

3. SIR-Modell.
• X Folgenraum. Wärmeleitungsgleihung: Gesuht sei u : [0, T ]×[0, π] → X,

(t, x) 7→ u(t, x) mit






ut − µuxx = f , (t, x) ∈ (0, T ) × (0, π)

u(x, 0) = u0(x) , x ∈ (0, π)

u(0, t) = u(π, t) = 0 (homogene Dirihlet-Randbedingungen)Um die Wärmeleitungsgleihung zu lösen verwenden wir den Fourierreihen-Ansatz: Wir nehmen an, dass u0 und f folgendermaÿen entwikelt werdenkönnen:
u0(x) =

∞∑

j=1

u0j sin(jx),

f(t, x) =
∞∑

j=1

fj(t) sin(jx).
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u(t, x) =

∞∑

j=1

uj(t) sin(jx).Für die Bestimmung der uj haben wir ein abzählbar unendlihes Systemzu lösen:
u′

j(t) + u2
juj(t) = fj(t) , t ∈ (0, T ), j = 1, 2, ...Hier ist X = l2 mit ||v||l2 = (

∑∞
j=1 |vj |2)

1
2 < ∞. Wegen der Orthogonalitätder �sin jx� folgt

uj(0) =
2

π

∫ π

0

u(x) sin jx dxund für f = 0 folgt
u(t, x) =

∞∑

j=1

uj(0)e−µj2t sin jx,

wobei ∫ π

0
|u(t, x)|2dx = π

2

∑∞
j=1 uj(0)2e−2µj2t = π

2 ||{uj(t)}||2l2 .
• Wir betrahten nohmals die Wärmeleitungsgleihung: Jetzt sei X = C([a, b])und wir suhen die abstrakte Funktion u : [0, T ] → X, so dass u′(t) +

Au(t) = f(t) mit u(0) = u0. Dabei ist Av := − d2

dx2 v. Mit den Method-en aus der Vorlesung Di�erentialgleihungen I können wir dieses Problemleider niht behandeln, denn A ist nur auf einem Unterraum von X de�niert.
De�nition 2.9. Die Funkion f = f(t, v) : [0, T ] × M ⊂ [0, T ] × X → X genügtauf M einer Lipshitz - Bedingung, wenn sie bezüglih t gleihmäÿig im zweitenArgument Lipshitzstetig auf M ist, d.h.

∃L≥0 ∀t∈[0,T ], v,w∈M⊂X : ||f(t, v) − f(t, w)|| ≤ L||v − w||.

De�nition 2.10. (Nemyzki - Operator) Sei f : [0, T ]×M ⊂ [0, T ]×X → X und
v : [0, T ] → M ⊂ X. Die durh f erzeugte Abbildung

F : v ⇒ (Fv)(t) := f(t, v(t))heiÿt Nemyzki - Operator.
Theorem 2.11. Sei (X, ||.||) ein Banah - Raum.(1) Sei f : [0, T ] × X → X stetig. Dann bildet der zugehörige Nemyzki -Operator den Raum C([0, T ]; X) in sih ab.(2) Sei f : [0, T ] × B̄(u0, r) → X stetig. Dann bildet der Nemyzki - Operator

C([0, T ]; B̄(u0, r)) in C([0, T ]; X) ab.Beweis. ... als Übung. �Bemerkungen.
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• f : [0, T ] × X → X heiÿt stetig, wenn gilt

∀t∈[0,T ],v∈X ∀ǫ>0 ∃δ=δ(t,v,ǫ)>0 ∀s∈[0,T ],w∈X : |t−s|+||v−w|| < δ ⇒ ||f(t, v)−f(s, w)|| < ǫ(entsprehende De�nition für f : [0, T ] × B̄(u0, r) → X)
• Ist dim X < ∞, so ist [0, T ]× B̄(u0, r) kompakt und mit der Stetigkeit von

f auf [0, T ] × B̄(u0, r) folgt die Kompaktheit von f([0, T ] × B̄(u0, r)) (unddamit die Beshränktheit und gleihmäÿige Stetigkeit von f auf [0, T ] ×
B̄(u0, r)).

• Ist dim X = ∞, so ist B̄(u0, r) niht kompakt und f muss weder gleih-mäÿig stetig noh muss f([0, T ] × B̄(u0, r)) beshränkt sein.Zur Erinnerung dasTheorem 2.12. (Rieszsher Kompaktheitssatz) Sei X ein normierter Raum. Dannsind die folgenden Aussagen äquivalent(1) X ist endlihdimensional.(2) Jede beshränkte Folge in X besitzt eine konvergente Teilfolge.(3) Die abgeshlossene Einheitskugel B̄(0, 1) ist kompakt.
Beweis. ... siehe Werner, Funktionalanalysis, Springer. �Es gilt jedoh das
Lemma 2.13. Sei f : [0, T ] × B̄(u0, r) → X stetig und genüge einer Lipshitzbe-dingung auf B̄(u0, r). Dann ist f([0, T ] × B̄(u0, r)) beshränkt, d.h.

∃M>0 ∀(t,v)∈[0,T ]×B̄(u0,r) : ||f(t, v)|| ≤ M.

Beweis. Wegen der Stetigkeit von t 7→ f(t, u0) auf [0, T ] gilt
||f(t, v)|| ≤ ||f(t, v) − f(t, u0)|| + ||f(t, u0)||

≤ L||v − u0|| + ||f(t, u0)||
≤ Lr + max

t∈[0,T ]
||f(t, u0)||

�Nun kommen wir zum Anfangswertproblem
{

u′(t) = f(t, u(t)) , t ∈]0, T [

u(t0) = u0 , t0 ∈ [0, T ], u0 ∈ X
.
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{

u′(t) = f(t) , t ∈]0, T [

u(t0) = u0 , t0 ∈ [0, T ], u0 ∈ Xund die durh die Formel von Duhamel gegebene Lösung
u(t) = u0 +

∫ t

t0

f(τ ) dτ,was sofort aus den Eigenshaften von Integral und Ableitung (und insbesonderedem Hauptsatz der Di�erential- und Integralrehnung, Satz ??) folgt. Zudem ist
u ∈ C1([0, T ]; X), wenn f ∈ C([0, T ]; X).
Theorem 2.14. (Piard-Lindelöf, lokale Lösbarkeit) Sei (X, ||.||) ein Banahraum,
f : [0, T ]× B̄(u0, r) → X stetig und genüge auf B̄(u0, r) einer Lipshitz-Bedingung,d.h.

∃L≥0 ∀t∈[0,T ],w,v∈B̄(u0,r) : ||f(t, v) − f(t, w)|| ≤ L||v − w||.Dann ist f nah Lemma 2.13 beshränkt, d.h.
∃M>0∀t∈[0,T ],v∈B̄(u0,r) : ||f(t, v)|| ≤ M.und das AWP

{

u′(t) = f(t, u(t))

u(t0) = u0besitzt auf I := [0, T ] ∩ [t0 − a, t0 + a] mit a := min{ r
M , 1

2L} genau eine Lösung.
Beweis. Betrahte

(Tv)(t) := u0 +

∫ t

t0

f(s, v(s))dsfür t ∈ I, v ∈ C(I, B̄(u0, r)) (da f nur auf [0, T ] × B̄(u0, r) de�niert). Dann ist
Tv ∈ C1(I, X) und es gilt

(Tv)′(t) = f(t, v(t))

(Tv)(t0) = u0Es ist C(I, X) ein Banahraum. De�niere
A := {v ∈ C(I, X) : v(t) ∈ B̄(u0, r)}.

• A ist abgeshlossen, denn sei (vn)n∈N ⊂ A mit
lim

n→∞
max
t∈I

||vn(t) − v(t)|| = 0für ein v ∈ C(I, X). Dann gilt
||v(t) − u0|| ≤ ||v(t) − vn(t)|| + ||vn(t) − u0||

≤ r, n → ∞.



30 GEHALTEN VON DR. ETIENNE EMMRICH, WS 05/06, TU-BERLIN
• Das Bild von T liegt wieder in der Kugel, denn

||(Tv)(t) − u0|| = ||
∫ t

t0

f(s, v(s))ds||

≤
∫ max(t0,t)

min(t0,t)

||f(s, v(s))||
︸ ︷︷ ︸

≤M

ds

≤ M |t − t0| ≤ Ma ≤ M
r

M
= r.

• Tv ist stetig, denn
||(Tv)(s) − (Tv)(t)|| = ||

∫ t

s

f(τ, v(τ ))dτ ||

≤
∫ max(s,t)

min(s,t)

||f(τ, v(τ ))||
︸ ︷︷ ︸

≤M

dτ

≤ M |s − t|.

• T ist kontrahierend, denn
max
t∈I

||(Tv)(t) − (Tw)(t)|| = max
t∈I

||
∫ t

t0

f(s, v(s)) − f(s, w(s))ds||

≤ max
t∈I

∫ max(t,t0)

min(t,t0)

||f(s, v(s)) − f(s, w(s))||
︸ ︷︷ ︸

≤L||v(s)−w(s)||

ds

≤ max
t∈I

∫ max(t,t0)

min(t,t0)

Lds max
s∈I

||v(s)) − w(s)||

≤ L max
t∈I

|t0 − t|
︸ ︷︷ ︸

≤a≤ 1
2L

||v − w||C(I,X)

≤ 1

2
||v − w||C(I,X).Wenden wir den Banahshen Fixpunktsatz auf T an, so folgt die Behaup-tung. (Beahte, dass jede Lösung des AWP auh Lösung der Fixpunktgle-ihung ist und umgekehrt.)

�Theorem 2.15. (globale Lösbarkeit) Sei (X, ||.||) ein Banahraum, f : [0, T ]×X →
X stetig und genüge auf X einer Lipshitzbedingung. Dann besitzt das AWP

{

u′(t) = f(t, u(t)) t ∈ [0, T ]

u(t0) = u0 t0 ∈ [0, T ], u0 ∈ Xgenau eine Lösung u ∈ C1([0, T ], X).Beweis. De�niere X := C([0, T ], X)mit ||v||X := maxt∈[0,T ] e
−L|t−t0|||v(t)||X . Dannist ||.||X äquivalent zur üblihen Norm maxt∈[0,T ] ||v(t)||. Betrahte T : C([0, T ], X) →
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C([0, T ], X) wie in Satz (?.?) . Dann ist T kontrahierend bezüglih ||.||X , denn

||(Tv)(t) − (Tw)(t)|| ≤
∫ max(t,t0)

min(t,t0)

||f(s, v(s)) − f(s, w(s))||ds

≤ L

∫ max(t,t0)

min(t,t0)

eL|t0−s|e−L|t0−s|||v(s) − w(s)||ds

≤ L

∫ max(t,t0)

min(t,t0)

eL|t0−s|ds||v − w||X .Berehnung des Integrals für t ≥ t0 ergibt
∫ t

t0

eL(s−t0)ds =
1

L
eL(s−t0) |tt0=

1

L
(eL(t−t0) − 1)

⇒
∫ max(t,t0)

min(t,t0)

eL|t0−s|ds =
1

L
(eL|t0−t| − 1)Also

||Tv − Tw||X = max
t∈[0,T ]

e−L|t0−t|||(Tv)(t) − (Tw)(t)||

≤ max
t∈[0,T ]

e−L|t0−t|L
1

L
(eL|t0−t| − 1)

︸ ︷︷ ︸

maxt∈[0,T ](1−e−L|t0−t|)

||v − w||X

≤ (1 − e−LT ) · ||v − w||Xund 1 − e−LT < 1. Mit dem Banahshen Fixpunktsatz folgt die Behauptung. �Die Voraussetzung der globalen Lipshitzbedingung kann zu einer lokalen Lips-hitzbedingung abgeshwäht werden.
Theorem 2.16. (Globale Lösbarkeit bei lokaler Lipshitz-Bedingung) Sei f : R ×
X → X stetig und gelte

• f genüge auf X einer lokalen Lipshitz-Bedingung, d.h.
∀(t,v)∈R×X ∃a,r>0,L≥0 ∀s∈[t−a,t+a],(w1,w2)∈B̄(v,r) : ||f(s, w1)−f(s, w2)|| ≤ L||w1−w2||(f ist Lipshitz auf einem Rehtek).

• Es gebe ein M > 0, so dass für alle t ∈ R, für die eine Lösung u = u(t)existiert, gilt
||f(t, u(t))|| ≤ M.Dann existiert für das AWP

{

u′(t) = f(t, u(t)) t ∈ R

u(t0) = u0 t0 ∈ R, u0 ∈ Xgenau eine Lösung u ∈ C1(R, X)Beweis. Sei (t0, u0) ∈ R × X beliebig aber fest. Mit dem Satz von Piard-Lindelöfgibt es zumindest lokal eine eindeutig bestimmte Lösung auf einem festen Intervall
[t0 − a, t0 + a].
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α < β ≤ ∞ das gröÿte o�ene Intervall auf dem u existiert. Dann gilt

u(t) = u0 +

∫ t

t0

f(s, u(s))dsfür t ∈ J . Für beliebige t1, t2 ∈ J gilt dann
||u(t2) − u(t1)|| ≤

∫ max(t1,t2)

min(t1,t2)

||f(s, u(s))||
︸ ︷︷ ︸

≤M

ds ≤ M |t2 − t1|.Sei {tn} ⊂ J mit tn → α. Dann gibt es ein y ∈ X mit u(tn) → y ∈ X für n → ∞,denn {u(tn)} ist eine Cauhy-Folge in X. Fortsetzungsargument: Betrahte
u′(t) = f(t, u(t))

u(α) = y.Lösung auf einem Intervall um α. �Corollary 2.17. Sei A(t) : X → X für jedes t ∈ [0, T ] ein linearer, beshränkterOperator. Desweiteren sei die Abbildung t 7→ A(t) auf [0, T ] stetig. Dann besitzt dasAWP
u′(t) + A(t)u(t) = f(t)

u(t0) = u0für t ∈ [0, T ] genau eine Lösung u ∈ C1([0, T ], X), falls f ∈ C([0, T ], X).Beweis. (Skizze) Betrahte f(t, v) := f̃(t) − A(t) (wohlde�niert). f ist Lipshitz-stetig, denn
||f(t, v) − f(t, w)|| = ||A(t)v − A(t)w||

= ||A(t)(v − w)||
≤ C||v − w||.Wende Satz 2.15 an. �



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 332.3. Lineare Systeme mit beshränkten Operatoren.Sei wieder (X, ||.||) ein Banahraum.Bemerkungen.
• L(X) - der Raum der linearen, beshränkten Abbildungen B : X → X -mit ||B||L(X) := supv∈X,v 6=0

||Bv||
||v|| ist ein Banahraum.

• Eine Familie {A(t)}t∈[0,T ]von Operatoren heiÿt gleihmäÿig beshränkt,wenn gilt
∃c>0 ∀t∈[0,T ],v∈X : ||A(t)v|| ≤ c||v||.(Dies folgt hier mit der Stetigkeit von t 7→ A(t), da [0, T ] kompakt ist.)

• Die Abbildung t 7→ A(t) heiÿt auf [0, T ] stetig, wenn gilt
∀t∈[0,T ] : |t − s| → 0 ⇒ ||A(t) − A(s)||L(X) → 0.

• Für einen Operator gilt i.A. (Au)(t) 6= A(t)u(t) (Vorgeshihte wird wohlmöglihberüksihtigt, s. Volterra-Gleihungen)
• Beahte: Für dimX < ∞ sind lineare Abbildungen stets beshränkt, für

dimX = ∞ gilt dies niht immer.Betrahte den Fall X = R:
u′(t) + a(t)u(t) = f(t)

u(t0) = u0Die Lösung der homogenen Gleihung kann einfah mit der Formel von Duhamel(Variation der Konstanten) berehnet werden:
uhom(t) = c exp(−

∫ t

t0

a(τ )dτ )Wir betrahten die Konstante wieder als in t variabel:
u(t) = c(t) exp(−

∫ t

t0

a(τ )dτ ).Weiter folgt
u′(t) = c′(t) exp(−

∫ t

t0

a(τ )dτ ) + c(t) exp(−
∫ t

t0

a(τ )dτ )(−a(t))

= c′(t) exp(−
∫ t

t0

a(τ )dτ )− a(t)u(t)und
c′(t) exp(−

∫ t

t0

a(τ )dτ ) = f(t)

⇒ c(t) − c(t0) =

∫ t

t0

exp(−
∫ s

t0

a(τ )dτ )f(s)ds
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u(t) = (u0 +

∫ t

t0

exp(−
∫ s

t0

a(τ )dτ )f(s)ds) exp(−
∫ t

t0

a(τ )dτ )

= u0 exp(−
∫ t

t0

a(τ )dτ )

︸ ︷︷ ︸

uhom

+

∫ t

t0

exp(−
∫ s

t0

a(τ )dτ )f(s)

︸ ︷︷ ︸Lösung von: v′(t)+a(t)v(t)=0,v(s)=f(s)

ds

Wir shreiben die Lösung noh anders auf :
u(t) = U(t, t0)u0 +

∫ t

t0

U(t, s)f(s)ds,wobei U(t, s) = exp(−
∫ t

s
a(τ )dτ ).

Theorem 2.18. Sei I ⊂ R ein Intervall und (X, ||.||) ein Banahraum. Ferner sei
{A(t)}t∈I ⊂ L(X) und es gelte: t → A(t) ist bzgl. ||.||L(X)stetig auf I. Shlieÿlihsei f ∈ C(I, X).Dann gibt es zu beliebigen Anfangsdaten (t0, u0) ∈ I × X genau eine Lösung u ∈
C1(I, X) des AWP

{

u′(t) + A(t)u(t) = f(t), t ∈ I

u(t0) = u0, u0 ∈ X
.

Beweis. Ist I abgeshlossen und beshränkt, so ergibt sih mit Korollar ?.? dieBehauptung. Ist I niht abgeshlossen oder unbeshränkt, so haben wir die ein-deutige Lösbarkeit auf jedem abgeshlossenen, beshränkten Intervall J ⊂ I. Mitder Fortsetzbarkeit der Lösung folgt die Behauptung. �De�nition 2.19. (Propagator) Sei A ∈ C(R,L(X)) mit (X, ||.||) Banahraum. Diedurh die eindeutig bestimmten Lösungen u = u(t) des homogenen AWP
u′(t) + A(t)u(t) = 0

u(s) = u0erzeugte Abbildung
U(t, s) : X → X, u0 7→ u(t)heiÿt Propagator (Evolutionsoperator/ Fundamentallösung). Man spriht auh voneiner zweiparametrigen Familie.

Theorem 2.20. (Eigenshaften des Propagators) Sei A ∈ C(R,L(X)). Dann gilt(1) ∀t,s∈R : U(t, s) ∈ L(X) und (t, s) 7→ U(t, s) ist stetig auf R × R.(2) U(t, t) = id auf L(X) für alle t ∈ R.(3) U(t, s)U(s, r) = U(t, r) und damit U(t, s) = U(s, t)−1für alle t, s, r ∈ R.



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 35(4) (t, s) 7→ U(t, s) ist die eindeutig bestimmte Lösung des AWP
{

∂
∂tU(t, s) + A(t)U(t, s) = 0

U(s, s) = id in L(X)
.

(5) Für den autonomen Fall A(t) ≡ A gilt U(t, s) = U(t − s, 0) =: S(t − s) füralle s, t ∈ R.(6) Für die partiellen Ableitungen von U(t, s) für alle s, t ∈ R gilt
∂

∂t
U(t, s) = −A(t)U(t, s),

∂

∂s
U(t, s) = U(t, s)A(s).

(7) ∀t>s : ||U(t, s)||L(X) ≤ exp(+
∫ t

s
||A(τ )||L(X)dτ )

Beweis. ad1)Dass U(t, s) linear ist, folgt unmittelbar aus dem Superpositionsprinzip:Seien u = u(t) und v = v(t) die eindeutig bestimmten Lösungen des homogenenAWP zu den Anfangsbedingungen u(s) = u0 und v(s) = v0. Dann ist w := αu+βv,
α, β ∈ R die eindeutig bestimmte Lösung des homogenen AWP mit der Anfangs-bedingng w(s) = αu0 + βv0, also gilt

U(t, s)(αu0 + βv0) = w(t)

= αu(t) + βv(t)

= αU(t, s)u0 + βU(t, s)v0.Dass U(t, s) für alle t, s ∈ R behränkt ist, ist nihts anderes als (7).Zur Stetigkeit: Sei (t̄, s̄) ∈ R × R beliebig aber fest. Dann gilt für alle t, s ∈ R

||U(t̄, s̄) − U(t, s)|| ≤ ||U(t̄, s̄)−U(t, s̄)|| + ||U(t, s̄) − U(t, s)||.Betrahte für alle u0 ∈ X mit u(s̄) = u0

||(U(t̄, s̄)−U(t, s̄))u0|| = ||U(t̄, s̄)u0−U(t, s̄)u0||
= ||u(t̄) − u(t)||
→ 0 für t → t̄und

||U(t, s̄) − U(t, s)|| = ||U(t, s)U(s, s̄) − U(t, s)U(s̄, s̄)||
= ||U(t, s)U(s, s̄) − U(s̄, s̄)||
≤ ||U(t, s)|| ||U(s, s̄) − U(s̄, s̄)||

︸ ︷︷ ︸

→0 für s→s̄

→ 0

denn ||U(t, s)|| ≤ exp(
∫max(s,t)

min(s,t)
||A(τ )||dτ ) nah (7).
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{

u′(t) + A(t)u(t) = 0

u(t) = u0und daher U(t, t)u0 = u(t) = u0.ad 3) Da U(t, s)U(s, t) = U(t, t) = id auf L(X), ist U(t, s) = U(s, t)−1. Sei ULösung von
{

u′(t) + A(t)u(t) = 0

u(s) = u0Dann gilt U(t, s)u0 = u(t). O.B.d.A. sei t > s > r. Betrahte(2.1) {

v′(s) + A(s)v(s) = 0

v(r) = u0Dann gilt U(s, r)u0 = v(s). Nimm nun für (2.1) als Anfangswert u(s) = v(s), wobei
v die Lösung des zweiten Systems ist. Dann ist t 7→ U(t, s)U(s, t)u0 die Lösung zurAnfangsbedingung u(r) = u0, also U(t, s)U(s, r)u0 = U(t, r)u0.ad 4) folgt aus 6) und 2).ad 5) Sei u Lösung von

{

u′(t) + A(t)u(t) = 0

u(s) = u0und de�niere v(t) := u(t + s) und damit
{

v′(t) + A(t + s)v(t) = 0

v(s) = u0

.Jetzt beahte, dass A niht von t abhängt:
U(t − s, 0)u0 = v(t − s) = u(t) = U(t, s)u0ad 6) u(t) = U(t, s)u(s). Nun ist

u′(t) =
∂

∂t
U(t, s)u(s)

= −A(t)u(t)und damit
∂

∂t
U(t, s)u(s) = −A(t)U(t, s)u(s).Und weiter

0 =
∂

∂s
id

=
∂

∂s
U(s, s)

=
∂

∂s
(U(t, s)U(s, t))

=
∂

∂s
U(t, s)U(s, t) + U(t, s)

∂

∂s
U(s, t)

︸ ︷︷ ︸

−A(s)U(s,t)
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∂sU(t, s)U(s, t) = U(t, s)A(s)U(s, t), also ∂

∂sU(t, s) = U(t, s)A(s).ad 7) Es genügt zu zeigen, dass
||u(t)|| ≤ exp(

∫ t

s

||A(τ )||L(X)dτ )||u0||,was für kompakte Intervalle die Beshränktheit von u nah sih zieht. Es gilt u(t) =

u0 −
∫ t

s
A(τ )u(τ )dτ , so dass wegen der Eigenshaften des Integrals(2.2) ||u(t)|| ≤ ||u0|| +

∫ t

s

||A(τ )||L(X)||u(τ )||dτ.Shon hier könnte man das später behandelte Gronwallshe Lemma anwenden, oderdirekt:
d

dt

{

e−
R

t

s
||A(τ)||dτ

∫ t

s

||A(τ )||||u(τ )||dτ

}

= e−
R

t

s
||A(τ)||dτ · (−||A(t)||) ·

∫ t

s

||A(τ )||||u(τ )||dτ

+e−
R

t

s
||A(τ)||dτ ||A(t)||||u(t)||

≤ e−
R

t

s
||A(τ)||dτ ||A(t)||||u0||

= − d

dt

{

e−
R

t

s
||A(τ)||dτ

}

||u0||Integration von s bis t ergibt
e−

R

t

s
||A(τ)||dτ

∫ t

s

||A(τ )||||u(τ )||dτ = e−
R

t

s
||A(τ)||dτ ||u0|| + ||u0||.Zusammen ergibt sih wegen (2.2)

||u(t)|| ≤ ||u0|| − ||u0|| + e−
R

t

s
||A(τ)||dτ ||u0||,also die Behauptung. �Bemerkung. Weiÿ man mehr über die Struktur von A (z.B. A positv de�nit), sokann man die Abshätzung verbessern.

Theorem 2.21. Die Voraussetzungen seien wie im Satz zuvor. Kommutieren alleOperatoren A(.) miteinander, gilt also A(t)A(r) = A(r)A(t) für alle t, r ∈ R, so gilt
U(t, s) = e−

R

t

s
A(τ)dτ .Für B ∈ L(X) de�niert man

eB :=

∞∑

ν=0

1

ν!
Bν mit B0 = id.

Beweis. Sei o.B.d.A. t > s.(a) exp(
∫ t

s
||A(τ )||dτ ) ist wohlde�niert, denn A(t) ∈ L(X) und t → A(t) stetig (unddamit t → ||A(t)|| stetig).(b) Die Reihe ∑∞

ν=0
1
ν!(−

∫ t

s
A(τ )dτ )ν ist konvergent, denn die Folge der Partial-summen ist eine Cauhy-Folge:

||
m∑

ν=n

1

ν!
(−
∫ t

s

A(τ )dτ )ν|| ≤
m∑

ν=n

1

ν!
(

∫ t

s

||A(τ )||dτ )ν → 0, n, m → ∞,
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∫ t

s
||A(τ )||dτ ) existiert.Da das Integral ∫ t

s
A(τ )dτ der Grenzwert endliher Summen der Gestalt△t

∑

i A(ti)ist, folgt: A(t) kommutiert mit ∫ t

s
A(τ )dν (eigentlih reiht diese shwähere Voraus-setzung für den Satz aus)Dann gilt aber

d

dt
e−

R

t

s
A(τ)dτ =

d

dt

∞∑

ν=1

1

ν!
(−
∫ t

s

A(τ )dτ )ν

=

∞∑

ν=1

1

ν!
ν(−

∫ t

s

A(τ )dτ )ν−1(−A(t))

= −A(t)
∞∑

ν=1

1

(ν − 1)!
ν(−

∫ t

s

A(τ )dτ )ν−1

= −A(t)e−
R

t

s
A(τ)dτDamit ist aber

d

dt
e−

R

t

s
A(τ)dτu0

︸ ︷︷ ︸

u(t)

+A(t)e−
R

t

s
A(τ)dτu0 = 0

u(s) = u0für t = s. Wegen der Eindeutigkeit der Lösung des homogenen Anfangswertprob-lems gilt
U(t, s)u0 = e−

R

t

s
A(τ)dτu0, ∀u0∈X

�Bemerkungen:(1) Die Einshränkung auf R
+
0 oder I ⊂ R ist möglih (Dies ist wihtig, wennder Operator niht auf dem ganzen Raum de�niert oder stetig ist.)(2) Liegt der autonome Fall, also A(t) ≡ A, vor, so gilt

U(t, s) = U(t − s, 0) = S(t − s) = e−(t−s)Aund die Lösung des homogenen Anfangswertproblems
u′(t) + Au(t) = 0

u(0) = u0lautet
u(t) = e−tAu0, ∀t∈R,u0∈X .

(3) Dabei ist {S(t)}t∈R = {e−tA}t∈Reine einparametrige abelshe Gruppe, dennes gilt
• {S(t)}t∈R ist assoziativ: (S(t)S(r))S(s) = S(t)(S(r)S(s)) ∀t,r,s∈R,
• {S(t)}t∈R besitzt ein Einselement: S(0) = id in L(X),
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• {S(t)}t∈R besitzt ein inverses Element: S(t)−1 = S(−t),
• {S(t)}t∈R ist kommuativ: S(t)S(s) = S(t + s) = S(s + t) = S(s)S(t),wobei wir die erste Gleihheit shon allgemeiner für Propagatoren be-wiesen haben.(4) {S(t)}t∈R ist gleihmäÿig stetig, d.h. t 7→ S(t) ist stetig auf R bzgl. ||.||L(X).(5) Wenn {S(t)} nur für t ≥ 0 erklärt ist, so heiÿt {S(t)}t≥0 Halbgruppe (d.h.es gibt kein inverses Element). Dies tritt insbesondere dann auf, wenn Aniht auf ganz X erklärt ist, also A : D(A) ⊂ X → X (unbeshränkterOperator). Ist A : X → X linear und beshränkt, so ist e−tA stets für alle

t ∈ R erklärt, und {e−tA}t∈R ist eine Gruppe.(6) −A heiÿt auh in�nitesimaler Erzeuger (Generator) von {e−tA} und es giltfür u0 ∈ X

−Au0 = lim
t→0

S(t)u0 − u0

t
in X.(Mehr dazu wird in der Vorlesung Di�erentialgleihungen III, welhe auhdie Theorie der Halbgruppen behandelt, gesagt werden.)(7) Propagatoren U(t, s) beshreiben Kausalprozesse, die niht homogen in derZeit sind. Einparametrige Gruppen beshreiben dagegen Prozesse, die inder Zeit homogen, d.h. ∀s,t,h∈R : U(t + h, s + h) = U(t, s), und reversibel,d.h. S(t)−1 = S(−t), sind. Halbgruppen wiederum beshreiben homogeneirreversible Prozesse (S(t)−1 existiert niht), z.B. bei Wärmeleitung, Wah-stumsprozessen, Di�usion, Energiedissipation.(8) Ist S(t) kompakt (stetig, beshränkte Mengen werden in relativ kompakteMengen abgebildet) und dimX = ∞, so kann es keine beshränkte Inverse

S(t)−1geben, denn dann wäre S(t)S(t)−1 = id kompakt. Das ist aber einWiderspruh zum Rieszshen Kompaktheitssatz: Die abgeshlossene Ein-heitskugel ist in X niht kompakt.Lemma 2.22. (Eigenshaften von eB) Sei B ∈ L(X). Dann gilti) eB = limn→∞(id − 1
nB)−n = limn→∞(id + B

n )n,ii) Kommutieren B und C, so gilt
eBeC = eB+C = eCeBund falls C−1in L(X) existiert, so ist
eCBC−1

= CeBC−1,

iii) Bv = limt→0
etBv−v

t , ∀v∈X .
Beweis. ...Übung. �



40 GEHALTEN VON DR. ETIENNE EMMRICH, WS 05/06, TU-BERLINTheorem 2.23. Sei A : X → X linear und beshränkt. Dann gilt für S(t) =
e−tA, t ∈ R:i) u(t) = S(t)u0 ist Lösung von

{

u′(t) + Au(t) = 0

u(0) = u0

ii) ∀t∈R : ||S(t)|| ≤ e|t|||A||,iii) S(m)(t) ∈ L(X), wobei
S(m)(t)v :=

dm

dtm
(S(t)v), ∀t∈R,m∈Nwohlde�niert und es gilt S(m)(t) = (−A)mS(t), ||S(m)(t)|| ≤ ||A||m||S(t)||.iv) S(t)S(s) = S(t + s).

Beweis. ... Übung. �Wir kommen nun zum inhomogenen Problem(2.3) {

u′(t) + A(t)u(t) = f(t)

u(t0) = u0Theorem 2.24. (Prinzip von Duhamel) Sei X ein Banahraum und A ∈ C(I,L(X)),für ein Intervall I ∈ R.Sei f ∈ C(I, X). Die nah Satz ?? eindeutig bestimmte Lö-sung von (2.3) lässt sih darstellen als(2.4) u(t) = U(t, t0)u0 +

∫ t

t0

U(t, s)f(s)ds.Insbesondere gilt im autonomen Fall (A(t) ≡ A)
u(t) = e−(t−t0)Au0 +

∫ t

t0

e−(t−s)Af(s)ds.Beweis. Es genügt zu zeigen, dass (2.4) tatsählih eine Lösung von (2.3) ist (undzwar aus C1(I, X)).
u′(t) =

∂

∂t
U(t, t0)u0 + U(t, t)f(t) +

∫ t

t0

∂

∂t
U(t, s)f(s)ds

=(∗) −A(t)U(t, t0)u0 + f(t) +

∫ t

t0

−A(t)U(t, s)f(s)ds

= −A(t)u(t) + f(t)Für die Anfangsbedingung gilt u(t0) = u0. �Bemerkungen.
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• Das Prinzip von Duhamel gilt auh für semilineare Probleme

{

u′(t) + Au(t) = f(t, u(t))

u(t0) = u0Dann hat die Lösung die Form
u(t) = e−tAu0 +

∫ t

0

e−(t−s)Af(s, u(s))ds.(Fixpunktgleihung)
• Die Voraussetzungen an f können �abgeshwäht� werden und man sprihtdann von einer milden Lösung u ∈ C(I, X). Dies ermögliht die Behand-lung vieler semilinearer, parabolisher Gleihungen wie etwa die Navier-Stokes-Gleihungen.

Im autonomen Fall gilt die folgende Regularitätsaussage:
Theorem 2.25. Sei u = u(t) die eindeutig bestimmte Lösung des AWP

{

u′(t) + Au(t) = f(t) , t ∈ [0, T ]

u(t0) = u0 , t0 ∈ [0, T ], u0 ∈ Xfür ein A ∈ L(X).Dann folgt aus f ∈ Cm([0, T ]; X) auh u ∈ Cm+1([0, T ]; X) und insbesondere aus
f ∈ C∞([0, T ]; X) auh u ∈ C∞([0, T ]; X).
Beweis. Für m ∈ N. u′(t) = f(t) − Au(t), u′′(t) = f ′(t) − Au′(t), ... und mit u ∈
Cm([0, T ]; X) gilt auh Au ∈ Cm([0, T ]; X) für alle m und damit u(m+1) = f (m) −
Au(m)(t) ∈ C([0, T ]; X), also u ∈ C(m+1)([0, T ]; X) (bootstrap-Argument). �Bemerkung. Im nihtautonomen Fall wird die Situation wegen

u′′(t) = (f(t) − A(t)u(t))′

= f ′(t) − A′(t)u(t) − A(t)u′(t)komplizierter.Beispiele.(1) X = R, u′(t) − 3t2u(t) = t2, u(0) = 1. Die Lösung dieses AWP ergibt sihdurh die Formel von Duhamel:
u(t) = U(t, t0)u0 +

∫ t

t0

U(t, s)f(s)ds.Hier ist
U(t, s) = exp(−

∫ t

s

(−3τ2)dτ ) = et3−s3
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∫ t

0

(et3−s3

s2)ds = −1

3
et3
∫ t

0

−3e−s3

s2ds

= −1

3
et3(e−t3 − 1)ist

u(t) = et3 − 1

3
et3(e−t3 − 1) =

4

3
et3 − 1

3
.

(2) X = R2. Seien A =

(
0 −1
2
t2 − 2

t2

) für t > 0 und u(2) =

(
1
4

), f(t) =
(

t4

t3

). Die {A(t)} kommutieren niht! Wir bestimmen U(t, s) als Lösungdes Systems






d
dtU(t, s) + A(t)U(t, s) = 0

U(s, s) =

(

1 0

0 1

)

;

genauer lösen wir also zwei Systeme, um die beiden Spalten von U(t, s) zubestimmen. Wir lösen für die erste Spalte von U(t, s)
{

u′(t) − v(t), u(s) = 1

v′(t) + 2
t2 u(t) − 2

t v(t), v(s) = 0und für die zweite Spalte dasselbe System mit den Anfangsbedingungen
u(s) = 0 und v(s) = 1. Einsetzen der abgeleiteten ersten Gleihung in diezweite Gleihung liefert

u′′(t) − 2

t2
u′(t) +

2

t2
u(t) = 0.Wählen wir ein Polynom zweiten Grades als Lösungsansatz (u(t) = at2+bt,

u′(t) = 2at + b, u′′(t) = 2a), so erhalten wir
2a − 4a − 2b

t
+ 2a +

2b

t
= 0und die Anfangsbedingungen liefern u(s) = as2 + bs = 1 (0), also a = − 1

s2

( 1
s ), und v(s) = 2as+b = 0 (1), also b = 2

s (−1). Nun haben wir die Lösungdes homogenen Systems:
U(t, s) =

(

− t2

s2 + 2 t
s

t2

s − t
− 2t

s2 + 2
s

2t
s − 1

)

und
U(t, 2)

(
1
4

)

=

(
7
4

2 − 3t
7
2 t − 3

)

.Die Lösung des inhomogenen Systems zu berehnen sei als Übungsaufgbegegeben.
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(3) X = R

3. Seien A =





1 0 0
−1 1 0
0 −1 0



, f(t) =





0
0

e−t



 und u(0) =





−1
0
0



. Wir benötigen
e−tA = I +

∞∑

µ=1

1

µ!
(−t)µAµ.

Wir bestimmen leiht, dass für µ = 1, 2, ... gilt
Aµ =





1 0 0
−µ 1 0
1 −1 0



 .

Damit haben wir
e−tA =





e−t 0 0
te−t e−t 0

1 − te−t − e−t 1 − e−t 1





und es ergibt sih für die Lösung
u(t) = e−tA





−1
0
0



+

∫ t

0

e−(t−s) ·





0
0

e−s



 ds

=





−e−t

−te−t

−1 + te−t + e−t



+

∫ t

0





0
0

e−s



 ds

=





−e−t

−te−t

te−t



 .

(4) Vorgelegt sei die Integro-Di�erentialgleihung
∂

∂t
u(x, t) +

∫ b

a

k(x, ξ, t)u(ξ, t)dξ = f(x, t) für (x, t) ∈ (a, b) × (0, T )mi dem Integralkern k : [a, b]× [a, b]× [0, T ] → R. Wir führen die abstrakteFunktion ũ ein:
ũ : [0, T ] → X, [ũ(t)](x) = u(t, x)und bezeihnen diese wieder mit u. Das neue System lautet dann
{

u′(t) + A(t)u(t) = f(t)

u(0) = u0

,
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∫ b

a
k(x, ξ, t)v(ξ)dξ. Wir wählen z.B. X = C[a, b]. Danngilt A(t) : X → X, wenn k ∈ C([a, b]2 × [0, T ]), denn

||A(t)v||C[a,b] ≤ max
x∈[a,b]

∫ b

a

|k(x, ξ, t)||v(ξ)|dξ

≤ max
t∈[0,T ]

max
x∈[a,b]

∫ b

a

|k(x, ξ, t)|dξ · ||v||C[a,b].Auÿerdem ist t 7→ A(t) stetig auf [0, T ]. Damit wissen wir, dass eine Lösung
u ∈ C([0, T ]; C[a, b]) existiert.Im autonomen Fall k(x, ξ, t) = k(x, ξ) könnten wir z.B. auh lediglih
k ∈ L2((a, b) × (a, b)) verlangen und X = L2(a, b) wählen.(5) Wir wollen nun ein abstraktes AWP zweiter Ordnung betrahten:







u′′(t) + Au′(t) + Bu(t) = f(t), t ∈ [0, T ]

u(0) = u0

u′(0) = v0(Wellenphänomene, Elektrizitätstheorie, ...)Sei u(t) := (u(t), u′(t))T . Das Di�erentialgleihungssystem lautet dann
u′(t) + Au(t) = f(t),wobei A :=

(
0 −I
B A

), f =

(
0
f

).Mit X ist auh X×X (mit ||(u, v)||X×X := ||u||X + ||v||X) ein Banahraumund sind A, B ∈ L(X), so gilt A ∈ L(X × X), denn
||Av||X×X = ||(−v2, Bv1 + Av2)

T ||X×X

= ||v2||X + ||Bv1 + Av2||X
≤ ||v2||X + ||B|| · ||v1||X + ||A|| · ||v2||X
≤ max(||B||, 1 + ||A||) · (||v1|| + ||v2||)Nah Duhamel lautet die Lösung

u(t) = e−tAu0 +

∫ t

0

e−(t−s)Af(s)ds,wobei e−tA noh ausgerehnet werden kann (s. Emmrih, Gewöhnlihe undOperator-Di�erentialgleihungen, S.).Wir kommen nun zu linearen Systemen in X = Rd.Theorem 2.26. Sei X = R
d und A ∈ C(I, Rd×d) für ein Intervall I ⊂ R.Danngilt (1) Die Menge aller homogenen Lösungen

V := {u = u(t) ∈ C1(I; X) : u′(t) + A(t)u(t) = 0}ist ein linearer Teilraum von C1(I; X) mit dimV = d.



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 45(2) Für f ∈ C(I; X) ist die Menge aller inhomogenen Lösungen
Vf := {u = u(t) ∈ C1(I; X) : u′(t) + A(t)u(t) = f(x)}zu V a�n und es gilt Vf = V ⊕ up, wobei up eine beliebige partikuläre Lö-sung ist.(3) Seien u1, u2, ..., um ∈ V mit m ≤ d. Dann sind die folgenden Aussagenäquivalent

• u1, u2, ..., um sind linear unabhängige Funktionen.
• Für jedes s ∈ I sind u1(s), u2(s), ..., um(s) linear unabhängige Vek-toren.
• Für ein t̄ ∈ I sind u1(t̄), u2(t̄), ..., um(t̄) linear unabhängige Vektoren.

Bemerkung. Die linear Unabhängigkeit von Funkionen ist im Allgemeinen etwasanderes als die lineare Unabhängigkeit einzelner Funktionswerte.
Beweis. zu (1) Dass es sih um einen linearen Teilraum handelt, folgt unmittelbaraus dem Superpositionsprinzip. Für die Dimensionsaussage könnten wir sogleih einFundamentalsystem konstruieren und (2) benutzen, doh dazu später.Jedenfalls ist die Abbildung

S : R
d → V, u0 7→ uwobei u = Su0 die eindeutig bestimmte Lösung von

{

u′(t) + A(t)u(t)

u(t0) = u0sei, linear, injektiv und surjektiv, also ein Isomorphismus.zu (2) ... klar wegen des Superpositionsprinzips.zu (3) Es gilt wegen ui ∈ V stets ui = Su0i für irgendwelhe u0i. Da S ein Isomor-phismus ist, folgt aus der linearen Unabhängigkeit von ui auh jene von u0i undumgekehrt. Es ist nun u0i = ui(t0) mit t0 ∈ I beliebig, aber fest, was die Äquivalenzder drei Aussagen nah sih zieht. �De�nition 2.27. (Wronski-Determinante) Die Voraussetzngen seien wie zuvorund u1, u2, ..., ud ∈ V . Dann heiÿt
W (t) := det(u1, u2, ..., ud), t ∈ IWronski-Determinante von u1, u2, ..., ud.Lemma 2.28. Es gelten die folgenden Aussagen:(1) Entweder W (t) = 0 oder W (t) 6= 0 für alle t ∈ I.(2) u1, u2, ..., ud sind genau dann linear unabhängig, wenn W (t) 6= 0 für alle

t ∈ I.
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W ′(t) + trA(t) · W (t) = 0so dass W (t) = exp(−
∫ t

t0
trA(τ )dτ )W (t0) für t0, t.

Bemerkung. trA(t) ist die Spur der Matrix A(t), also die Summe der Diagonalele-mente.
Beweis. ... zur Übung. �



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 472.4. Der Satz von Peano über die lokale Lösbarkeit von Anfangswert-problemen für endlihdimensionale Systeme gewöhnliher Di�erential-gleihungen und eine Verallgemeinerung auf Operatordi�erentialgleihun-gen.Im Satz von Piard-Lindelöf wurde für die Existenz und Eindeutigkeit der Lösungeines AWP (unter anderem) die Lipshitzstetigkeit der rehten Seite im zweitenArgument gefordert. Hat man die Lipshitzstetigkeit niht gegeben, so kann man -allerdings nur in Endlihdimensionalen - bei stetiger rehter Seite wenigstens nohdie Existenz einer Lösung sihern; die Eindeutigkeit geht dann verloren.Beispiel. Das AWP u′(t) = 3
√

u(t), u(0) = 0 besitzt unendlih viele Lösungen,nämlih u(t) = 0 für t ≤ α und u(t) = 2
3 (t − α)

3
2 für t > α.

Theorem 2.29. (Peano, 1890) Sei X = Rd versehen mit der Norm ||.|| und seifür ein r > 0 und ein u0 ∈ X f : [0, T ] × B̄(u0, r) → Rd stetig.Dann besitzt das AWP {

u′(t) = f(t, u(t))

u(t0) = u0auf dem Intervall I := [0, T ]∩[t0− r
M , t0+

r
M ] mit M := max(t,v)∈[0,T ]×B̄(u0,r) ||f(t, x)||mindestens eine Lösung u : I → B̄(u0, r) ∈ C1(I, Rd).Um diesen Satz zu beweisen, benötigen wir noh einige Hilfsmittel, die wir zum Teilohne Beweis angeben wollen.

Theorem 2.30. (Arzelà-Asoli) Sei {un}n∈N eine Folge von auf [0, T ] gleih-mäÿig beshränkten und gleihgradig stetigen Funkionen, die in den Rd abbilden.Dann gibt es eine auf [0, T ] gleihmäÿig konvergente Teilfolge {un′} von {un}n∈N.
Beweis. ... in der UE. �Bemerkungen. Seien un : [0, T ] → Rd für alle n ∈ N stetige Funktionen.(1) Die Folge {un}n∈N heiÿt gleihmäÿig beshränkt, wenn gilt

∃K≥0∀n∈N : ||un||C([0,T ],Rd) = max
t∈[0,T ]

||un(t)||Rd ≤ K.

(2) Die Folge {un}n∈N heiÿt gleihgradig stetig, wenn gilt
∀ǫ>0∃δ>0∀n∈N∀s,t∈[0,T ]:|s−t|<δ : ||un(s) − u(t)|| < ǫ.

(3) Die Folge {un}n∈N heiÿt gleihmäÿig konvergent, wenn gilt
∃u∈C([0,T ],Rd) : max

t∈[0,T ]
||un(t) − u(t)||Rd →n→∞ 0.



48 GEHALTEN VON DR. ETIENNE EMMRICH, WS 05/06, TU-BERLIN(4) Der Satz gilt so nur in Rd.(5) Es gilt shärfer in R
d: Eine Familie von Funktionen aus C([0, T ], Rd) istgenau dann relativ kompakt, wenn sie gleihmäÿig beshränkt und gleih-gradig stetig ist.

Theorem 2.31. (Fixpunktsatz (FPS) von Brouwer, 1930) Jede setige Abbildungvon einer abgeshossenen Kugel im Rd in sih selbst besitzt mindestens einen Fix-punkt.Beweis. Für d = 1 ist die Aussage nihts anderes als der Zwishenwertsatz.Einen allgemeinen Beweis �ndet man in Zeidler, Applied Funtional Analysis,aber auh im Skript von Ferus, Analysis III. �Bemerkung. �abgeshlossene Kugel� kann ersetzt werden durh A 6= ∅ kompakt,konvex.Theorem 2.32. (Fixpunktsatz von Shauder, 1930) Sei A 6= ∅ eine konvexe,abgeshlossene und beshränkte Teilmenge eines Banahraumes X und sei T : A →
A eine kompakte Abbildung. Dann besitzt T mindestens einen Fixpunkt in A.Bemerkungen.(1) Für X = R

d sagt der FPS von Shauder dasselbe wie der FPS von Brouwer.(2) Eine Menge A 6= ∅ heiÿt konvex, wenn gilt
∀µ∈[0,1] : u, v ∈ A ⇒ µu + (1 − µ)v ∈ A.

(3) Sei X Banahraum undA ⊂ X. Falls dim X < ∞, so gilt: IstA abgeshlossenund beshränkt, dann ist A kompakt.(4) Seien X, Y Banahräume. Eine lineare Abbildung F : D(F ) ⊂ X → Yheiÿt kompakt, falls gilt
• F ist stetig.
• F bildet beshränkte Mengen aus D(F ) in relativ kompakte Mengenin Y ab. (anders: Aus jeder beshränkten Folge {un} ⊂ D(F ) kanneine Teilfolge {un′} derart ausgewählt werden, so dass die Bildfolge
{F (un′)} ⊂ Y konvergiert. )

Beweis. ... �ndet man in der einshlägigen Literatur: Brézis, Werner, Yosida,Ruzika. Ahtung! Der Begri� der kompakten Abbildung wird niht einheitlihverwendet. �Theorem 2.33. (Approximationssatz für kompakte Abbildungen) Seiein X, Y Ba-nahräume und F : M ⊂ X → Y kompakt, M 6= ∅ beshränkt. Dann gibt es zujedem n ∈ N eine stetige Abbildung Fn : M ⊂ X → Y , so dass



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 49
• supv∈M ||Fv − Fnv||Y ≤ 1

n ,
• dim spanFn(M) < ∞,
• Fn(M) ⊂ coF (M).

Beweis. Wir zeigen naheinander, dass Fn die Eigenshaften erfüllt. Zur erstenEigenshaft:(1) Da F kompakt und M beshränkt, ist F (M) relativ kompakt. Demnah gibtes zu jedem n ∈ N ein endlihes 1
n -Netz von F (M), d.h. es gibt Elemente

v1, v2, ..., vm ∈ F (M), so dass jedes BildelementFn(u), u ∈ M in einer Kugelmit Radius 1
n um eins dieser vj liegt, also

min
j=1,...,n

||Fu − vj || <
1

n
.(2) Sei aj(u) := max{ 1

n − ||Fu − vj ||, 0} ≥ 0. Für ein j gilt aj(u) > 0 und esist Fn : M ⊂ X → Y

Fn(u) :=

m∑

j=1

aj(u)
m∑

l=1

al(u)

︸ ︷︷ ︸

>0, da ein al>0

vj .

wohlde�niert. Fn heiÿt Shauder-Operator. (Fn hängt von n ab, da aj durh
1
n -Netz gegeben ist.)(3) Fnist stetig, denn u 7→ ||Fu − vj || ist stetig. Es gilt

| ||Fu1−vj ||Y −||Fu2−vj ||Y |≤ ||Fu1−Fu2||Y →F kompak, also stetig 0 für ||u1−u2||X → 0.

(4) Wir überprüfen noh die Approximationseigenshaft: Es gilt
||Fnu − Fu|| = ||

m∑

j=1

aj(u)
∑m

l=1 al(u)
vj − Fu||

= (

m∑

l=1

al(u))−1
m∑

j=1

(aj(u)||vj − Fu||)

≤ (
m∑

l=1

al(u))−1
m∑

j=1

aj(u)
1

n
=

1

n
.Zur zweiten Eigenshaft. Es gilt Fnu ∈ span{v1, ..., vm} mit vj ∈ F (M), also

dim spanFn(M) < ∞.Zur dritten Eigenshaft. Es gilt
Fnu =

m∑

j=1

aj(u)
∑m

l=1 al(u)
vj ∈ co{v1, ..., vm} ⊂ F (M).
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�Nun können wir den Fixpunktsatz von Shauder beweisen:Beweis.(1) O.B.d.A. können wir 0 ∈ A annehmen, denn es existiert ein u0 ∈ A undwir können überall u durh u − u0ersetzen:

T (ū − u0 + u0) − u0 = ū − u0.Wir de�nieren die Abbildung T̃ : A − u0 → A − u0, v 7→ T (v + u0) − u0und es gilt: Wenn T kompakt ist, dann auh T̃ .(2) Nah dem Approximtionssatz gibt es zu jedem n ∈ N ein Tn : A → Xn,wobei Xn ein endlihdimensionaler Unterraum von X ist und für den steti-gen Operator Tn gilt ||Tnv − Tv|| ≤ 1
n für alle v ∈ A.Sei An := A ∩ Xn. Es gilt 0 ∈ A, A ist konvex, abgeshlossen undbeshränkt und

Tn(A)
Approx.-Satz

⊂ T (A)
T :A→A⊂ coA A konvex

= A.Also ist Tn : A → A und insbesondere Tn : An → An (da Tn : An →
A und Tn : A → Xn und An := A ∩ Xn). An := A ∩ Xn ist endlihdimen-sional und kompakt und es folgt mit dem FPS von Brouwer

∃un∈A : Tnun = un.

(3) un ∈ An ⊂ A, A ist beshränkt, also ist {un}n∈N beshränkt. Da T kom-pakt, kann eine konvergente Teilfolge von {Tun} ausgewählt werden, sodass gilt
∃w∈X : Tun′ → w für n′ → ∞.Da A abgeshlossen, ist w ∈ A. Für die Teilfolge gilt

||un′ − w|| ≤ ||un′ − Tun′ || + ||Tun′ − w||
= ||Tn′un′ − Tun′ ||

︸ ︷︷ ︸

≤ 1
n

+ ||Tun′ − w||
︸ ︷︷ ︸

→0

→ 0 für n′ → ∞Da T stetig ist, haben wir mit Tun′ → w und un′ → w

Tw = w.(w ∈ A ist der gesuhte Fixpunkt.)
�Jetzt haben wir alles zusammen um den Satz von Peano zu beweisen. Zur Über-sihtlihkeit wiederholen wir ihn noh einmal:



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 51Theorem 2.34. (Peano, 1890) Sei X = Rd versehen mit der Norm ||.|| und seifür ein r > 0 und ein u0 ∈ X f : [0, T ] × B̄(u0, r) → Rd stetig.Dann besitzt das AWP
{

u′(t) = f(t, u(t))

u(t0) = u0auf dem Intervall I := [0, T ]∩[t0− r
M , t0+

r
M ] mit M := max(t,v)∈[0,T ]×B̄(u0,r) ||f(t, x)||mindestens eine Lösung u : I → B̄(u0, r) ∈ C1(I, Rd).

Beweis.(1) Wie im Beweis des Satzes von Piard -Lindelöf betrahten wir das äquiv-alente Fixpunktproblem
u(t) = u0 +

∫ t

t0

f(s, u(s))ds (= (Tu)(t)).(2) Sei A := {v ∈ C(I, Rd) : v(t) ∈ B̄(u0, r)}. Dann ist A 6= ∅,
• A abgeshlossen, denn für eine Folge {un} ⊂ A gilt für un → w

||w(t) − u0|| ≤ ||w(t) − un(t)||
︸ ︷︷ ︸

→0

+ ||un(t) − u0||
︸ ︷︷ ︸

≤r

.

Also ist w(t) ∈ B̄(u0, r) und damit w ∈ A.
• A ist konvex, denn für v, w ∈ A, µ ∈ [0, 1] gilt

||µv(t) + (1 − µ)w(t) − u0|| = ||µ(v(t) − u0) + (1 − µ)(w(t) − u0)||
≤ µ||v(t) − u0|| + (1 − ν)||w(t) − u0||
≤ µr + (1 − µ)r

= rAlso ist µv + (1 − µ)w ∈ C(I, Rd).(3) T : A → A, denn für v ∈ A ist Tv stetig (wie im Beweis von P.-L.) und
||(Tv)(t) − u0|| = ||

∫ t

t0

f(s, v(s))ds||

≤
∫ max(t0,t)

min(t0,t)

||f(s, v(s))||ds

≤ |t − t0|M
≤ r

M
M = rAlso ist Tv ∈ A.(4) T überführt beshränkte Mengen in relativ kompakte Mengen. Sei {un} ⊂

A. da A beshränkt, ist auh {un} gleihmäÿig beshränkt und damit wegen
T : A → A auh {Tun}. Shlieÿlih ist {Tun} gleihgradig stetig, denn zu
ǫ > 0 existiert δ = ǫ

M , so dass für alle n ∈ N und alle s, t ∈ I mit |s− t| < δ
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||(Tun)(t) − (Tun)(s)|| = ||

∫ t

s

f(τ, un(τ ))dτ ||

≤
∫ max(s,t)

min(s,t)

||f(τ, un(τ ))||dτ

≤ |t − s|M
≤ ǫ

M
M
︸︷︷︸

∗

= ǫ

Nun existiert nah dem Satz von Arzelá-Asoli* eine gleihmäÿig konver-gene Teilfolge {Tun′} ⊂ A. Also ist T : A → A kompakt.(5) Damit sind alle Voraussetzungen des FPS von Shauder erfüllt, d.h. es ex-istiert ein u ∈ A mit Tu = u(t) = u0+
∫ t

t0
f(s, u(s))ds = u. Dieser Fixpunkt

u ist eine Lösung unseres AWP. Insbesondere ist u stetig di�erenzierbar.
�Bemerkungen.(1) An den Stellen * haben wir benutzt, dass X endlihdimensional ist. (Sonstwäre die abgeshlossene und beshränkte Einheitskugel niht kompakt.)(2) Literatur ... : u.a. Deimling, ODE in Banahspaes shlieÿt Lüke zwis-hen f stetig und f kompakt.(3) Für den Fall dim X = ∞ geben wir ein Gegenbeispiel: Betrahte X = c0,den Raum der Nullfolgen, mit der Norm ||u|| := supi∈N

|ui| und das AWP
u′

i(t) = 2
√

ui(t), t ∈ [0, T ], i = 1, 2, ...

ui(0) =
1

i2Jedes einzelne AWP besitzt die eindeutig bestimmte Lösung ui(t) = (t+ 1
i )

2.Lösbakeit in c0: u0 = (1, 1
4 , 1

9 , ..., 1
i2 , ...), f(u) = (2

√

u1(t), 2
√

u2(t), ...).
f : c0 → c0 ist stetig. Für jedes t > 0 ist jedoh u(t) /∈ c0, d.h. u kann nihtin c0 abbilden.Theorem 2.35. (verallgemeinerter Satz von Arzelà-Asoli) Eine Menge Mvon auf dem Intervall [0, T ] stetigen Funktionen mit Werten in einem Banahraum

X ist genau dann relativ kompakt in C([0, T ], X), wenn sie
• gleihgradig stetig ist und
• für alle t ∈ [0, T ] die Menge M(t) := {v(t) : v ∈ M} ⊂ X relativ kompaktin X ist.

Beweis. ... Übungsaufgabe. �



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 53Theorem 2.36. (verallgemeinerter Satz von Peano) Sei f : [0, T ]×B̄(u0, r) → Xkompakt, wobei (X, ||.||) ein Banahraum ist. Sei t0 ∈ [0, T ], u0 ∈ X. Dann gibt esein M > 0, so dass gilt
∀t∈[0,T ],v∈B̄(u0,r)⊂X : ||f(t, v)|| ≤ Mund das AWP {

u′(t) = f(t, u(t))

u(t0) = u0besitzt auf I = [0, T ]∩ [t0 − r
M , t0 + r

M ] mindestens eine Lösung u : I → B̄(u0, r) in
C1(I, X).Beweis.(1) Da [0, T ]×B̄(u0, r) beshränkt und T kompakt, ist T ([0, T ]×B̄(u0, r)) rela-tiv kompakt und somit beshränkt. Die Existenz von M ist somit gesihert.(2) Der Beweis des klassishen Satzes von Peano überträgt sih bis auf

• die Existenz von M ,
• die Anwendung des Satzes von Arzelá-Asoli.(3) ...(4) (alles nohmal...) fast alles wie beim klassishen Peano.(5) Die Existenz von M ist wegen der Kompaktheit von f gesihert.(6) Ist

T : A → A,(Tv)(t) := u0 +

∫ t

0

f(s, v(s))dskompakt? Ja, denn T ist stetig (wie klassisher Peano) und T bildet beshränk-te Mengen in relativ kompakte Mengen ab: Für M ⊂ A (beshränkt, be-deutet keine Einshränkung, da A beshränkt ist) ist T (M) gleihgradigstetig. Untersuhe T (A) auf relative Kompaktheit: Sei v ∈ A. Betrahte
M(t) := {v(t) : v ∈ M} ⊂ X. Hierzu

(Tv)(t) := u0 + (t − t0)
1

t − t0

∫ t

0

f(s, v(s))ds

︸ ︷︷ ︸

∗

.

f ist stetig für v ∈ A (Verkettung stetiger Funktionen, der zugehörigeNemytzki-Operator bildet stetige Funktionen in stetige Funktionen ab).Nun ist
∗ ∈ u0 + (t − t0)co{f(s, v(s) : s ∈ I, v ∈ A)}

⊂ u0 + (t − t0)co {f(s, w) : s ∈ I, w ∈ B̄(u0, r)}
︸ ︷︷ ︸

∗∗

.

Da f kompakt, ist f(I × B̄(u0, r)) relativ kompakt. Nah dem Satz vonMazur (Satz ?.?) ist co(∗∗) kompakt. Also ist M(t) relativ kompakt. Derverallgemeinerte Arzelà-Asoli liefert die Kompaktheit von T und mitdem Shaudershen FPS erhalten wir die Behauptung.
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�Theorem 2.37. Unter den Voraussetzungen des verallgemeinerten Satzes von Peanoist die Lösungsmenge kompakt.Beweis. Jede Lösung ist Fixpunkt von T und liegt in A. Sei {un} ⊂ A eine Folgevon Lösungen, d.h. Tun = un. Da T kompakt, gibt es eine konvergente Teilfolge

{Tun′}. Dann aber konvergiert auh {un′} ∈ A. �Die Lösungsmenge ist i.A. niht kompakt, wenn (im Fall dimX = ∞) f nur stetigist. Wir geben einBeispiel. Berahte X = l∞ mit der Supremumsnorm. Sei u = (u1, u2, ...) und
u′(t) =

2u
√

||u||
für ||u|| 6= 0, u′(t) = 0 für ||u|| = 0.

u(0) = 0Die rehte Seite ist stetig. Lösungen sind z.B. u(0)(t) ≡ (0, 0, 0, ...), u(1)(t) ≡
(t2, 0, 0, ...), u(2)(t) ≡ (0, t2, 0, ...), ... Die Menge dieser Lösungen ist niht relativkompakt (wäre die Menge aller Lösungen, wir kennen sie niht, kompakt, dann wärediese Teilmenge kompakt), denn es gibt keine konvergente Teilfolge: Für m 6= n ist
||u(m) − u(n)|| = t2 6= 0 für t > 0.



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 552.5. Einzigkeitsaussagen.Theorem 2.38. Sei (X, ||.||) ein Banahraum und seien J ⊂ R ein o�enes Inter-vall, D ⊂ X o�en. Genügt die stetige Funktion f : J ×D ⊂ R×X → X auf J ×Deiner lokalen Lipshitzbedingung, so besitzt das AWP
{

u′(t) = f(t, u(t))

u(t0) = u0mit (t0, u0) ∈ J × D höhstens eine Lösung u ∈ C1(J ; D).Beweis. Angenommen, es gibt zwei vershiedene Lösungen u = u(t) und v = v(t)auf einem gemeinsamen Intervall J ∋ t0 (J muss ja niht ganz J sein). Es sei t̄ ∈ Jdie erste Stelle, nah der sih u und v untersheiden (o.B.d.A. sei t̄ ≥ t0). Es giltalso u(t̄) = v(t̄) =: ū ∈ D und u(t̄ + δ) 6= v(t̄ + δ)(und wegen der Stetigkeit füralle δ ∈ (0, δ̄) mit einem δ̄ > 0). Wegen der lokalen Lipshitzbedingung gibt es ein
L = L(t̄, ū) ≥ 0, ein τ = τ (t̄, ū) und ein r = r(t̄, ū), so dass gilt:

∀t∈[t̄−τ,t̄+τ ], v,w∈B̄(ū,r) : ||f(t, v) − f(t, w)|| ≤ L||v − w||.Sei t > t̄. Es gilt sodann
||u(t) − v(t)|| = ||

∫ t

t̄

(f(s, u(s))− f(s, v(s)))ds||

≤
∫ t

t̄

||(f(s, u(s))− f(s, v(s)))|| ds

≤ L

∫ t

t̄

||u(t) − v(t)|| dsNah dem Gronwallshen Lemma bzw. dem üblihen Trik mit dem integrierendenFaktor folgt ||u(t) − v(t)|| ≤ 0, was ein Wiederspruh zur Annahme ist. �Theorem 2.39. Sei (H, (., .), |.|) ein Hilbertraum, (t0, u0) ∈ [0, T ] × H und sei
f : [0, T ] × H → H stetig und genüge einer einseitigen Lipshitzbedingung:

∃L∈R ∀t∈[0,T ], v,w∈H : (f(t, v) − f(t, w), v − w) ≤ L|v − w|2.Dann gibt es für t ≥ t0 höhstens eine Lösung des AWP
{

u′(t) = f(t, u(t))

u(t0) = u0

.

Bemerkung. An L ist keine Vorzeihenbedingung gestellt.Beweis. Angenommen u und v sind zwei vershiedene Lösungen rehts von t0. Danngilt für alle t ≥ t0

1

2

d

dt
|u(t) − v(t)|2 = (u′(t) − v′(t), u(t) − v(t))(2.5)

= (f(t, u(t))− f(t, v(t)), u(t) − v(t))

≤ L|u(t) − v(t)|2
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d

dt

(

e−2L(t−t0)|u(t) − v(t)|2
)

= e−2L(t−t0)

{
d

dt
|u(t) − v(t)|2 − 2L|u(t) − v(t)|2

}

≤ 0Integration von t0 bis t führt auf
0 ≤ |u(t) − v(t)|2 ≤

{

e2L(t−t0) · |u0 − v0|
}

= 0was im Widerspruh zur Annahme steht. �Dabei haben wir in (2.5) von folgendem Lemma Gebrauh gemaht:Lemma 2.40. Sei (H, (., .), |.|) ein Hilbertraum und u ∈ C1([0, T ]; H). Dann giltfür alle t ∈ [0, T ]

1

2

d

dt
|u(t)|2 = (u′(t), u(t)).Beweis. Seien t, t + h ∈ [0, T ]. Es ist

1

h
(|u(t + h)|2 − |u(t)|2) =

1

h
(u(t + h) − u(t), u(t + h)) +

1

h
(u(t + h) − u(t), u(t)).Des Weiteren gilt

∣
∣
∣
∣
(u′(t), u(t))− 1

h
(u(t + h) − u(t), u(t))

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
(u′(t) − 1

h
(u(t + h) − u(t)), u(t))

∣
∣
∣
∣

≤
∣
∣
∣
∣
u′(t) − 1

h
(u(t + h) − u(t))

∣
∣
∣
∣
|u(t)|

≤

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

u′(t) − 1

h
(u(t + h) − u(t))

︸ ︷︷ ︸

→0 für h→0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

||u||C([0,T ];H),

so dass
1

h
(u(t + h) − u(t), u(t)) → (u′(t), u(t)) für h → 0.Ähnlih gilt

∣
∣
∣
∣
(u′(t), u(t)) − 1

h
(u(t + h) − u(t), u(t + h))

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
(u′(t), u(t) − u(t + h)) + (u′(t) − 1

h
(u(t + h) − u(t)), u(t + h))

∣
∣
∣
∣

≤ |u′(t)||u(t + h) − u(t)| +
∣
∣
∣
∣
u′(t) − 1

h
(u(t + h) − u(t))

∣
∣
∣
∣
|u(t + h)|

≤ |u(t + h) − u(t)
︸ ︷︷ ︸

→0

| · ||u′||C([0,T ];H) +

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

u′(t) − 1

h
(u(t + h) − u(t))

︸ ︷︷ ︸

→0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

||u||C([0,T ];H).



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 57Wegen der Setigkeit und der stetigen Di�erenzierbarkeit von u folgt
1

h
(u(t + h) − u(t), u(t + h)) → (u′(t), u(t)) für h → 0.Zusammen ergibt sih die Behauptung. �Theorem 2.41. (Einzigkeitssatz von Nagumo) Sei (X, ||.||) ein Banahraum,

(t0, u0) ∈ [0, T ] × X und sei f : [0, T ] × B̄(u0, r) ∈ [0, T ] × X → X für ein r > 0stetig und genüge der Nagumo-Bedingung:
∀t∈[0,T ],v,w∈B̄(u0,r) : |t − t0| · ||f(t, v) − f(t, w)|| ≤ ||v − w||.Dann gibt es auf jedem Intervall J ⊂ [0, T ] höhstens eine Lösung u ∈ C1(J ; X)des AWP

{

u′(t) = f(t, u(t)) , t ∈ J

u(t0) = u0

.

Beweis.(1) Angenommen, u und v seien zwei vershiedene Lösungen im gemeinsamenIntervall J ∋ t0. Wegen der Stetigkeit gibt es t, t̄ mit
inf J < t ≤ t0 ≤ t̄ < sup J,so dass

u(t) = v(t) für alle t ∈ [t, t̄] und u(t) 6= v(t)zumindest in einer gewissen Umgebung links von t bzw. rehts von t̄.(2) Sei
m(t) :=

{
||u(t)−v(t)||

|t−t0|
für t 6= t0

0 sonst.Wir wollen zeigen, dass - im Widerspruh zur Annahme - m(t) = 0 für alle
t ∈ J . Wegen m(t) ≥ 0 und (für t 6= t0)

m(t) =
1

|t − t0|
||u(t) − u0(v(t) − u0)||

=
1

|t − t0|

∥
∥
∥
∥

∫ t

t0

(u′(s) − v′(s))ds

∥
∥
∥
∥

=
1

|t − t0|

∥
∥
∥
∥

∫ t

t0

(f(s, u(s))− f(s, v(s)))ds

∥
∥
∥
∥

≤ 1

|t − t0|

∫ max(t0,t)

min(t0,t)

||f(s, u(s)) − f(s, v(s))||ds

→ ||f(t0, u(t0)) − f(t0, v(t0))|| = 0 für t → t0.



58 GEHALTEN VON DR. ETIENNE EMMRICH, WS 05/06, TU-BERLIN(3) Sei h > 0 beliebig. Dann gilt (beahte t̄ ≥ t0) analog
m(t̄ + h) =

||u(t̄ + h) − v(t̄ + h)||
t̄ + h − t0

≤ h

t̄ + h − t0
· 1

h

∫ t̄+h

t̄

||f(s, u(s)) − f(s, v(s))||ds

≤Nagumo h

t̄ + h − t0
︸ ︷︷ ︸

≤1

· 1
h

∫ t̄+h

t̄

||u(s) − v(s)||
|s − t0|

︸ ︷︷ ︸

=m(s)

ds

≤ 1

h

∫ t̄+h

t̄

m(s)ds.Sei a(h) :=
∫ t̄+h

t̄
m(s)ds, so gilt also a′(h) = m(t̄ + h) ≤ 1

ha(h) und mithin
(

ln
a(h)

h

)′

=
h

a(h)
· a′(h)h − a(h)

h2
=

a′(h)

a(h)
− 1

h
≤ 0.(Ist a(h) = 0, so folgt ohnehin m(t̄ + h) = 0.) Integration liefert für be-liebiges 0 < τ < h

a(h)

h
≤ a(τ )

τ
=

1

τ

∫ t̄+τ

t̄

m(s)ds → m(t̄) = 0 für τ → 0.Es folgt shlieÿlih
0 ≤ m(t̄ + h) ≤ 1

h

∫ t̄+h

t̄

m(s)ds =
a(h)

h
≤ 0was im Widerspruh zur Annahme m(t̄ + h) 6= 0 (denn u(t+ h) 6= v(t + h))steht.(4) Der Fall t − h < t ≤ t0 ist analog.

�Beispiel. Seien X = R, f(t, v) =
√

|t| + |v| und t0 = 0, u0 = 0. f genügt keinerLipshitzbedingung, aber
|t| · |f(t, v) − f(t, w)| ≤ |v − w|für 1

2

√

|t| ≤ 1, also |t| ≤ 4. Zusammen mit dem Satz von Peano ergibt sih dieeindeutige Lösbarkeit.Theorem 2.42. (Eindeutigkeitssatz von Osgood) Sei (X, ||.||) ein Banahraum,
(t0, u0) ∈ [0, T ] × X und sei f : [0, T ] × B̄(u0, r) → X für ein r > 0 stetig undgenüge der Osgood-Bedingung:

∀t∈[0,T ],v,w∈B̄(u0,r) : ||f(t, v) − f(t, w)|| ≤ ω(||v − w||)wobei ω : [0,∞[→ R stetig ist und die Bedingungen ω(0) = 0, ω(z) > 0 für z >

0, ω(x + y) ≤ ω(x) + ω(y) (ω ist monoton wahsend) und limε→0

∫ 1

ε
dz

ω(z) = ∞



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 59erfüllt. Dann gibt es auf jedem Intervall J ⊂ [0, T ] höhstens eine Lösung u ∈
C1(J ; B̄(u0, r)) des AWP

{

u′(t) = f(t, u(t)) t ∈ J

u(t0) = u0

.Beweis. ... Originalartikel von Osgood, Petrowski: Gewöhnlihe Di�erentialgle-ihungen, S. 100 �. �Beispiel. ω(z) = Lz (L - Lipshitzkonstante, L > 0), ω(z) = Lz · ln 1
z , ω(z) =

Lz · ln 1
z ln ln 1

z , ...



60 GEHALTEN VON DR. ETIENNE EMMRICH, WS 05/06, TU-BERLIN2.6. Verlauf der Lösungen im Groÿen und maximal fortgesetzte Lösun-gen.Einige Aussagen über die globale Lösbarkeit und damit auh über die maximale Lös-barkeit hatten wir bereits. Mit maximal fortgesetzter Lösung/ Lösung im Groÿenmeint man das Au�nden eines maximalen Intervalls, in dem eine Lösung existiert,und die Untersuhung derselben.Beispiele.(1) Gegeben sei das AWP
{

u′(t) = 3
√

u(t)

u(1) = 2
,welhes nah dem Satz von Piard-Lindelöf auf [0, T ] ∩ [1 − a, 1 + a], a =

min( r
M , 1

2L ) genau eine Lösung besitzt. Um die Lipshitzbedingung zu garantieren,ist r < 2 zu wählen (so dass u0 − r > 2− 2 = 0). Dann ist 3
√

v ≤ 3
√

2 + r =:

M , | 3
√

v − 3
√

w| = 1
3 (v̄)−

2
3 |v − w| und 1

3 (v̄)−
2
3 ≤ 1

3 (2 − r)
2
3 . Wähle nun

r geeignet, so dass a maximal wird. Suhe also einen Shnittpunkt von
r 7→ r(2 + r)−

1
3 , r 7→ 3

2 (2− r)
2
3 , etwa r = 1, 476 und damit a ≈ 0, 974. Wirerhalten als Existenzintervall ungefähr [1 − 0, 974, 1 + 0, 974]. Die Lösungkann jedoh fortgesetzt werden, etwa so:

u(t) = (
2

3
(t − 1) + 2

2
3 )

3
2 für t > 1 − 3

2
· 2 2

3 ≈ −1, 38.Man kann diese Lösung sogar noh weiter fortsetzen, denn u(t) → 0 für t →
t∗ := 1 − 3

2 − 2
2
3 und u′(t) = 3

√

u(t) → 0 für t → t∗. Sei daher
u(t) =

{

( 2
3 (t − 1) + 2

2
3 )

3
2 t > t∗

0 sonstDiese Lösung ist nun maximal, da sie auf ganz R de�niert ist.(2) Gegeben sei das AWP
{

u′(t) = u(t)2

u(0) = 1
.Die Lösung u(t) = 1

1−t kann auf ] −∞, 1[ fortgesetzt werden.De�nition 2.43. (Graph, (maximale) Fortsetzung)(1) Sei u = u(t) eine auf einem Intervall Ju ∋ t0 gegebene Lösung des AWP(2.6) {

u′(t) = f(t, u(t)) t ∈ Ju, u ∈ C1(Ju; X)

u(t0) = u0

.Dann ist der Graph von u de�niert alsgraph u := {(t, u(t)) : t ∈ Ju} ⊂ Ju × X.



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 61(2) Eine auf einem Intervall Ju gegebene Lösung von (2.6) heiÿt Fortsetzungeiner auf einem Intervall Jv gegebenen Lösung v von (2.6), fallsgraph u ⊇ graph v,falls also Ju ⊇ Jv und u(t) = v(t) für alle t ∈ Jv ⊆ Ju.(3) Eine auf einem Intervall Ju gegebene Lösung von (∗) heiÿt maximal fort-gesetzt, falls sie keine ehte Fortsetzung besitzt, falls also aus graph v ⊇graph u stets graph v = graph u (und mithin v = u auf Jv = Ju) folgt.Beispiel. Betrahte das AWP
{

u′(t) =
√

u(t)

u(0) = 0
.Für jedes 0 ≤ α ≤ ∞ ist

uα =

{

0 t ≤ α
(t−α)2

4 t ≥ α
, u∞ ≡ 0für t ∈ R eine maximal fortgesetzte Lösung der Lösung u ≡ 0, Ju =] − ∞, 0[.(Ahtung: Zur Lösung gehört eine Intervallangabe!)Theorem 2.44. (globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz) Sei (X, ||.||) ein Ba-nahraum und seien J ⊂ R ein o�enes Intervall und D ⊂ X o�en. Ferner sei

f : J ×D ⊂ R×X → X stetig und genüge einer lokalen Lipshitzbedingung. Dannexistiert zu jedem Paar (t0, u0) ∈ J × D genau eine maximal fortgesetzte Lösungdes AWP {

u′(t) = f(t, u(t))

u(t0) = u0

.Das maximale Existenzintervall Jmax = Jmax(t0, u0) ⊂ J ist o�en: Jmax(t0, u0) =
(α, β) mit −∞ ≤ α < β ≤ ∞. Dabei gilt - sofern im Falle dimX = ∞ f aufbeshränkten Teilmengen von D, die positven Abstand zu ∂D haben, beshränkt ist- entweder

α = inf J bzw. β = sup Joder
lim

t→α+(β−)
min(dist(u(t), ∂D), ||u(t)||−1) = 0.Bemerkungen.

• dist(x, M) := infy∈M ||y − x|| für M ⊂ X, dist(x, ∅) := ∞

• Ist f auf D stetig und D′ ⊂ D eine ehte beshränkte Teilmenge von Dmit dist(D′, ∂D) > 0 und dim X < ∞ dann gilt D′ ⊂ D, so dass f auf derkompakten Menge D′ stetig ist, also f auf D′ ⊂ D beshränkt ist.
• Für das Existenzintervall sind also folgende Fälle möglih: (α, β) = J(globale Lösbarkeit), α = inf J und β 6= supJ und limt→β− ||u(t)|| = ∞oder α = inf J und β 6= sup J und limt→β− dist(u(t), ∂D) = 0 sowieentsprehende Fälle für α 6= inf J .
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• Beahte: Ohne die zusätzlihe Forderung im Falle dim X = ∞muss lim ||u(t)||überhaupt niht existieren! (s. Deimling, S. 7 �.)

Beweis.(1) Sei (t0, u0) ∈ J × D beliebig, aber fest gewählt. Da J und D o�en, gibtes nah dem Satz von Piard-Lindelöf ein a1 > 0, so dass das AWP genaueine Lösung u1 im Intervall [t0−a1, t0 +a1] ⊂ J besitzt. Diese Lösung kannnah rehts fortgesetzt werden. Dann wiederum gibt es ein a2 > 0, so dassdas AWP {

v′(t) = f(t, v(t))

v(t0 + a1) = u1(t0 + a1)genau eine Lösung besitzt, die wir mit u2bezeihnen wollen, und die auf
[t0 + a1 − a2, t0 + a1 + a2] ⊂ J existiert.(2) Wegen des Satzes über die Einzigkeit bei lokaler Lipshitzbedingung giltfür alle t ∈ [t0 + a1 − a2, t0 + a1 + a2] u1(t) = u2(t) und mit

u(t) =

{

u1(t) t ∈ [t0 − a1, t0 + a1]

u2(t) t ∈ [t0 + a1, t0 + a1 + a2]ist eine ehte Fortsetzung von u1(sowie u2) gegeben.(3) Wir können u1 entsprehend auh nah links fortsetzen und wir können diesbeliebig oft wiederholen, da J und D o�en sind. (Beahte: Die Funkion-swerte liegen wegen Piard-Lindelöf stets in D!)(4) Seien
α = α(t0, u0) := inf{t ∈ J : Das AWP besitzt eine Lösung auf [t, t0]}
β = β(t0, u0) := sup{t ∈ J : Das AWP besitzt eine Lösung auf [t0, t]}(wegen (3) und der Eigenshaften der reellen Zahlen existieren α, β). Danngibt es nah dem Satz über die Einzigkeit genau eine Lösung u :]α, β[→ Ddes AWP. Das Lösungsintervall ]α, β[ ist o�en, denn sonst könnte obigesFortsetzungsargument auf (α, u(α)) bzw. (β, u(β)) noh einmal angewandtwerden.(5) Nah Konstruktion ist ]α, β[ maximal und die Lösung ist die maximalfortgesetzte Lösung: Wegen der Lipshitzbedigung und der daraus folgen-den Einzigkeitsaussage gibt es stets nur genau eine Fortsetzung auf einemgegebenen Lösungsintervall.Für den Rest des Beweises (Randverhalten der Lösung) sei auf Amann, S. ... ver-wiesen.

�.
De�nition 2.45.
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• Sei M eine beliebige Menge und ≤ eine durh eine Menge R≤ ⊂ M×Merklärte Relation. Diese heiÿt Halbordnung auf M, falls gilt(1) x ≤ x (Re�exivität, d.h. (x, x) ∈ R≤)(2) x ≤ y und y ≤ z ⇒ x ≤ z (Transitivität)(3) x ≤ y und y ≤ x ⇒ x = y (Antisymmetrie)
• Ist für je zwei Elemente x, y ∈ M stets x ≤ y oder y ≤ x erfüllt, so heiÿt
M geordnet (alle Elemente aus M sind miteinander vergleihbar)

• Ein Element z heiÿt maximales Element, wenn für alle x ∈ M aus z ≤ xfolgt z = x (es gibt kein x mit z < x)
• Ein Element y einer halbgeordneten Menge M heiÿt obere Shranke derTeilmenge M′ ⊂ M, wenn für alle x ∈ M′ gilt: x ≤ y.
• Eine Teilmenge M′ ⊂ M einer halbgeordneten Menge heiÿt Kette, wennje zwei Elemente aus M′ vergleihbar sind (wenn also M′ mit der Halbor-dnung auf M geordnet ist)Lemma 2.46. (von Zorn (1935)) Besitzt jede Kette einer halbgeordneten Menge

M eine obere Shranke, so gibt es mindestens ein maximales Element in M.Bemerkung. Das Lemma von Zorn ist eines der elementaren - niht aber trivialen- Aussagen der Mathematik und kommt aus der Mengenlehre. Es ist äquivalentzum Auswahlaxiom und zum Satz von Zermelo (s. Ebbinghaus, Einführung indie Mengenlehre).Lemma 2.47.(1) Die Menge aller Lösungen von
{

u′(t) = f(t, u(t))

u(t0) = u0ist vermöge u ≤ v :⇔ graph u ⊆ graph v halbgeordnet.(2) Sei u eine auf I ∋ t0 gegebene Lösung von (2.6). Dann existiert mindestenseine maximal fortgesetzte Lösung.Bemerkung. Wir haben nihts über die Existenz einer Lösung ausgesagt! Lediglihunter der Annahme der Existenz einer Lösung folgt auh die Existenz einer maximalfortgesetzten Lösung.Beweis. ad 1) klarad 2) Sei M die Menge aller Fortsetzungen von u. O�enbar ist M halbgeordnet(niht aber geordnet). Sei M′ eine geordnete Teilmenge (Kette). Dann gilt für
v1, v2 ∈ M′ siher v1(t) = v2(t) für alle t ∈ I1 ∩ I2 und I1 ∩ I2 = I1 oder I2.O�enbar gibt es für M′ eine obere Shranke, die durh die Lösung auf ⋃uα∈M′ Iαgegeben ist. Dabei gehört die Lösung auf ⋃uα∈M′ Iα jedenfalls zu M, denn es isteine Fortsetzung von u. Nah dem Zornshen Lemma gibt es also mindestens ein



64 GEHALTEN VON DR. ETIENNE EMMRICH, WS 05/06, TU-BERLINmaximales Element in M, das nihts anderes als eine maximal fortgesetze Lösungvon (2.6) ist. �Theorem 2.48. Seien X = Rd und J ⊂ R ein o�enes Intervall und D ⊂ Rd o�en.Ferner sei f : J ×D ⊂ R×R
d → R

d stetig. Dann existiert für alle (t0, u0) ∈ J ×Dmindestens eine maximal fortgesetzte Lösung des AWP
{

u′(t) = f(t, u(t))

u(t0) = u0

.Beweis. (1) Nah Peano gibt es mindestens eine lokale Lösung.(2) Nah dem letzen Lemma gibt es mindestens eine maximale fortgesetzte Lösung.
�Bemerkungen. Die Lösungen lassen sih wieder bis zum Rand von J × D fort-setzen. Wie beim Satz über die globale Existenz und Eindeutigkeit kann man hieranaloge Aussagen über das Randverhalten mahen.



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 652.7. Zur Existenz und Einzigkeit von Lösungen im Sinne von Carathéodory.Idee. Im Gegensatz zu den vorigen Betrahtungen soll
• die DGL nur noh fast überall (f.ü.) gelten,
• die rehte Seite f = f(t, v) soll in t nur noh Lebesgue-messbar und beshränktsein.Diese Verallgemeinerungen erlauben einen verallgemeinerten Lösungsbegri�, die Lö-sung muss z.B. nur noh f. ü. de�niert sein, und ermöglihen die Untersuhungeiner zeitabhängigen partiellen DGL nah der Diskretisierung im Ort (Galerkin-Verfahren), also das hierdurh entstehende endlihe System gewöhnliher Di�eren-tialgleihungen.

De�nition 2.49. Eine Funktion g = g(t) : [0, T ] → Rd heiÿt absolut stetig, fallses zu jedem ε > 0 ein δ > 0 gibt, so dass für jedes endlihe System paarweisedisjunkter Teilintervalle ]ak, bk[ mit k = 1, ..., n und der Gesamtlänge
n∑

k=1

(bk − ak) < δ gilt n∑

k=1

||g(bk) − g(ak)||Rd < ε.

Bemerkung. O�enbar gilt: Lipshitz-stetig ⇒ absolut stetig ⇒ stetig. (g(t) =
t cos π

2t ist zwar stetig, niht jedoh absolut stetig.)Insbesondere aber gilt derTheorem 2.50. (Hauptsatz der Di�erential- und Integralrehnung)(1) Ist g : [0, T ] → Rd absolut stetig, so existiert fast überall auf [0, T ] dieklassishe Ableitung g′ und diese ist Lebesgue-integrierbar, wobei gilt
g(t) = g(t0) +

∫ t

t0

g(τ )dτfür alle t ∈ [0, T ], t0 ∈ [0, T ] fest.(2) Ist v : [0, T ] → Rd Lebesgue-integrierbar, so ist das Integral als Funktionder oberen Grenze,
g(t) =

∫ t

t0

v(τ )dτfür alle t ∈ [0, T ], t0 ∈ [0, T ], fest eine absolut stetige Funktion und es gilt
g′(t) = v(t) f.ü. in [0, T ].

Bemerkungen.
• Die hier auftretenden (Lebesgue-) Integrale über R

d-wertige Funktionenkönnen komponentenweise de�niert werden, also für v : [0, T ] → Rd

∫

v(τ )dτ =

(∫

v1(τ )dτ,

∫

v2(τ )dτ, ...,

∫

vd(τ )dτ

)

.
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• Der Hauptsatz lässt sih - mit dem Bohner Integral - auf re�exive Banah-Räume X mit dimX = ∞ verallgemeinern (Satz von Komura).De�nition 2.51. Eine Funktion f : [0, T ]×M ⊂ R×Rd → Rd genügt auf [0, T ]×Meiner Carathéodory-Bedingung genau dann, wenn
• die Abbildungen t 7→ fi(t, v) (i = 1, ..., d) für alle v ∈ M auf [0, T ] Lebesgue-messbar sind und
• die Abbildungen t 7→ fi(t, v) (i = 1, ..., d) für alle t ∈ [0, T ] auf M stetigsind.Lemma 2.52.(1) Genügt f der Carathéodory-Bedingung, so bildet der zugehörige Nemyzki-Operator Lebesgue-messbare Funktionen wieder in Lebesgue-messbare Funk-tionen ab.(2) Genügt f zusätzlih einer Majorantenbedingung, existiert also eine Lebesgue-integrierbare Funktion m, so dass

|fi(t, v)| ≤ m(t) ∀i=1,...,d;(t,v)∈[0,T ]×M ,so bildet der zugehörige Nemyzki-Operator Lebesgue-integrierbare Funktio-nen wieder in Lebesgue-integrierbare Funktionen ab.
Beweis. ad 1) Sei (Fv)(t) := f(t, v(t)), also F der zugehörige Nemyzki-Operator.Die Behauptung lautet F : Ld → Ld, wenn L den Raum der Lebesgue-messbarenFunktionen bezeihnet. Sei v Lebesgue-messbar.Dann gibt es eine Folge einfaher Funktionen v(n), so dass

v(n)(t) → v(t) f.ü. auf [0, T ].Wegen der Stetigkeit von fi im zweiten Argument folgt sofort
(Fiv

(n))(t) = fi(t, v
(n)(t)) → fi(t, v(t)) = (Fiv)(t) f.ü. in [0, T ].Ferner gilt

fi(t, v
(n)(t)) = fi(t,

mn∑

j=1

v
(n)
j χ

B
(n)
j

(t)) =

mn∑

j=1

fi(t, v
(n)
j )

︸ ︷︷ ︸L-messabr lt. Vor. χB
(n)
j

(t)
︸ ︷︷ ︸L-messbar,so dass Fiv

(n) Lebesgue-messbar ist und folglih auh der Grenzwert Fiv und also
Fv.ad 2) Wegen

|fi(t, v)| ≤ m(t)und m ∈ L1(0, T ), ist auh die Lebesgue-messbare Funktion Fiv und also auh FvLebesgue-integrierbar. �Theorem 2.53. (lokale Lösbarkeit, Carathéodory (1918)) Sei X = Rd, T > 0,
(t0, u0) ∈ [0, T ]×X. Genügt f : [0, T ]×B̄(u0, r) 7→ Rd einer Carathéodory- und einerMajorantenbedingung, so dass ||f(t, v)|| ≤ m(t), so besitzt die Integralgleihung

u(t) = u0 +

∫ t

t0

f(s, u(s))ds



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 67auf einem Intervall [t0 − τ, t0 + τ ] ∩ [0, T ] =: Iτ mindestens eine Lösung u : Iτ →
B̄(u0, r). Dabei ist u absolut stetig. Ferner ist τ > 0 so zu bestimmen, dass

max
t∈Iτ

∣
∣
∣
∣

∫ t

t0

m(s)ds

∣
∣
∣
∣
≤ r.

Bemerkungen.
• Da u absolut stetig, gilt nah dem Hauptsatz der Di�erential- und Inte-gralrehnung, dass u fast überall der Di�erentialgleihung genügt. u heiÿtLösung im Sinne von Sinne von Charathéodory.
• Ist f stetig auf [0, T ] × B̄(u0, r) und M := max ||f(t, v)||, so gilt (bis aufeine Konstante aus der Äquivalenz der Normen in Rd)

m(t) kann gleih M gewählt werdenund
max
t∈Iτ

∣
∣
∣
∣

∫ t

t0

m(s)ds

∣
∣
∣
∣
≤ M max

t∈Iτ

|t − t0| ≤ M · τ ≤! rund wir haben die Aussage von Peano.Beweis. (geht analog zum Satz von Peano)(1) A :=
{
v ∈ C(Iτ ) : v(t) ∈ B̄(u0, r)

}. Wie shon bei Peano gezeigt, giltA 6= ∅,
A ist abgeshlossen, beshränkt, konvex. (Voraussetzungen des Satzes vonShauder!)(2) Die Abbildung (Tv)(t) := u0 +

∫ t

t0
f(s, v(s))ds für t ∈ Iτ ist wohlde�niert,denn nah unserem Lemma ist t 7→ f(t, v(t)) Lebesgue-integrierbar.(3) Es gilt T : A 7→ A, denn nah dem Haupsatz der Di�erential- und Integral-rehung ist Tv sogar absolut stetig und auÿerdem gilt

||(Tv)(t) − u0|| ≤
∣
∣
∣
∣

∫ t

t0

||f(s, v(s))||ds

∣
∣
∣
∣

≤
∣
∣
∣
∣

∫ t

t0

m(s)ds

∣
∣
∣
∣
≤ rfür alle t ∈ Iτ .(4) T ist stetig, denn aus vn → v in A folgt nah Carathéodory-Bedingung

f(t, vn(t)) → f(t, v(t)) f.ü. in Iτ . Da
||f(t, vn(t))|| ≤ m(t), m ∈ L1(]0, T [),folgt mit dem Satz über die dominierte Konvergenz von Lebesgue t 7→

f(t, v(t)) ∈ L1 (ist shon aus Lemma (?.?) bekannt) und
∫ t

t0

f(s, vn(s))ds →
∫ t

t0

f(s, v(s))ds,was die Stetigkeit von T bedeutet, denn
||Tvn − Tv||C(Iτ) = max

t∈Iτ

||
∫ t

t0

f(s, vn(s)) −
∫ t

t0

f(s, v(s))||.



68 GEHALTEN VON DR. ETIENNE EMMRICH, WS 05/06, TU-BERLIN(5) T überführt beshränkte in relativ kompakte Mengen, denn TA ist relativkompakt (Arzelà-Asoli), denn TA ⊂ A ist beshränkt und TA ist gleih-gradig stetig (denn
||(Tv)(t1) − (Tv)(t2)|| = ||

∫ t1

t2

f(s, v(s))ds|| ≤
∫ max(t1,t2)

min(t1,t2)

m(s)ds)Nah dem Satz von Shauder besitzt T mindestens einen Fixpunkt, dieser ist Lösungder Integralgleihung.
�Bemerkung. Es gibt viele weitere Aussagen zu Carathéodory-Lösungen, siehe et-wa J. Hale: Ordinary Di�erential Equations, S. 28 �., E. A. Coddington/ N.Levinson: Theorie Of Ordinary Di�erential Equations, S. 42 �.Insbesondere giltTheorem 2.54. (globale Lösbarkeit) Die Voraussetzungen seien wie oben, statt

B̄(u0, r) shreibe Rd. Dann existiert die Lösung auf ganz [0, T ], also:
f : [0, T ] × Rd → Rd genüge der Carathéodory-Bedingung, so dass für ein m ∈
L(]0, T [)

||f(t, vn(t))|| ≤ m(t) ∀(t,v)∈[0,T ]×Rd .Dann gibt es mindestes eine Lösung u auf [0, T ] der Integralgleihung
u(t) = u0 +

∫ t

t0

f(s, u(s))ds,so dass
{

u′(t) = f(t, u(t)) f.ü. in [0, T ]

u(t0) = u0

.

Theorem 2.55. (lokal eindeutige Lösbarkeit) f : [0, T ] × M → R
d, M o�en,genüge der Carathéodory-Bedingung auf [0, T ] × M und einer verallgemeinertenlokalen Lipshitz-Bedingung:

∀K⊂M,K kompakt∃l=l(t)∈L1(]0,T [)∀t∈[0,T ],v,w∈K : ||f(t, v) − f(t, w(t))|| ≤ l(t)||v − w||Dann gibt es genau eine lokale Lösung u.



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 693. Abhängigkeit der Lösungen von den Daten, Stabilität,ZeitdiskretisierungFür das 3. und 4. Kapitel werden meist nur die Stellen angegeben, an denen manden Vorlesungssto� im BuhEmmrih, Gewöhnlihe und Operator-Di�erentialgleihungen, Vieweg2004wieder�nden kann. Das Buh ist in der Mathematishen Fahbibliothek und biszum Ende des Semesters im Semesterapparat zu �nden.3.1. Stetige und di�erenzierbare Abhängigkeit der Lösungen von denDaten. Das Gronwallshe Lemma.... ist auf den Seiten 180 - 184 nahzulesen.
3.2. Dissipative Systeme.... ist auf den Seiten 184 - 188 nahzulesen, wobei nah De�nition 7.3.7 das Folgendeeinzushieben ist:Theorem 3.1. Seien X = R, f = f(t, v) ∈ C(G) für ein Gebiet G ⊂ R × R. Esexistiere ∂f

∂v mit ∂f
∂v ∈ C(G). Dann gibt es für alle Anfangsdaten (t0, u0) ∈ G genaueine maximal fortgesetzte Lösung

u = u(t) = u(t; t0, u0)des AWP {

u′(t) = f(t, u(t))

u(t0) = u0auf dem maximalen Existenzintervall I(t0, u0).Ferner existieren alle partiellen Ableitungen von
(t, ξ, η) 7→ (u(t; ξ, η))als stetige Funktion auf Ω := {(t; ξ, η) | (ξ, η) ∈ G und t ∈ I(ξ, η)}. Für alle

(t; ξ, η) ∈ Ω gilt zudem(3.1) uξ(t; ξ, η) + uη(t; ξ, η) · f(ξ, η) = 0sowie(3.2) {
∂
∂tuη(t; ξ, η) = fu(t, u(t; ξ, η)) · uη(ξ, η)

uη(ξ; ξ, η) = 1
.

Bemerkung. Formal ergeben sih die Beziehungen (3.1), (3.2) aus dem Ableitender Di�erentialgleihung
∂

∂t
u(t; ξ, η) = f(t, u(t; ξ, η)).



70 GEHALTEN VON DR. ETIENNE EMMRICH, WS 05/06, TU-BERLIN3.3. Zeitdiskretisierung durh einfahe Einshrittverfahren.... ist auf den Seiten 192 - 199 nahzulesen.
3.4. Stabilität und der Satz von Ljapunow. Asymptotishes Verhalten.Im folgenden sei (X, ||.||) ein Banahraum und f : [0,∞[×M → X stetig und genügeauf M ⊂ X einer lokalen Lipshitz-Bedingung.Wir betrahten das AWP(3.3) {

u′(t) = f(t, u(t)), t > 0

u(t0) = u0, u0 ∈ X
,welhes genau eine maximal fortgesetzte Lösung auf einem maximalen Intervall

I(u0) besitzt.De�nition 3.2. (Stabilität im Sinne von Ljapunov)(1) Ein Punkt ū ∈ M ⊂ X heiÿt Gleihgewihts- oder kritisher oder stationär-er Punkt (Zustand) des AWP (3.3), falls f(t, ū) = 0 für alle t ≥ 0.(2) Ein Gleihgewihtspunkt ū heiÿt stabil, falls es zu jedem ε > 0 ein δ > 0gibt, so dass für alle u0 ∈ M aus ||u0 − ū|| < δ folgt, es gibt genau eineLösung u = u(t) des AWP (3.3) für alle t ≥ 0 und es gilt
||u(t) − ū|| < ε für alle t > 0.(3) Ein Gleihgewihtspunkt ū heiÿt instabil, wenn ū niht stabil ist.

Bemerkungen.(1) Gleihgewihtspunkte nihtautonomer Systeme sind reht selten. Es gibtaber Verallgemeinerungen des Stabilitätsbegri�es.(2) Ist ū ∈ M ein Gleihgewihtspunkt, so ist u(t) ≡ ū die Lösung des AWP(3.3) mit u0 = ū.(3) Ist ū ∈ M ein Gleihgewihtspunkt bzgl. f , so ist 0 ∈ M − ū ein Gle-ihgewihtspunkt bzgl. g(t, v) := f(t, v + ū), v ∈ M − ū, betrahte sodann
{

v′(t) = g(t, v(t))

v(0) = v0

.Dies rehtfertigt, dass in der Literatur oftmals nur Nullagen als kritishePunkte betrahtet werden.Beispiel. Wir betrahten das mathematishe Pendel






x′′(t) + sin x(t) = 0, t > 0

x(0) = x0

x′(0) = y0(x(t) bezeihnet die Auslenkung des Pendels zur Zeit t > 0) als System ersterOrdnung
u′(t) = f(u(t)) := (u2(t),− sinu1(t))

T = (x′(t), sinx(t))T ,



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 71wobei u(t) = (x(t), x′(t)). Gleihgewihtslagen sind ū = (ū1, ū2)
T mit f(ū) =

(ū2,− sin ū1) =! (0, 0)T , also ū = (0, 0)T , (π, 0)T , (−π, 0)T . Der Gleihgewiht-spunkt (0, 0) ist stabil, die beiden anderen sind dagegen instabil.Bemerkungen.
• Man kann auh noh die Abhängigkeit bzgl. t0 betrahten und zwishen�stabil� und �gleihmäÿig stabil� (bzgl. t0) untersheiden. Siehe dazuAmann,S. 220 f.
• Zudem kann man die Stabilität auh auf die Betrahtung von nah rehtsmaximalen Intervallen [t0, t

+[ mit t+ 6= ∞ beziehen.
• Shlieÿlih kann man die Stabilität beliebiger Lösungen (niht nur von Gle-ihgewihtspunkten) untersuhen.

De�nition 3.3.(1) Ein Gleihgewihtspunkt heiÿt attraktiv, wenn es ein α > 0 gibt, so dassfür alle u0 ∈ M mit ||u0 − ū|| < α genau eine Lösung u = u(t) des AWP(3.3) für alle t ≥ 0 existiert und limt→∞ ||u(t) − ū|| = 0 gilt.(2) Ein attraktiver, stabiler Gleihgewihtspunkt heiÿt asymptotish stabil.(3) Ein Gleihgewihtspunkt ū ∈ M heiÿt exponentiell stabil, wenn es α, c, λ >
0 gibt, so dass für alle u0 ∈ M mit ||u0−ū|| < α genau eine Lösung u = u(t)des AWP (3.3) für alle t ≥ 0 existiert und(3.4) ||u(t) − ū|| ≤ c · e−λt für alle t ≥ 0gilt.

Bemerkungen.
• Für rehte Seiten f , die einer lokalen Lipshitz-Bedingung genügen, folgtaus der exponentiellen die asymptotishe Stabilität, denn(1) exponentiell stabil ⇒ attraktiv,(2) exponentiell stabil ⇒ stabil, denn wegen (3.4) gibt es zu jedem ε > 0ein a > 0 und ein α > 0, so dass für alle u0 ∈ M mit ||u0 − ū|| < α gilt

||u(t) − ū|| ≤ c · e−λa < ε für alle t ≥ a.Wegen Satz (?.?) über die stetige Abhängigkeit von den Daten ergibtsih �Stabilität� auh auf [0, a].

• Ist d = 1, so folgt aus Attraktvität auh Stabilität, i.A. gilt dies jedohniht.Beispiele.
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• Betrahte u′(t) = u(t). Dann ist ū ≡ 0 ein Gleihgewihtspunkt. Wegen

|u(t) − ū| = |u(t)| = |etu0| → ∞ für t → ∞ist ū jedoh instabil.
• Betrahte u′(t) = −u(t). Dann ist ū ≡ 0 ein Gleihgewihtspunkt. Wegen

|u(t) − ū| = |u(t)| = |e−tu0| → 0 für t → ∞ist ū asymptotish (sogar exponentiell) stabil.
• Betrahte

{

u′(t) = −u(t) + u(t)2 = −u(t)(1 − u(t))

u(t0) = u0(logistishes Wahstum). Der Gleihgewihtspunkt ū = 1 ist instabil, ū = 0ist stabil.
• Betrahte 





u′(t) =

(

0 1

−1 0

)

u(t)

u(t0) = u0also das Sytem
u′(t) = v(t)

v′(t) = −u(t)mit den Anfangsbedingungen u(t0) = u0, v(t0) = v0. Die Lösung ist wegen
u′′(t) = −u(t) durh

u(t) =

(
cos t
− sin t

)

u0 +

(
sin t
cos t

)

v0gegeben. ū ist wegen ||u(t)||22 = ||u0||22 bzw.
d

dt
||u(t)||22 = u′(t) · u(t) = uT Au = uv − vustabil (aber niht asymptotish stabil).Im folgenden sei stets X = R

d.Theorem 3.4. (Stabilität autonomer linearer Systeme) Vorgelegt sei das AWP
(3.5) {

u′(t) + Au(t) = 0 t > 0, A ∈ Rd×d

u(0) = u0

.Dann ist die Nulllösung ein Gleihgewihtspunkt und sie ist(1) stabil genau dann, wenn für alle Eigenwerte λ von −A gilt ℜ(λ) ≥ 0 undEigenwerte mit ℜ(λ) = 0 halbeinfah sind (geometrishe Vielfahheit = al-gebraishe Vielfahheit)



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 73(2) exponentiell und folglih asymptotish stabil genau dann, wenn für alleEigenwerte λ von −A gilt ℜ(λ) < 0.(3) instabil mit einer exponentiell wahsenden Lösungskomponente, falls es einenEigenwert λ von −A mit ℜ(λ) > 0 gibt.(4) instabil mit einer höhstes polynominal wahsenden Lösungskomponente,falls es einen niht halbeinfahen Eigenwert λ von −A mit ℜ(λ) = 0 gibtund sonst ℜ(λ) ≤ 0 gilt.
Bemerkungen.

• In der Literatur wir oft auh u′ = Au betrahtet; es sind also die Vorzeihenzu beahten.
• Die eindeutige Lösbarkeit von (??) auf [0,∞[ hatten wir shon gezeigt, undzwar für alle u0 ∈ Rd. Ferner galt die Lösungsdarstellung

u(t) = e−tAu0 =

n∑

j=1

e−λjt

νj−1
∑

l=0

(−t)l

l!
(A − λjI)lu0j ,wobei u0j ∈ ker(A − λjI)νj , u0 = u01 + u02 + ... + u0n (n ≤ d) und νjalgebraishe Vielfahheit zum Eigenwert λj von A.Für den Beweis benötigen wir das folgendeLemma 3.5. Sei ||.|| eine beliebige induzierte Matrixnorm und B ∈ R

d×d.(1) Gilt für alle Eigenwerte λ von B ℜ(λ) ≤ 0 und sind Eigenwerte mit ℜ(λ) =
0 halbeinfah, so gibt es ein c ≥ 1, so dass

||etB || ≤ c für alle t ≥ 0.(2) Gilt für alle Eigenwerte λ von B ℜ(λ) < 0, so gibt es Konstanten c ≥ 1und µ mit 0 < µ < min{|ℜ(λ)| : λ ist Eigenwert von B}, so dass
||etB || ≤ ce−µt für alle t ≥ 0.Genauer gilt: Zu jedem µ mit 0 < µ < min{|ℜ(λ)| : λ ist Eigenwert von B}existiert ein c ≥ 1, so dass ||etB || ≤ ce−µt für alle t ≥ 0 gilt. Sind alleEigenwerte halbeinfah, so kann sogar µ = min{|ℜ(λ)| : λ ist Eigenwert von B}gewählt werden.

Beweis. ... Übung. �Bemerkung. Die Aussage des Lemmas kann niht verbessert werden.
Beweis. (Satz über die Stabilität autonomer linearer Systeme) Dass die Nulllösungein Gleihgewihtspunkt ist, ist klar. Der Rest des Satzes folgt mit B = −A wegen

||u(t)|| = ||e−tAu0|| ≤ ||e−tA|| · ||u0||unmittelbar aus Lemma (3.5). �



74 GEHALTEN VON DR. ETIENNE EMMRICH, WS 05/06, TU-BERLINBemerkung. Wie Lemma (3.5) und Satz (3.4) zeigen, haben wir bei linearen Syste-men sogar asymptotishe und exponentielle Stabilität für alle u0 ∈ Rd, also globaleasymptotishe und exponentielle Stabilität. (globale Attraktivität ist bei nihtlin-earen Systemen ziemlih selten)Wir kommen nun zu �fast linearen� Systemen und der Betrahtung nihtlinearerSysteme als �Störung� eines linearen Systems.Theorem 3.6. (Ljapunov, 1892) Sei A ∈ Rd×d, f : [0,∞[×B(0, R) → Rd fürein R > 0 stetig und genüge einer lokalen Lipshitz-Bedingung und f(t, 0) ≡ 0. Gilt(3.6) f(t, v) = o(||v||) für ||v|| → 0 gleihmäÿig in tund gilt für alle Eigenwerte λ von −A

ℜ(λ) < 0,so ist die Nulllösung von
u′(t) + Au(t) = f(t, u(t))asymptotish (sogar exponentiell) stabil.

Bemerkung.
• f(t, 0) ist im Vergleih zu f(t, ū) = ū keine Einshränkung.
• Die Bedingung (3.6) bedeutet

lim
||v||→0

||f(t, v)||
||v|| = 0 gleihmäÿig in t,d.h.

∀ε>0∃δ>0∀t∈[0,∞[,v∈B(0,R) : ||v|| > δ ⇒ ||f(t, v)||
||v|| < ε.

• Hier ist asymptotishe Stabilität in der Regel niht global.Beispiel. Betrahte das AWP
{

u′(t) + Au(t) = f(u(t))

u(0) = u0mit A =

(
−1 25
0 −2

), f(v) = ||v|| ·
(

0 −1
1 0

)

· v. Dann ist die Nulllösung stabilbis ||u0|| ≈ 0, 01. Ist ||u0|| gröÿer, so ist Nulllösung instabil. Für A =

(
−1 200
0 −2

)

ist die Nulllösung shon bei ||u0|| ≈ 10−3 instabil.
Beweis. (Satz von Ljapunov)(1) Nulllösung ist Gleihgewihtspunkt, denn f(t, 0) − A · 0 = 0.



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 75(2) Nah Voraussetzung gibt es Konstanten µ > 0, c ≥ 1, so dass
||etB || ≤ ce−µt für alle t ≥ 0.Sei ε > 0 zunähst beliebig. Dann gibt es ein δ > 0 (und o.B.d.A. sei δ > R),so dass für alle t ≥ 0 gilt
||v|| < δ ⇒ ||f(t, v)|| < ε||v||.(3) Wir zeigen nun die globale Lösbarkeit für hinreihend �kleine� u0:(a) Sei v(t) := e(t−t0)Au(t), g(t, w) := e(t−t0)Af(t, e−(t−t0A)w) für ein t0 ∈

[0,∞[. Dann sind die beiden Probleme
{

u′(t) + Au(t) = f(t, u(t))

u(t0) = u0und {

v′(t) = g(t, v(t))

v(t0) = u0äquivalent. Die lokale Lösbarkeit de Problems in v ist wie folgt einzuse-hen:Sei ||u0|| < δ
2ε ≤ δ. Wir wenden den Satz von Peano mit der Kugel

B̄(u0, r) an, wobei r := ||u0|| sei. Dieser liefert uns die lokale Lös-barkeit, und zwar auf einem Intervall [t0, t0+a] (Wir wollen nur Lösun-gen nah rehts betrahten.) Beahte auh, dass B̄(u0, r) ⊂ B̄(0, 2||u0||) ⊂
B(0, δ).Dabei muss a folgender Bedingung genügen (siehe Beweis des Satzesvon Peano und dort Selbstabbildungseigenshaft der Fixpunktabbil-dung):

a · max
t∈[t0,t0+a]

w∈B̄(u0,r)

||g(t, w)|| ≤ r.(b) (Bestimmung von a) Es gilt nun für w ∈ B̄(u0, r) und t ∈ [t0, t0 + a]

||e−(t−t0)Aw|| ≤ c · e−µ(t−t0)||w||
≤ c(||u0|| + r)

= 2c||u0|| < δund daher
||g(t, w)|| = ||e(t−t0)Af(t, e−(t−t0)Aw)||

≤ e(t−t0)||A|| · ε · ||e−(t−t0)Aw||
≤ ea||A|| · ε · 2c||u0||.Die Bedingung an a lautet nun wegen r = ||u0||

aea||A|| ≤ 1

2εc
.Da a 7→ aea||A|| stetig und monoton wahsend ist, können wir stets ein

ā > 0 �nden, so dass
āeā||A|| ≤ 1

2εc
.
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ā hängt also nur von ε, c und ||A|| ab.() Auÿerdem gilt für alle ||u(t)|| und insbesondere in t0 + ā

||u(t0 + ā)|| = ||e−āAv(t0 + ā)||
≤ ce−µā||v(t0 + ā)||
≤ ce−µā(||u0|| + r)

= 2c||u0||e−µā,denn v(t) ∈ B̄(u0, r)für alle t ∈ [t0, t0 + a]. Wählen wir nur ε hinre-ihend klein, so ist ā hinreihend groÿ und es gilt
||u(t0 + ā)|| ≤ 2c||u0||e−µā ≤ ||u0|| <

δ

2c
.Dies ist möglih, da a 7→ aea||A|| monoton wahsend, und ist erfüllt,wenn nur

āeā||A|| =
1

2εc
≥ ln 2c

µ
e

ln 2c
µ

||A||.(d) Wegen der lokalen Lipshitz-Bedingung ist die Lösung sogar eindeutigbestimmt; wir haben also gezeigt: Für (t0, u0) mit ||u0|| < δ
2c und beihinrehend kleinem ε gibt es auf [t0, t0 + ā] genau eine Lösung mit

||u(t0 + a)|| ≤ ||u0|| < δ
2c , wobei ā nur von ε, c und ||A|| abhängt.(e) Wir können jetzt auf die globale Lösbarkeit für �kleine� u0 shlieÿen:Betrahte die lokale Lösung zu den Anfangsdaten (0, u0) mit ||u0|| < δ

2c(bei ε klein wie oben beshrieben). Diese existiert auf [0, ā]. Wegen
||u(ā)|| ≤ ||u0|| < δ

2c können wir die Lösung nah rehts auf [0, 2ā]fortsetzen und wieder gilt ||u(2ā)|| ≤ ||u(ā)|| ≤ ||u0|| < δ
2c . DiesenProzess können wir beliebig oft wiederholen, womit die globale Lös-barkeit gezeigt ist.(4) Wir kommen nun zur Stabilität. Es gilt

u(t) = e−tAu0 +

∫ t

0

e−(t−s)Af(s, u(s))ds,so dass
||u(t)|| = e−tA||u0|| +

∫ t

0

||e−(t−s)A|| · ||f(s, u(s))||ds

≤ ce−µt||u0|| +
∫ t

0

ce−µ(t−s)ε||u(s)||ds.Letzteres gilt, da ||u(s)|| < δ
2c ≤ δ für alle s ≥ 0. Es folgt

eµt||u(t)|| ≤ c||u0|| +
∫ t

0

ceµsε||u(s)||dsund mit dem Gronwallshen Lemma
eµt||u(t)|| ≤ ecεtc||u0||,also
||u(t)|| ≤ c||u0||e−(µ−cε)t
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�Wir betrahten nun nihtlineare Systeme und linearisierten um einen Gleihgewiht-spunkt:Sei f : M → R

d stetig und genüge einer lokalen Lipshitz-Bedingung, wobei M ⊂
Rd o�en.* Sei ferner ū ein Gleihgewihtspunkt, so dass also ū ∈ M und f(ū) = 0für alle t ∈ [0,∞[. Dann folgt

u′(t) = f(u(t)) = f(ū) + Duf(ū) · (u(t) − ū) + o(||u(t) − ū||).Somit haben wir
(u(t) − ū)′ − Duf(ū) · (u(t) − ū) = o(||u(t) − ū||),also exakt die Situation aus dem zuvor bewiesenen Satz. Damit haben wirTheorem 3.7. (linearisierte Stabilität) Genüge f den Voraussetzungen (*) undsei ū ein Gleihgewihtspunkt von f . Ferner existiere die Jaobimatrix von f in ū.Besitzt diese nur Eigenwerte λ mit ℜ(λ) < 0, so ist ū asymptotish (sogar expo-nentiell) stabil.

Beweis. ... klar. �Bemerkungen.
• Man kann ferner zeigen, dass ū instabil ist, falls es einen Eigenwert λ mit
ℜ(λ) > 0 gibt.

• Gilt zwar ℜ(λ) ≤ 0, so ist gleihwohl keine Aussage möglih, denn für
u′ = u2 ist ū = 0 instabil,
u′ = 0 ist ū = 0 stabil, aber niht asymptotish stabil,
u′ = −u3 ist ū = 0 zwar asymptotish, aber niht exponentiell stabil,
u′ = −u ist ū = 0 exponentiell stabil.

• Ist u eine Lösung und gilt - im autonomen Fall -
lim

t→∞
u(t) = u∞ ∈ R

d,so ist u∞Gleihgewihtspunkt, denn komponetenweise gilt
ui(n + 1) − ui(n)
︸ ︷︷ ︸

→0

=
d

dt
ui(n + ϑ(1 − n))

= fi(u(n + ϑ(1 − n)) → fi(u∞)),so dass fi(u∞) = 0.
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