
Reelle Zahlen

Satz 1 Sei b ∈ N, b > 1 und z ∈ R, |z| ≤ bn − 1, n ∈ N. Dann ist die Darstellung

z = (−1)ν
n−1∑

i=−∞
zib

i mit


ν ∈ {0, 1}, ν = 0 für z = 0,

zi ∈ Σb, i = 0, . . . , n− 1,

zi < b− 1 für unendlich viele i < n

eindeutig. Man schreibt z = (±zn−1 . . . z0.z−1 . . .)b.

Darstellung reeller Zahlen auf dem Rechner

Festkommazahlen

Stellenzahl: n + Vorzeichen.

z = (−1)ν
n−1∑

i=−(n−k)

zib
i, z = (±zn−1 . . . z0.z−1 . . . z−(n−k))b.

Gleitpunktdarstellung

z = (−1)νm · be, ν ∈ {0, 1}
m : Mantisse, e: Exponent,
in dieser Form nicht eindeutig

Normalisierte Gleitpunktdarstellung

z = (−1)ν
k−1∑
i=0

mib
−i

︸ ︷︷ ︸
=m

·be, ν ∈ {0, 1},mi ∈ Σb,m0 6= 0. (1)

k : Stellenzahl der Mantisse.

Definition 1 MN (b, k, emin, emax) bezeichnet die Menge der durch (1) für emin ≤ e ≤ emax darstellbaren
normalisierten Gleitpunktzahlen.

Beispiel: MN (2, 3,−1, 1). Darstellbar sind ±z mit z aus der folgenden Tabelle:

Mantisse/Exponent 2−1 20 21

(1.00)2 0.5 1 2
(1.01)2 0.625 1.25 2.5
(1.10)2 0.75 1.5 3
(1.11)2 0.875 1.75 3.5

Definition 2 Die Zahl z = 0 wird durch mi = 0 f.a. i = 0, . . . , k − 1 und e = emin definiert. Alle anderen
Zahlen mit der Darstellung

z = (−1)ν
k−1∑
i=0

mib
−i · bemin , ν ∈ {0, 1},mi ∈ Σb,m0 = 0
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heißen subnormale Gleitpunktzahlen MS(b, k, emin, emax).

Die Menge M(b, k, emin, emax) := MN (b, k, emin, emax) ∪ {0} ∪ MS(b, k, emin, emax) heißt die Menge der
Gleitpunktzahlen oder Maschinenzahlen.

IEEE Standard

Auf dem Rechner gilt wegen b = 2 immer m0 = 1. Daher wird auf den meisten Rechnern der sog. IEEE
Standard verwendet. Er legt fest:

• Das führende m0 = 1 wird nicht gespeichert, d.h. bei k-stelliger Mantisse:

z = (−1)ν

(
1 +

k∑
i=1

mi2−i

)
2e, ν,mi ∈ {0, 1},

also m = (1.z1 . . . zk).

• Der Exponent wird (wenn l Stellen benutzt werden) in der Form

e =
l−1∑
i=0

ei2i − (2l−1 − 1), ei ∈ {0, 1}, i = 0, . . . , l − 1

dargestellt. Damit gilt
e ≥ emin := −(2l−1 − 1)

und

e ≤ emax :=
l−1∑
i=0

2i − (2l−1 − 1) = 2l − 1− (2l−1 − 1) = 2l − 2l−1 = 2l−1.

• Mit e = emax und mi = 0 f.a. i = 1, . . . , k werden die Werte ±∞ repräsentiert.

• Mit e = emax und mi 6= 0 für mindestens ein i ∈ {1, . . . , k} wird NaN = not a number dargestellt.

• Verteilung der zur Verfügung stehenden Stellen auf Mantisse und Exponenten für einfach und doppelt
genaue Gleitpunktzahlen, s. Tabelle.

Beispiel: Mantissenlänge k = 2, Exponentenlänge l = 2, d.h.

e =
1∑

i=0

ei2i − (21 − 1) = e1 · 2 + e0 − 1

und daher emin = −1, emax = 2. Darstellbare Zahlen, jeweils + Vorzeichenbit:

Exponent
Mantisse (01) = 0 (10) = 1 (00) = −1 (subnormal) (11)
(00) (1.00)2 · 20 = 1 =: xmin (1.00)2 · 21 = 2 (0.00)2 = 0 ∞
(01) (1.01)2 · 20 = 1.25 (1.00)2 · 21 = 2.5 (0.01)2 · 2−1 = 0.125∗ NaN
(10) (1.10)2 · 20 = 1.5 (1.00)2 · 21 = 3 (0.10)2 · 2−1 = 0.25 NaN
(11) (1.11)2 · 20 = 1.75 (1.00)2 · 21 = 3.5 =: xmax (0.11)2 · 2−1 = 0.375 NaN

xmin: kleinste positive normalisierte Gleitpunktzahl,
xmax: größte darstellbare Zahl,
∗: kleinste positive darstellbare Zahl (subnormale Gleitpunktzahl).
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